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本 书 论述 模糊 逻辑 形式 化 系统 及 相关 代数 结构 问题 , 主要 是 作者 近年 
研究 工作 的 总 结 , 同时 也 介绍 了 与 之 相关 的 国内 外 众多 学 者 的 最 新 成 果 . 
全 书 共 7 章 , 涉及 互相 关联 的 4 个 部 分 的 内 容 : 基础 知识 (包括 iH, D t- 
模 与 剩余 格 的 基本 概念 与 基本 理论 ); 基于 三 模 的 可 换 模糊 逻辑 研究 (包括 
模糊 命题 逻辑 系统 BL, 2", MTL, UL*, RSL 等 ); 基于 伪 二 模 的 非 可 换 模糊 
逻辑 研究 (包括 非 可 换 模糊 命题 逻辑 系统 PL, psBL, psMTL, PL*, PUL* 等 ); 
BCK/BIK* 逻 辑 及 源 于 非 经 典 逻 辑 的 代数 结构 的 系统 研究 . 

本 书 可 作为 基础 数学 、 应 用 数学 、 计 算 机 科学 与 技术 、 逻 辑 学 、 智 能 
信息 处 理 技术 、 管 理科 学 与 决策 分 析 等 专业 或 方向 的 研究 生 选 修 课 教材 ,对 
前 述 相关 领域 的 科技 人 员 均 有 一 定 的 参考 价值 . 
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模糊 集 与 模糊 推理 方法 为 描述 和 处 理事 物 的 模糊 性 和 系统 的 不 确定 性 以 及 模 
拟人 的 智能 和 决策 推理 能 力 提 供 了 十 分 有 效 的 工具 ， 近 年 来 模糊 推理 的 逻辑 基础 
得 到 活跃 而 深入 的 研究 , 在 这 些 国 内 外 研究 工作 的 基础 上 , 作者 进行 了 一 些 新 的 探 
索 , 主要 涉及 模糊 逻辑 的 形式 化 及 相关 代数 结构 问题 . 本 书 正 是 作者 近年 研究 工作 
的 总 结 , 同时 也 介绍 了 与 之 相关 的 国内 外 众多 学 者 的 最 新 研究 成 果 . 

本 书 共 7 章 , 可 分 成 如 下 4 个 部 分 : 

(1) 基础 知识 , 包括 第 1、2 章 . 其 中 , 第 1 章 为 引言 及 预备 知识 . 为 了 阐明 代数 
逻辑 方法 , 第 1 章 还 介绍 了 经 典 命题 逻辑 与 布尔 代数 的 关系 . 第 2 章 介绍 t- 模 、 伪 
t- 模 、 剩余 副 涵 与 剩余 格 的 基本 概念 与 基本 理论 , 包括 作者 提出 的 伪 Ro t- 模 . 特别 
强调 的 是 本 书 “剩余 格 " 概念 包括 可 换 和 非 可 换 两 大 类 , 且 有 一 些 结果 是 新 得 到 的 . 

(2) 基于 寻 模 的 可 换 模糊 逻辑 研究 , 包括 第 3~5 章 . 其 中 , 第 3 章 介绍 著名 模 
糊 命题 逻辑 系统 BL, .2* 及 其 各 种 扩张 . 第 4 章 介绍 MTL, IIMTL 系统 , 并 重 
点 论述 作者 提出 的 模糊 命题 逻辑 系统 UL*, 它 是 基于 一 般 左 连续 t- 模 的 具有 对 合 
性 、 换 质 位 对 称 性 的 命题 演算 形式 系统 , 其 中 包括 UL 的 完备 性 定理 的 证 明 . 第 
5 章 介绍 作者 提出 的 一 个 Rough 逻辑 系统 RSL, 它 本质 上 是 cBUEBHNDEAUR AE 
IMTL 的 一 种 Rough 解释 (这 也 是 将 其 归 入 本 书 的 原因 ). 

(3) 基于 伪 +- 模 的 非 可 换 模糊 逻辑 研究 , 即 本 书 的 第 6 章 . 概述 了 著名 的 非 可 
换 模糊 逻辑 系统 PL, psBL( 包 括 psBL") 及 psMTL( 包 括 psMTL"), 并 重点 论述 
作者 建立 的 基于 伪 Ro 三 模 的 非 可 换 罗 辑 系统 PL 及 基于 一 般 左 连续 伪 t- 模 的 非 
可 换 模糊 逻辑 系统 PUL*. 

(4) BCK/BIK+ 逻辑 及 源 于 非 经 典 逻 辑 的 代数 结构 的 系统 研究 , 即 第 7 章 . 首 
先 论述 BCK 逻辑 、 模 糊 BCK 逻辑 , 以 及 作者 提出 的 BIK+ 逻辑 及 模糊 BIK+ 
逻辑 , 它们 都 属于 模糊 逻辑 的 一 般 化 研究 ( 即 期 望 给 出 各 种 模糊 逻辑 的 公共 基础 
系统 ). 其 次 是 揭示 各 种 源 于 非 经 典 逻 辑 的 代数 结构 之 间 的 内 在 联系 , 将 BOKAR 
数 、BCC(BIK+)- 代 数 作为 它们 的 共同 基础 , 对 滤 子 (理想 ) 理论 进行 了 统一 处 理 . 
同时 , 对 ( 伪 )BL 代 数 、( 伪 )MTL- 代 数 、 伪 BCK- 代 数 、( 伪 )Hoop 等 代数 结构 进行 
了 深入 研究 , 并 研究 了 模糊 逻辑 代数 与 量子 ( 伪 ) 效应 代数 之 间 的 关系 . 此 外 , 本 章 
还 介绍 了 作者 新 近 提出 的 强 De Morgan 代数 以 及 蕴涵 格 的 一 般 滤 子 理论 . 

本 书 不 仅 涉及 模糊 逻辑 的 形式 化 系统 及 其 可 靠 性 、 完 备 性 等 理论 问题 , 而 且 注 
意 阐述 形式 化 系统 蕴涵 的 实际 意义 , 这 对 模糊 控制 、 近 似 推理 、 知 识 表示 、 决 策 支 
持 、 计 算 语言 学 等 应 用 领域 有 一 定 参考 价值 . 同时 , 本 书 关于 各 种 源 于 逻辑 的 代数 
结构 内 在 联系 的 分 析 与 统一 处 理 , 从 一 个 特殊 的 角度 窥视 了 各 种 非 经典 逻 辑 之 间 的 
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联系 , 对 这 些 逻 辑 系统 的 进一步 研究 提供 了 新 的 思路 . 

为 便于 研究 生 学 习 和 研究 , 本 书 安排 了 习题 (包括 一 些 研究 课题 ), 并 列 出 了 丰 
富 详 细 的 参考 文献 . 此 外 , 为 了 避免 混淆 , 本 书 对 于 逻辑 形式 系统 均 使 用 黑 正体 或 
黑 花 体 表示 , 与 其 配套 的 代数 结构 则 用 斜体 并 加 中 短线 (如 BL 与 BL- 代数 ). 

作者 在 从 事 该 领域 研究 工作 的 过 程 中 , 先后 得 到 清华 大 学 应 明生 教授 、 北京 师 
范 大 学 李 洪 兴 教 授 、 陕 西 师范 大 学 王国 俊 教授 、 四 川 省 信息 产业 厅 徐 扬 教授 等 众 
多 前 辈 的 鼓励 和 指导 ; 同时 , 西安 电子 科技 大 学 刘 三 阳 教授 、 陕 西 师范 大 学 李 永 明 
教授 、 西 北大 学 辛 小 龙 教授 、 四 川 师范 大 学 王 学 平 教授 、 西 南 交通 大 学 秦 克 云 教 
授 、 浙江 理工 大 学 裴 道 武 教授 攀 太 和 教授 以 及 捷克 科学 院 计 算 机 科学 研究 所 Petr 
Cintula 教授 、 美 国 Vanderbilt 大 学 C. Tsinakis 教授 、 加 拿 大 Regina 大 学 Y.Y. Yao 
教授 、 韩国 Gyeongsang National 大 学 Y.B.Jun 教授 、 波兰 Technical University 的 
W.A.Dudek 教授 、 罗 马 尼 亚 Academy of Economic Studies 的 Afrodita Iorgulescu 
教授 都 给 予 作者 极 大 的 支持 和 帮助 , 在 此 向 他 们 表示 衷心 的 感谢 ! 在 本 书 的 写作 过 
Tir, 日 本 千 叶 大 学 Yuichi Komori 教授 、 美国 Chapman University 的 Peter Jipsen 
教授 、 德国 Technische Universitat Darmstadt (TU Darmstadt) 的 博士 后 Laurentiu 
Leustean、 捷 克 Palacky University 的 Jan Kuhr、 罗 马 尼 亚 University of Bucharest 
的 Andrei Popescu 博士 以 及 Ioana Leustean 博士 寄 来 宝贵 的 最 新 研究 论文 , 使 本 
书 能 紧 跟 国 际 学 术 研 究 的 前 沿 , 谨 向 他 们 表示 诚 执 的 谢意 ! 作者 特别 感谢 尊敬 的 导 
师 何 华 灿 教授 、 和 孟 杰 教授 、 蒲 义 书 教授 多 年 来 给 予 的 热情 关怀 与 悉心 指导 . 感谢 杨 
AR. DUE. EKE, EIE. UB BEA. mite. PARES (博士 ) 给 
予 的 帮助 ! 感谢 家 人 给 予 的 理解 和 支持 ! 

本 书 的 出 版 得 到 下 列 基金 的 支持 : 国家 自然 科学 基金 项 目 (编号 : 60775038)、 
浙江 省 自然 科学 基金 项 目 (编号 : Y605389)、 宁 波 大 学 学 术 著作 出 版 基金 西北 工业 
大 学 基础 研究 基金 重点 项 目 (编号 : W018101)、 宁 波 大 学 研究 生 教 育 科研 计划 重大 
专项 项 目 . 特此 致谢 ，. 

模糊 逻辑 基础 理论 及 其 应 用 是 一 个 涉及 范围 广 、 日 新 月 异 的 活跃 研究 领域 , 本 
书 仅 从 作者 的 兴趣 出 发 论述 了 模糊 命题 逻辑 形式 系统 及 其 相关 代数 结构 方面 的 内 
容 . 令 人 遗憾 的 是 , 本 书 未 能 涉及 模糊 谓词 逻辑 .作者 最 终 没 有 将 这 部 分 内 容 包 含 
EBP, 其 原因 有 二 : 一 是 篇 幅 已 足够 大 而 时 间 却 不 足 ; 二 是 作者 看 重 带 有 一 般 语 
言 量词 ( 即 全 称 量词 和 存在 量词 以 外 的 模糊 量词 ) 的 模糊 逻辑 系统 , 然而 这 方面 的 
研究 成 果 却 不 多 , 因此 将 语言 量词 和 模糊 谓词 逻辑 方面 的 内 容 放 在 以 后 的 著作 中 可 
能 更 合适 一 些 . 同时 , 因 作者 水 平和 能 力 的 限制 , 加 之 研究 生 教育 工作 的 迫切 需要 
而 对 完成 时 间 的 严格 要 求 ， AEPOEAUSEERER EDI, RxfeEHDS, 敬 请 各 位 专 
家 和 广大 读者 批评 指正 ! 


张小红 
2008 年 4 月 于 宁波 大 学 文 莅 新 村 
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11 引 言 


Zadeh 于 1965 年 创立 了 模糊 集合 论 O, 并 在 1973 年 提出 模糊 推理 的 CRI 方 
法 , 从 而 为 描述 和 处 理事 物 的 模糊 性 和 系统 的 不 确定 性 以 及 模拟 人 的 智能 和 决策 推 
理 能 力 提供 了 十 分 有 效 的 工具 . 模糊 推理 被 应 用 于 工业 控制 与 家 电 产 品 的 制造 中 ， 
取得 了 极 大 成 功 . 然而 , 与 应 用 相 比 , 模糊 推理 的 理论 基础 并 非 无 懈 可 击 , 如 1993 
年 7 H Elken 博士 ( 现 为 加 利 福 尼 亚 大 学 教授 ) 在 美国 第 11 届 人 工 智能 年 会 上 作 
了 题 为 “模糊 逻辑 的 似是而非 的 成 功 ” 的 报告 O, 引起 了 一 场 轩然大波 . 在 洛杉矶 
出 版 的 《IEEE 专家 智能 系统 及 其 应 用 》 杂 志 编 委 会 组 织 模糊 界 和 人 工 智能 界 的 15 
位 专家 、 学 者 对 Elkan 的 文章 进行 评论 (如 Zadeh 的 评论 01), 并 于 1994 4E 8 月 在 
该 刊物 上 出 了 一 个 专栏 , 题 为 4 Fuzzy Logic Symposium, 其 中 包括 Elkan 的 答复 文 
章 外 “关于 模糊 逻辑 似是而非 的 争论 ”. 这 说 明 这 场 争论 并 未 取得 一 致 的 意见 . 事实 
上 , 这 场 争论 始终 没有 平息 . 例如 , 2001 年 西班牙 学 者 Enric Trillas 与 Claudi Alsina 
在 International Journal of Approzimate Reasoning 上 撰文 回 再 次 论 及 Elken 提出 
的 问题 , 有 趣 的 是 , 针对 上 述 Enric Trillas 与 Claudi Alsina 的 论文 , Elken 本 人 在 同 
一 刊物 发 表 了 反驳 文章 回 , 而 Enric Trillas 与 Claudi Alsina 又 在 同期 杂志 上 发 表 
了 对 Elken 的 反 驱 的 “注解 > 门 , 他 们 各 持 己见 , 仍然 没 能 得 到 一 致 的 结论 . 

关于 这 场 争论 , 吴 望 名 教授 在 文献 [8] 中 进行 了 介绍 和 讨论 , 应 明生 教授 在 文 
献 [9] 中 说 :“ 虽 然 Elkan 的 许多 观点 是 错误 的 , 吴 望 名 已 经 给 予 一 定 的 澄清 , 但 模 
糊 逻辑 缺乏 系统 深入 的 理论 研究 却 是 不 争 的 事实 .” 也 正 因为 如 此 , 近年 来 模糊 推 
理 的 逻辑 基础 得 到 活跃 而 深入 的 研究 , 我 国学 者 在 这 一 领域 取得 了 众多 重要 成 果 
(参见 文献 [9]~[19]). 

为 了 后 续 讨论 的 方便 , 以 下 首先 就 几 个 与 上 述 争论 有 关 的 问题 、 本 书 内 容 的 研 
究 背景 等 作 一 些 说 明 . . 
1.1.1 ”关于 狭义 模糊 逻辑 、 广 义 模糊 逻辑 与 多 值 逻 辑 

在 上 述 的 “争论 ” 中 , Zadeh 在 评述 文章 [3] 中 首次 将 模糊 逻辑 明确 地 划分 为 
广义 模糊 逻辑 与 狭义 模糊 逻辑 两 种 .Zadeh 指出 : 从 狭义 上 说 , 模糊 逻辑 是 一 个 逻 
辑 系 统 , 它 是 多 值 逻 辑 的 一 个 推广 且 作 为 近似 推理 的 基础 ; 从 广义 上 说 , 模糊 逻辑 
是 一 个 更 广 的 理论 , 它 与 “模糊 集 理论 ”是 模糊 的 同 义 语 , 即 没有 明确 边界 的 类 的 
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理论 . 

Zadeh 还 进一步 指出 (参见 著名 的 Handbook of Philosophical Logic [29 的 332 
页 ): “狭义 地 说 , 模糊 逻辑 (FLn) 是 这 样 的 逻辑 系统 , 它 的 目标 是 近 拟 推理 的 形式 
化 . 从 这 个 意义 上 说 , 模糊 逻辑 (FLn) 是 多 值 逻 辑 的 扩展 . 但 模糊 逻辑 (FLn) 的 议 
题 与 传统 多 值 逻辑 有 较 大 的 差别 . 特别 是 模糊 逻辑 (FLn) 的 许多 关键 概念 在 传统 
多 值 逻辑 中 是 没有 位 置 的 , 如 语言 变量 (linguistic variable)、 规 范 型 、 模 糊 if-then 
规则 、 模糊 化 与 去 模糊 、 谓词 修正 、 真 值 量化 、 扩张 原理 、 推 理 的 运算 规则 和 插值 
推理 等 . 广义 地 说 , 模糊 逻辑 (FLw) 是 模糊 集 论 (fuzzy set theory, FST) 的 同 义 语 ， 
模糊 集 是 具有 不 清晰 边界 的 那些 类 . 模糊 集 论 (FST) 是 如 此 的 广阔 , 它 包 括 模糊 逻 
辑 为 其 分 支 .” 

捷克 著名 轴 辑 学 专家 Hájek 在 其 专著 [22] 中 指出 :“ 即 使 我 同意 Zadeh 关于 多 
值 逻 辑 与 狭义 模糊 逻辑 之 区 别 的 说 法 , 我 还 是 认为 多 值 逻辑 的 形式 推演 (自然 包括 
非 传统 ) 是 狭义 模糊 逻辑 的 内 核 或 基础 , 而 搞 清 楚 Zadeh 提 及 的 那些 演算 方法 , 是 
一 项 很 有 前 途 的 工作 (至 今 没有 完成 ).” 

引用 上 述 经 典 论述 的 目的 是 想 说 明 , 本 书 所 涉及 的 “模糊 逻辑 ”主要 指 Zadeh 
及 Hájek 所 解释 的 “狭义 模糊 逻辑 ", 并 且 着 重 于 形式 化 演算 方面 . 


1.1.2. XT Elkan 的 “西瓜 问题 ” 


在 上 面 提 到 的 关于 模糊 逻辑 的 争论 中 , Elkan 通过 一 个 简单 例子 来 说 明 模 糊 
逻辑 的 困难 , 姑且 称 其 为 “西瓜 问题 ”: 

考察 一 个 系统 在 推理 中 以 浅显 的 方式 使 用 “证 据 强 度 ” 这 一 概念 ， 为 具体 化 ， 
假设 上 下 文 是 一 堆 西瓜 , 在 这 一 上 下 文中 , 定义 : 西瓜 (z) > 里 红 (z)A 外 绿 (a). 
一 个 水 果 m, 假如 t( 里 红 (m))=0.5, t( 外 绿 (m))—0.8, 意 指 m 内 部 是 红色 的 证 据 
强度 是 0.5, m 外 表 绿 色 的 证 据 强 度 是 0.8, 于 是 m 是 西瓜 的 证 据 强度 为 t( 西 瓜 
(m))=min{0.5, 0.8}=0.5. 然而 , 这 一 上 下 文中 隐 含 的 背景 知识 说 明 里 红 和 外 绿 对 于 
成 为 一 个 西瓜 来 说 是 互相 加 强 的 证 据 单元 , 因此 , m 是 一 个 西瓜 的 证 据 强 度 应 该 超 
Xt 0.5. 

关于 上 述 “ 西 瓜 问题 ", 吴 望 名 教授 在 文献 [8] 中 作 了 如 下 论述 : 因为 客观 现象 
错综复杂 ,“ 与 ” 算 子 的 选取 也 应 具体 问题 具体 分 析 . Elkan 所 举 西 瓜 “ 证 据 强度 " 
的 例子 说 明 min. 算 子 用 此 例 不 合适 , 但 不 能 说 采用 别 的 算 子 就 一 定 不 合适 . 目前 
“与 ” 算 子 除 采用 min 外 , 还 可 以 用 有 界 积 、 乘 积 、 各 种 t- 模 算 子 、 一 致 - 模 算 
子 、 广 义 模 算 子 等 ，min 算 子 作 为 “与 ” 算 子 可 用 于 许多 论 域 , 但 不 是 所 有 论 域 . 
其 他 的 “与 ” 算 子 在 一 定 条 件 下 适用 于 一 定 的 实际 问题 , 数学 的 高 度 抽象 性 和 客观 
世界 的 复杂 多 样 性 从 来 就 是 相辅相成 的 ， 因 此 , 对 模糊 逻辑 算 子 的 否定 是 站 不 住 
脚 的 . 
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事实 上 , 对 于 模糊 集 理论 中 经 常 使 用 的 “ 取 大 取 小 ” 算 子 , 许多 学 者 都 从 不 同 
角度 阐述 过 它 的 不 足 , 如 文献 [17] 中 指出 : “应 用 实践 一 再 表明 , 模糊 命题 联结 词 
的 运算 模型 不 应 该 是 一 个 固定 不 变 的 算 子 ”, 这 与 吴 望 名 教授 的 上 述 观点 是 一 致 的 . 
此 外 , 文献 [23] 中 也 举例 说 明了 模糊 数学 中 “ 取 大 取 小 ” 运算 引发 的 问题 . 

综 上 所 述 , 对 于 “西瓜 问题 ”所 揭示 的 “ 取 大 取 小 ”的 不 足 , 大 家 是 有 “共识 ” 
的 ,用 Elkan 的 话说 即 是 不 确定 性 的 合 取 度 一 般 不 是 由 进入 合 取 的 判断 的 不 确定 性 
程度 所 唯一 决定 的 . 不 存在 一 个 函数 f, 使 规则 (AA B) = f(t(4), t(B)) 是 普遍 有 
效 的 , 不 管 采用 什么 类 型 的 不 确定 性 来 表示 th). 


1.1.3 ”关于 代数 逻辑 (algebraic logic) 


事实 上 ,上述 那 场 争论 中 有 一 些 问题 是 由 于 同一 名 词 的 不 同 范围 或 不 同 内 涵 
所 引起 的 , 比如 对 逻辑 公式 “赋值 ”概念 的 不 同 理解 可 能 导致 不 同 的 断言 , 使 用 不 
同 的 寻 模 算 子 解释 “逻辑 与 ”会 得 到 不 同 的 逻辑 结论 . 因此 , 要 为 模糊 推理 建立 严 
格 的 逻辑 基础 , 必须 建立 起 模糊 逻辑 演算 的 严密 的 形式 化 体系 , 将 模糊 推理 纳入 严 
格 的 逻辑 框架 , 这 就 需要 代数 逻辑 方法 , 对 于 代数 逻辑 , 著名 的 哲学 逻辑 手册 第 二 
卷 90 作 了 如 下 描述 : 

代数 逻辑 可 分 成 两 个 主要 部 分 , 一 部 分 研究 与 逻辑 有 关 的 代数 系统 , 即 从 逻辑 
引出 的 代数 系统 . 由 于 它 研 究 的 是 代数 , 因此 主要 采用 代数 方法 . 另 一 部 分 是 研究 
和 建立 逻辑 与 代数 之 间 的 桥梁 , 它 解决 逻辑 问题 的 方法 是 : @ 将 其 转化 成 代数 问 
题 ( 即 代数 化 处 理 ); @ 解决 代数 问题 (这 实际 上 属于 第 一 部 分 ); @ 将 结果 转换 为 
逻辑 形式 . 这 里 的 重点 是 @. 同时 , 建立 起 的 这 个 桥梁 还 可 倒 过 来 运用 , 即 用 逻辑 
方法 解决 代数 问题 . 

本 书 主要 研究 模糊 逻辑 的 形式 化 问题 (当然 , 也 论 及 其 实际 应 用 背景), 基本 属 
于 代数 逻辑 , 因而 自然 与 代数 系统 密切 相关 . 这 里 还 要 说 明 本 书 的 题目 , 其 实 是 借 
用 美国 著名 学 者 Chang 的 经 典 论文 04, 其 标题 是 “多 值 逻辑 的 代数 分 析 ”, 本 书 使 
用 “模糊 逻辑 及 其 代数 分 析 ”, 这 也 表明 本 书 的 研究 方法 与 Chang 的 经 典 论文 相近 . 
1.1.4 ”近年 国内 外 模糊 逻辑 基础 研究 综述 

1. 关于 二 模 基 模糊 还 辑 

在 模糊 逻辑 理论 中 , 长 期 占 主导 地 位 的 是 基于 t- 模 (triangular norm, 也 称 为 
t 范 数 或 三 角 范 数 ) 的 逻辑 系统 (也 称 为 RER). 在 这 类 远 辑 中 , 使 用 t- 模 作 
为 合 取 联结 词 的 解释 , 并 由 此 解释 其 他 命题 联结 词 , 如 蕴涵 、 析 取 联 结 词 分 别 解释 
为 由 寻 模 诱导 的 剩余 型 蕴涵 、 与 t- 模 关于 否定 算 子 对 偶 的 t 余 模 , 而 否定 联结 词 
通常 经 由 蕴涵 解 释 为 4 一 0. 这 样 定义 的 逻辑 理论 具有 许多 优良 的 逻辑 性 质 , 反映 
了 人 类 日 常 思 维 与 推理 中 的 许多 逻辑 特征 , 这 类 逻辑 理论 在 模糊 推理 和 人 工 智能 研 
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究 中 已 经 获得 广泛 的 应 用 . 

1996 年 以 来 , 捷克 逻辑 学 专家 Hájek 发 表 了 一 系列 富有 意义 的 研究 成 果 , 其 中 
基本 逻辑 系统 BL (basic logic) 的 提出 对 模糊 逻辑 的 基础 研究 影响 较 大 , 几 个 重要 
的 模糊 逻辑 系统 都 是 BL 系统 的 语义 扩张 ( 即 公理 模式 扩张 , 关于 语义 扩张 的 严格 
定义 请 见 定义 1.5.11), 如 Lukasiewicz 连续 值 系统 、Gidel 系统 、 积 逻辑 系统 等 . X 
于 逻辑 系统 BL 的 相关 理论 , 集中 反映 在 文献 [22] H. Hájek 还 基于 剩余 格 理论 提 
出 了 与 基本 逻辑 BL 对 应 的 BL- 代 数理 论 , 它 包括 MV 一 代数 025291, Gödel 代数 
和 积 代数 作为 特例 . 每 个 连续 t- 模 唯一 地 确定 单位 区 间 [0, 1] 上 一 个 BL- 4C, 文 
献 [22] 提出 了 这 样 的 公开 问题 : 如 果 公式 4 是 [0, 1] 上 每 个 BL- 代 数 中 的 重 言 式 ， 
那么 4 在 系统 BL 中 是 否 必定 可 证 ? 换言之 , 形式 系统 BL 是 否 是 所 有 连续 t- 模 
基 逻 辑 的 公共 的 完备 公理 化 ? 2000 年 , 文献 [26] 对 于 这 个 问题 给 出 了 肯定 的 回答 . 

同样 是 1996 年 , 为 了 寻求 模糊 推理 的 可 靠 逻 辑 基础 , 王国 俊 教授 基于 对 模糊 
逻辑 与 模糊 推理 方面 存在 问题 的 分 析 , 在 全 国 第 七 届 多 值 逻辑 与 模糊 逻辑 年 会 上 ， 
提出 了 一 个 新 的 形式 演绎 系统 n. 此 后 , 该 系统 经 多 次 修改 完善 , 并 发 展 成 一 整 
套 理论 , 集中 反映 在 著作 [10], [11] 及 文献 [27]~[31] F. 系统 .2* 是 基于 Ro (HE 
及 其 剩余 蕴涵 Ro 蕴涵 算 子 (也 称 为 修正 的 Kleene 蕴涵 算 子 ) 的 , 具有 许多 优良 的 
逻辑 性 质 . 与 系统 .2* 相配 套 的 代数 结构 是 Ro- 代 数 , 它 的 一 种 推广 形式 被 称 为 弱 
RARA, 它们 与 BL 代数 互 不 包含 91. 同时 , 王国 俊 教 授 倡导 模糊 逻辑 与 模糊 推 
理 的 结合 研究 , 并 于 1999 年 提出 了 模糊 推理 的 全 蕴涵 三 I 算法 (简称 为 三 1 算法， 
参见 文献 [32]), 有 效 地 改进 了 Zadeh 在 1973 年 提出 的 求解 FMP 问题 的 合成 推理 
规则 (compositional rule of inference, CRI). 关于 三 I 算法 , 还 有 一 系列 文献 对 其 进 
行 更 深入 的 研究 , 可 参见 文献 [33]~[39]. 

2001 4E, 西班牙 学 者 Esteva 和 Godol9] 建立 了 基于 左 连续 t- 模 的 模糊 逻辑 
系统 MTL (monoidal t-norm-based logic), 并 得 到 几 个 语义 扩张 系统 , BU SS WESEL 
小 逻辑 WNM (weak nilpotent minimum), 对 合 Monoidal 三 模 基 逻辑 IMTL AE 
零 极 小 逻辑 NM (nilponent minimum). 同时 , 提出 了 与 这 些 逻 辑 系统 相关 的 代数 
结构 MTL- 代数 ，WNM- 代 数 , IMTI- RRA NM- ARA, 构建 了 这 些 形式 系统 的 
语义 . MTL 逻辑 系统 的 标准 完备 性 的 证 明 由 Jenei 与 Montagna 在 文献 [41] 中 完 
成 . 有 趣 的 是 , 2003 年 裴 道 武 在 文献 [42], [43] 中 证 明了 系统 .2* 与 NM 是 等 价 的 ， 
Roo- 代数 和 NM 代数 实际 上 是 相同 的 代数 系统 , 弱 Ro- 代 数 和 IMTIL- 代 数 也 是 相 
同 的 代数 系统 . 


2. 关于 模糊 蕴涵 算 子 与 含 参 tH 


在 模糊 逻辑 中 , 选择 怎样 的 蕴涵 算 子 对 模糊 推理 的 效果 有 直接 影响 . 如 上 所 述 ， 
在 现 已 建立 的 各 种 模糊 逻辑 系统 中 , 所 选择 的 蕴涵 算 子 基本 上 都 与 某 种 t- 模 相伴 ， 
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即 均 为 剩余 蕴涵 . 文献 [44], [45] 中 涉及 一 些 其 他 类 型 的 模糊 蕴涵 算 子 . 一 个 值得 
注意 的 研究 思路 是 带 参数 的 模糊 蕴涵 算 子 , 如 Klement 与 Navara 在 1999 年 研究 
了 基于 带 参 数 的 Frank t- 模 的 模糊 逻辑 系统 00. 吴 望 名 教授 、 王 国 俊 教 授 等 分 别 
在 2000 年 、2003 年 研究 了 带 参数 的 Kleene 系统 N 和 Ha 系统 al; 而 美国 学 者 
Whalen 也 于 2003 年 在 Fuzzy Sets & Systems 上 发 表 了 长 达 50 页 的 论文 和 9, 专门 
论述 带 参数 的 Schweizer-Sklar R- 蕴 涵 , 并 将 其 中 的 参数 p 与 模糊 规则 之 间 交 互 作 
用 的 强度 联系 起 来 ; 为 了 刻画 逻辑 柔性 , 何 华 灿 教授 在 建立 新 逻辑 体系 时 选择 了 带 
参数 的 i BE UT, 并 用 广义 相关 性 和 广义 自 相关 性 来 描述 代表 柔性 的 参数 的 意义 ; 
文献 [50]~[56] 则 从 不 同 侧面 深入 论述 了 含 参 联结 词 在 模糊 逻辑 、 模 糊 控制 、 决 策 
支持 、 神 经 网 络 等 中 的 重要 意义 等 . 因此 , 在 模糊 逻辑 体系 中 加 入 适当 参数 , 已 成 
为 一 个 重要 而 有 意义 的 研究 方向 , 这 可 能 是 模糊 逻辑 与 模糊 推理 相 结合 的 新 途径 . 


3. 关于 擅 t- 模 与 非 可 换 模 糊 逻 辑 


非 可 换 逻 辑 由 Abrusci 与 Ruet 提出 (参见 文献 [57]~[59]), 它 统一 了 可 换 线性 
W cyclic 线性 逻辑 (我 国学 者 在 非 可 换 线性 逻辑 方面 也 进行 了 一 些 探索 研究 , 参 
” 见 文献 [60], (61]), 是 Lambek 演算 62! 的 标准 保守 扩张 . 非 可 换 逻 辑 在 不 确定 推理 
与 决策 、 逻 辑 程序 设计 、 模 糊 专 家 系统 、 模 糊 数 据 库 及 计算 语言 学 等 领域 都 有 重 
要 应 用 价值 , 分 别 参见 文献 [63]~[70] 等 . 受 非 可 换 逻 辑 的 影响 , 模糊 逻辑 学 界 近年 
开始 了 非 可 换 模糊 逻辑 的 探索 研究 , 如 Flondor, Geogescu, Lorgulescu 在 文献 [71] 
中 首次 系统 研究 了 伪 t- 模 , Hájek 在 多 个 国际 会 议 上 报告 了 非 可 换 BL 系统 (正式 
发 表 的 论文 见 文献 [72], [73]), Jenei, Montagna 及 Leustean 分 别 在 文献 [74]，[75] 
中 研究 了 非 可 换 MTL 逻辑 和 非 可 换 Lukasiewicz 逻辑 系统 . 与 之 相关 的 非 可 换 逻 
辑 代 数 也 有 深入 研究 『s~7a( 事 实 上 , 如 同文 献 [72] 所 指出 的 那样 ， pseudo- BL- 代 
数 、pseudo-MV- 代 数 , 即 非 可 换 B 广 代数 、 非 可 换 MV- 代数 的 研究 , 先 于 相应 
的 非 可 换 模糊 逻辑 )， 也 许 有 人 会 质疑 非 可 换 模 糊 逻 辑 研究 的 意义 , 实际 上 , 非 可 
换 的 模糊 联结 词 很 早 就 有 学 者 进行 研究 , 近年 在 模糊 控制 、 近 似 推理 等 应 用 的 驱动 
F, 越 来 越 多 的 学 者 注意 到 它 的 重要 性 , 如 文献 [67]~[70]. 另 一 些 相 关 研 究 可 参阅 
文献 [79]~[82]. 
A. 模糊 运 辑 基础 研究 的 其 他 方向 
除 上 述 提 到 的 模糊 命题 逻辑 及 与 之 对 应 的 模糊 谓词 逻辑 研究 外 , 还 有 若干 重要 
| 研究 方向 值得 关注 , 比如 关于 模糊 模 态 逻辑 、 模糊 量 词 的 研究 5550, 模糊 逻辑 与 计 
量 逻 辑 的 结合 研究 0, 模糊 逻辑 与 概率 逻辑 的 关系 及 其 结合 研究 148588), dms 
调 模糊 逻辑 研究 (591, 模糊 逻辑 与 Rough 逻辑 的 结合 研究 pl 等 . 
这 里 对 模糊 (语言 ) 量词 研究 稍 作 详细 介绍 . 经 典 一 阶 谓词 逻辑 的 表达 能 力 很 
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AR, 因为 它 仅 有 两 个 量词 ( 即 全 称 量词 v 和 存在 量词 3), 而 自然 语言 中 却 大 量 存 
在 诸如 “ 几 个 "、“ 大 多 数 "、“ 不 很 多 ”、“ 大 约 十 个 ” 等 语义 含糊 的 量词 . 这 就 促使 
好 辑 学 家 和 语言 学 家 对 量词 进行 更 深入 的 研究 , 早 在 1957 年 Mostowski?!) 就 提出 
了 广义 量词 的 一 般 概念 , 20 世纪 80 年 代 初 Barwise 和 Cooper?! 开始 了 自然 语言 
中 广义 量词 的 研究 , 2002 年 Keenan 在 文献 [93] 中 论 及 了 近年 该 领域 的 一 些 相 关 
RR. 在 人 工 智能 学 界 , 人 们 已 经 清楚 地 认识 到 语言 量词 对 高 水 平 的 知识 表示 和 推 
理 具有 重要 意义 M, 这 正 是 带 词 计算 理论 兴起 的 主要 动机 之 一 (5-97. 20 世纪 七 
八 十 年 代 , Zadeh 首先 用 模糊 集 理论 方法 描述 了 语言 量词 98,99]， 他 把 语言 量词 看 
成 是 模糊 数 ， 一 个 语言 上 的 量化 命题 的 真 值 可 以 通过 计算 模糊 集合 的 势 (基数 ) 来 
完成 ， 从 此 ， 大 量 的 文献 开始 热衷 于 在 模糊 集 理论 的 框架 下 研究 语言 量词 . 例如 ， 
Yager(!01,002 提出 了 关于 量化 命题 求 值 的 替代 方法 , 它 是 基于 OWA( 有 序 加 权 平 
均 ) 算 子 的 , 文献 [103], [104] 对 此 方向 的 研究 进行 了 系统 总 结 . 同时 , 模糊 量化 模 
型 被 用 来 解决 许多 不 同 领域 的 各 种 问题 , 如 数据 库 查询 、 数据 挖掘 和 知识 发 现 、 信 
息 融 合 、 群体 决 策 和 多 目标 决策 支持 、 归 纳 学 习 、 优 化 和 控制 等 tos~loal, 近年 来 
关于 语言 量词 的 一 批 重要 成 果 相继 问世 , 特别 是 2006 年 发 表 的 如 下 成 果 值 得 重点 
关注 : 其 一 是 德国 学 者 Gl5ckner 的 专著 0091, 其 中 提出 了 一 套 自 然 语言 量词 的 系统 
理论 , 其 特色 是 与 广义 量词 理论 相 容 且 具有 严格 的 公理 化 基础 ; 其 二 是 我 国 著名 学 
者 应 明生 教授 发 表 在 国际 权威 期 刊 Artificial Intelligence 上 的 长 篇 论文 141, 应 明 
生 教授 在 其 已 有 系列 论文 的 基础 上 ， 创造 性 地 提出 一 个 用 于 建立 自然 语言 量词 模型 
的 新 框架 . 在 这 个 框架 下 , 语言 量词 用 Sugeno 模糊 测度 来 表示 ， 一 个 量化 命题 的 真 
值 可 通过 使 用 Sugeno 积分 求 得 . 从 而 能 使 语言 量词 具有 一 些 好 的 逻辑 性 质 (如 得 
到 语言 量词 的 前 束 范式 定理 ), 且 具 有 广泛 的 应 用 价值 (如 数据 归并 、 数据 库 查询 、 
决策 支持 、 归 纳 学 习 等 ). 在 文献 [84] 的 基础 上 ， 已 有 一 些 新 的 研究 进展 , 可 参阅 文 
献 [110], [111]. 


5. 与 模糊 远 辑 研究 相关 的 其 他 方面 


影响 模糊 逻辑 向 纵深 发 展 的 因素 是 多 方面 的 ， 这 里 主要 介绍 一 个 最 新 研究 动 
向 , 即 泛 逻 辑 (universal logic). 2005 年 3 月 31 日 ~ 4 月 3 H, 首届 世界 泛 逻 辑 学 
术 会 议 (1st World Congress and School on Universal Logic, www.uni-log.org) 在 瑞 
E Montreux 召开 , 会 议 由 国际 符号 逻辑 联合 会 、 瑞 士 国家 科学 基金 会 、 瑞 士 数学 
学 会 、( 巴 西 ) 国家 科学 与 技术 发 展 委员 会 、 瑞 士 Neuchatel 大 学 等 组 织 和 单位 联合 
举办 , 旨 在 把 各 种 各 样 的 关于 逻辑 学 的 学 术 活动 联合 起 来 , 以 促进 不 同 领域 的 专家 
相互 交流 . 大 会 发 起 人 之 一 瑞士 Béziau 教授 这 样 描述 泛 逻 辑 ， “与 泛 代 数 是 代数 结 
构 的 一 般 理论 类 似 , 泛 逻 辑 是 逻辑 结构 的 一 般 理论 . 泛 逻 辑 不 是 一 个 新 的 逻辑 , 它 
是 一 个 通过 发 展 能 用 于 所 有 逻辑 的 一 般 工具 和 概念 以 统一 逻辑 多 样 性 的 方法 ， 泛 
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逻辑 的 一 个 目标 是 确立 这 样 一 个 合适 的 领域 及 元 理论 (如 完备 性 理论 ), 并 给 出 元 
理论 的 一 般 形 式 化 描述 . 这 不 仅 对 应 用 来 说 是 非常 有 益 的 , 而 且 有 助 于 揭示 各 种 特 
殊 逻 辑 的 本 质 区 别 , 从 而 能 更 好 地 理解 这 些 特殊 逻辑 . 泛 逻辑 也 可 以 看 成 根据 给 定 
的 条 件 生成 特殊 逻辑 的 工具 箱 , 如 次 协调 的 义务 时 态 逻 辑 .” 有 关 国 际 泛 逻辑 学 的 
研究 可 参阅 文献 [112]~[115]. 我 国学 者 何 华 灿 教授 独立 于 国际 学 术 界 初步 建立 了 
泛 逻 辑 学 理论 07116118, 应 邀 参 加 了 首届 世界 泛 逻辑 学 大 会 , 并 于 2007 年 8 月 在 
西安 组 织 承办 了 第 二 届 世 界 泛 逻辑 学 大 会 (参见 www.uni-log.org, www.uni-log.cn). 

可 以 预言 ， 国 际 泛 逻辑 研究 (已 有 泛 逻 辑 学 研究 的 国际 专门 期 刊 Logica 
Universalis) 必 将 对 模糊 逻辑 研究 产生 积极 影响 . 不 过 , 本 书 将 主要 涉及 前 4 个 
方面 的 内 容 (并 非 全 部 ), 而 本 章 的 其 他 内 容 是 一 些 预备 知识 . 
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本 节 主 要 内 容 选 自 文献 [119]~[121]. 
1.2.1 RFE 


非 空 集合 E 上 的 二 元 关系 R 是 笛 卡 儿 积 E x E-((z, y)|z, y e B} 的 一 个 子 
集 , 当 (x, y) e R 时 , 称 z, y 具有 R 关系 , 写成 zRy. 一 般 地 , 集合 E En ox 
系 满足 一 些 特殊 性 质 , 如 等 价 关系 具有 以 下 性 质 : 

自 反 性 . Vz € E, (£, £) € R. 

对 称 性 . Vz, y € E, 若 (z, y) € R, W (y, £) € R. 

传递 性 . Vr, y, ze E, Æ (x, y) € R, (y, z) € R, W (z, z) € R. 

对 于 E 上 的 关系 R, 如 下 定义 R 的 对 偶 关 系 Rè: (z, y) € Rd e (y, z) € R. 
这 样 , 等 价 关 系 中 的 对 称 性 可 表示 为 R= RÀ. 另外 , 与 上 述 对 称 性 相对 , 有 下 述 反 
对 称 性 (anti-symmetric): 

Vz, y € E, # (x, y) € R, (y, z) € RR, 则 z=y, 即 RNRI=ids, I'P, ide 表示 
ESRR. 

定义 1.24. EERE 上 的 二 元 关系 RR 若 具有 自 反 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 ， 
则 称 RA E 上 的 序 关系 或 偏 序 关系 . 

通常 用 符号 < 表示 ( 偏 ) 序 关系 , 而 (z, y) es 被 等 价 地 表示 为 > < y, WE 
“z 小 于 等 于 y 集合 E 上 若 有 偏 序 关系 <, 则 称 (E; <) 为 一 个 偏 序 集 (partial 
ordered set, poset). 车 z <y 且 zy, 则 记 为 z<y. 3 z£yHy£c WE z, y 
不 可 比 , 记 为 zlly. 称 偏 序 集 (E; <) 是 一 个 链 (chain), WEIHER z, y € E, £ < y 
B y «c; 此 时 < 称 为 是 全 序 关系 . 相对 地 , 如 是 对 任意 两 个 不 同 元 zx, y € E, z, y 
均 不 可 比 , 则 称 (E; <) 是 一 个 反 链 (anti-chain), 此 时 < 实际 上 就 是 相等 关系 . 
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容易 验证 , 任 一 非 空 集合 E 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 PE), 关于 集合 的 包含 关 
R c 构成 偏 序 集 ; 自然 数 集 N 上 的 整除 关系 | (min 当 且 仅 当 mm 整除 m) 是 N 上 
的 偏 序 关系 ; WR (P; <) 为 偏 序 集 , Q C P, Q 上 定义 二 元 关系 «o X: Yr, y €Q, 
z Soyer y, M «o 为 @ 上 的 序 关系 , 常 把 «o 简写 成 <, 并 称 Q 继承 了 P 
上 的 序 关系 <. 

例 1.2.1 WR (Ea; <)aea 为 偏 序 集 匀 , 那么 定义 笛 卡 儿 积 集 TT Es。 上 的 


acA 
关系 < 如 下 : 


(Za)aeA € (Ya)aca € (Va € A) za € Ya, 


pul (1 Ea; <) 为 偏 序 集 , 称 < 为 笛 卡 儿 序 (Cartesian order). 注意 , 每 一 个 偏 序 


aCA 
集中 用 了 相同 的 符号 <. 
例 1.2.2 W E, 己 为 偏 序 集 , 定义 映射 集 Map(E, F) 上 的 关系 < WF: 


fg (Vr € E)f(z) < g(z), 


则 (Map(E, F); <) 为 偏 序 集 . 这 里 Map(E, F) 表示 集 E 到 集 F 的 所 有 映射 构成 
的 集合 . 

例 1.2.3 设 (Pi; <1), (Pi <2) 为 偏 序 集 , 定义 笛 卡 儿 积 集 P, x Pa 上 的 关系 
< 如 下 : 


(21,72) < (11,92) & (zl <1 yı, 或 zl = yı H z2 <2 y2), 


则 (Py x Pz; <) 为 偏 序 集 , 称 < 为 字典 序 (lexicographic order). 容易 验证 , < 为 全 
序 当 且 仅 当 <i, <2 均 为 全 序 . 

定理 1.2.1 如果 ROS E LER, 则 其 对 偶 Ra 也 是 E ERAY. 

对 于 偏 序 集 (E; <), 记 与 序 关系 < 的 对 偶 关系 为 >, W (E; 2) RA (E; <) 的 
X 8, 通常 记 为 Et. 

作为 定理 1.2.1 的 推论 , 可 以 得 到 

对 偶 原理 (principle of duality) ”每 一 个 关于 偏 序 集 E 的 定理 , 都 有 与 之 相应 
的 关于 对 偶 序 集 E* 的 定理 . 这 可 通过 替换 每 一 个 关于 < 的 ( 显 式 或 隐 式 的 ) 陈述 
为 关于 对 偶 序 > 的 陈述 所 得 到 的 . 

设 (E: <) 为 偏 序 集 , 若 存在 一 元 素 z € E, 使 得 对 每 一 ye ERA y< z, 则 
Tk x 为 五 的 顶 元 (top element) 或 最 大 元 (maximum element). 对 偶 的 概念 是 底 元 
(bottom element) 或 最 小 元 (minimum element), 即 若 对 任意 ye E WH y > z, W 
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Tk z 为 E 的 底 元 或 最 小 元 . 最 大 元 (最 小 元 ) 若 存 在 , 则 必 是 唯一 的 . 一 个 偏 序 集 
车 同时 存在 最 大 元 和 最 小 元 , 则 称 它 是 有 界 的 (bounded). 

EX 1.2.2 WE (E; <) 为 偏 序 集 , WR z cy EPEE ac E fifi z <a<y， 
那么 就 称 z 被 y 覆盖 (或 者 y 覆盖 c), 也 称 > 是 y 的 下 邻 (或 者 y 是 z ER), 
记 为 z < y. 车 EARNE, 则 最 小 元 的 上 邻 (EFE) 称 为 原子 (atom); 对 偶 地 ， 
车 有 最 大 元 , 则 最 大 元 的 下 邻 (EFE) 称 为 余 原 子 (coatom). 

对 于 有 限 序 集 , 可 以 用 Hasse 图 (Hasse diagram) 来 表示 , 即 用 圈 或 点 表示 元 
K, 当 且 仅 当 z «y 时 把 y 画 在 较 z 高 的 位 置 上 并 用 线段 将 > A y 连接 起 来 . 例如 ， 
令 Eı={1, 2, 3, 4, 6, 12), 即 能 被 12 整除 的 所 有 正 整 数组 成 的 集合 , 规定 其 上 的 序 
为 整除 关系 , 则 偏 序 集 (Ei; <) 可 由 如 图 1.1 所 示 的 Hasse 图 表示 . 令 Es = P((a, 
b, cy), 即 集合 {a, b, c) O3, 规定 其 上 的 序 为 包含 关系 , WRF (Ez; <) 可 由 如 
1.2 所 示 的 Hasse 图 表示 . 
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图 1.1 Hasse 图 示例 (1) 图 1.2 Hasse 图 示例 (2) 


1.2.2 RERI. 剩余 映射 与 序 同 构 


EX 1.2.3 Ü (A; <1) 和 (B; <2) 为 偏 序 集 , 映射 f: 4 一 B 称 为 是 保 序 的 
(order-preserving, 或 isotone), 如 果 成 立 : 


(Vz,y € A)z Sı y > f(z) <2 f(y). 

映射 f: 4 B 称 为 是 反 序 的 (order-inverting, 或 antitone), 如 果 成 立 : 
(Vz,y € A)z &1 y > f(z) 22 f(v). 

定义 1.24 (E; <) 为 偏 序 集 , D C E. 如果 D 具有 以 下 性 质 : 


VreD,yce Ey &z—ycD, 


则 称 D 为 E 的 下 集 (down-set). 空 集 也 为 下 集 . 称 z |={y € Ely < z] 为 主 下 集 
(principle down-set). 对 偶 地 , 定义 上 集 (up-set) 为 满足 以 下 条 件 的 子 集 : 
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VreD,y€eEy2zr-ycD. 


Wr z 1-(y € Ely > x) 13: EAR (principle up-set). 

EH 1.2.2 E, F ARFER, f: 已 一 F 为 任 一 映射 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) f 是 保 序 映射 ; 

(2) F 的 每 一 个 主 下 集 的 逆 象 为 E HFE: 

(3) F 的 每 一 个 主 上 集 的 逆 象 为 E 的 上 集 . 

分 析 上 面 的 结论 , 一 个 很 自然 的 问题 是 , 在 什么 条 件 下 主 下 集 的 逆 象 还 是 主 下 
集 呢 ? 下 面 的 定理 圆满 地 回答 了 这 一 问题 . 

定理 1.2.3 HE, F 为 偏 序 集 , 则 以 下 关于 映射 f: E> F 的 两 个 条 件 等 价 ， 

(1) F 的 每 一 个 主 下 集 在 f 下 的 逆 象 为 E 的 主 下 集 ; 

(2) f 是 保 序 的 且 存在 一 个 保 序 映 射 9: F> E 使 得 go f Zidg, f og Sidr. 

容易 证 明 , (2) 中 的 保 序 映射 9: F> E 是 唯一 的 . 

定义 1.2.5 ”满足 定理 1.2.3 中 任何 一 个 条 件 的 映射 f: E F 称 为 是 剩余 的 
(residuated), 相应 的 唯一 保 序 映射 9: F — E 称 为 f 的 剩余 , WA f+. 

容易 验证 : (1) Vy € F, f*(y)-maxf-! (y |)-max(z € EIf(z) < y). (2) fof*o 
F=f, ftofoft-f*. 

EH 1.2.4 fi EF, g: F> G 均 是 剩余 映射 , 则 gof 也 是 剩余 映射 
H (g0 f)t = f+ ogt. 

定义 1.2.6 WIFE E 到 偏 序 集 F 的 序 同 构 (order isomorphism) 是 指 这 样 
的 映射 f: E — F, 它 是 保 序 的 双 射 且 其 逆 映 射 f- 也 是 保 序 的 . 

如 果 存 在 序 同 构 f: E — F, 那么 就 说 E, F 是 同 构 的 . 例如 , 具有 图 1.3 所 示 
的 Hasse 图 的 两 个 偏 序 集 是 同 构 的 . 


图 1.3 序 同 构 示例 
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定理 1.2.5 MFR EA 已 是 同 构 的 当 且 仅 当 存在 满 射 f: EO 下 使 得 
z<y® f(z) < f(y). 


1.2.3” 格 及 其 理想 GET) 


如 果 E ARIFI, zc E, WA z| 到 E 的 典型 嵌入 (canonical embedding, Bf 
巨 上 恒 等 映 射 在 > | 上 的 限制 ) 显然 是 保 序 的 . 下 面 的 结论 表明 , 当 该 嵌入 为 剩余 
映射 时 , 将 对 描述 E 的 构造 有 重要 作用 . 

定理 1.2.6. 如果 E 为 偏 序 集 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) Vz € E, z | 到 忆 的 典型 嵌入 为 剩余 映射 ; 

(2) 任意 两 个 主 下 集 的 交 为 主 下 集 . 

定义 1.2.7 ”如 果 偏 序 集 满足 定理 1.2.6 中 的 等 价 条 件 , 则 称 E 为 交 半 格 
(meet semilattice, 或 A-semilattice); 并 将 满足 z | Ny |=a | 的 元 素 a 记 为 z 人 y， 
称 为 z 与 y 的 交 (meet). 

交 半 格 可 用 纯 代数 的 方法 来 定义 , 因为 有 下 述 结论 成 立 : 3$ (E; <) 为 交 半 格 ， 
W (E; ^) ATHERE. KZ, 任 一 可 换 罕 等 半 群 (E; -) 均 可 诱导 出 一 个 交 半 
格 , 这 里 , z < y 定义 为 z.y = z, 且 由 此 得 到 的 交 半 格 中 (Vr, y € E), m ^y = zy. 
另外 , 交 半 格 还 可 由 下 确 界 概念 来 定义 . 

定义 1.2.8 。” 设 万 为 偏 序 集 , FC E,r€E. iR Yy EF, z< y, WE zeE 
为 下 的 下 界 (lower bound). W vy € F, z > y, WWE z 为 HEJ (upper bound). 

一 般 地 , F 在 E 中 的 下 界 之 集 用 FF 上 表示 , 上 界 之 集 用 F T 表示 . 特别 地 ， 
{zjf= z 1, {zjl= zl 注意 , 1 和 下 | 可 能 为 空 集 , 但 BE 有 界 的 话 它 们 一 定 非 
空 . 如 果 E 有 最 大 元 1, W E 1={1}, 否则 E 1— o. 同 理 , 如 果 E 有 最 小 元 0, 则 
E |-(0), 否则 E |- o. WR F HZR, 那么 对 每 一 个 re 满足 关系 y «m, 
Vy € F, sk Ø 1— E. 类 似 地 , o |— E. 

定义 1.2.9 HE ARTE, F C E. WR F BI ARZ AR F], 有 最 大 元 , 则 称 
此 最 大 元 为 F 的 下 确 界 (infimum, BÈ greatest lower bound), 3429 infgF, 在 不 引起 
混淆 的 情况 下 , 简 记 为 infF. 

由 于 e l= E, FA info 存在 当 且 仅 当 E 有 最 大 元 1, 此 时 infeg-1. 同时 ， 
交 半 格 也 可 这 样 定 义 : 偏 序 集 E 称 为 是 交 半 格 , 如 果 对 于 任意 zy € E, (zy) 
有 下 确 界 , 且 有 inf{z, y}=z ^y. ER, 对 每 一 交 半 格 的 有 限 子 集 {fzl，…，zn}， 
inf(zi, ^, zn} 存 在 且 为 z1 入 … 信 zn. 

对 上 述 概念 进行 对 偶 性 扩展 , 可 得 到 并 半 格 (join semilattice 或 V-semilattice) 
的 概念 : 一 个 偏 序 集 E, 如 果 任意 两 主 上 集 的 交 为 主 上 集 , 则 称 E 为 并 半 格 . 这 样 ， 
存在 元 素 6 使 得 >Tny 1=61T, id 878 z v y, 称 作 z 和 3 的 并 . 同样 , 并 半 格 也 
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可 定义 为 可 换 宕 等 半 群 (E; .), 这 里 cy 被 定义 为 z .y = y. 同样 地 , 可 定义 上 
确 界 (supermum, 或 least upper bound) 的 概念 , 记 为 supgF. 特别 地 , supe 存 
在 当 且 仅 当 o 1= E 有 最 小 元 0, 此 时 sups@=0. 在 并 半 格 中 , sup(z, y}=z V y, 
sup(zi, -+ , Zn}=Z1V... VEn. 

定义 1.2.10 ” 称 偏 序 集 (E; <) 是 一 个 格 , 如 果 它 同时 为 并 半 格 和 交 半 格 . 

这 样 , 一 个 格 是 一 个 偏 序 集 , 它 的 每 一 对 元 素 (每 一 有 限 子 集 ) 都 有 下 确 界 和 上 
确 界 , 通常 把 格 记 为 (E; A, V, <). 

定理 1.2.7 ”一 个 集合 E 有 格 结构 的 充 要 条 件 是 存在 两 个 二 元 运算 N, U, 
使 得 

(1) (E; N) 和 (E; U) 为 交换 半 群 ; 

(2) 吸收 律 (absorption law) 成 立 : (Vr, y € En (zUy) 22 2 zU(zn y). 

定义 1.2.11 ”如 果 交 半 格 L HRANT E Hj THE (029 infi E R ^E), 
则 称 工 是 ^ 完备 的 (^-complete). 如 果 并 半 格 L 的 每 一 个 子 集 已 均 有 上 确 界 ( 记 
为 supuE BÈ VE), WFK L Æ v 完备 的 (V-complete). 如 果 一 个 格 L 同时 是 v 完备 
和 人 完备 的 , 则 称 L 是 完备 格 (complete lattice). 

每 一 完备 格 都 有 最 大 元 和 最 小 元 , 通常 记 为 14 和 o, 也 简 记 为 1 和 0. 

定理 1.2.8 ”一 个 人 完备 的 ^ 半 格 是 完备 格 当 且 仅 当 它 有 最 大 元 ,对偶 地 , 一 
个 v 完备 的 v 半 格 是 完备 格 当 且 仅 当 它 有 最 小 元 . 

定理 1.2.9 BLER, 则 对 工 中 任意 元 zy, z 都 有 

(1) zA (y V 2) > (z^y) V (zA 2); 

(2) z V (y A 2) € (z V y) ^ (z V 2); 

(3) Æ x < z, W zV (y A2) < (£ Vy) Az. 
称 (1), (2) 为 分 配 不 等 式 , (3) 为 模 不 等 式 . 

EX 1.2.12 Ü LÆR, 如 果 对 工 中 任意 元 r, y, z 都 有 

(1) z ^ (y V z)-(z ^ y) V (£ ^ z); 

(2) z V (y^ z)=(£ V y) ^ (z V 2), 
则 称 L 是 分 配 格 . 

实际 上 , 上 述 定义 中 的 两 个 条 件 , 只 要 一 个 成 立 , 另 一 个 必定 成 立 . 容易 验证 ， 
全 序 集 是 分 配 格 . 

定义 1.2.13 H 工 称 为 是 模 格 (modular lattice), 如 果 L 满足 如 下 模 律 : 


Vr,y,zeLr&z-zV(yAz)-(rVy)A^z. 


例 1.2.4 RAR L4 所 示 Hasse 图 的 两 个 偏 序 集 均 是 格 , 其 中 , 五 元 格 Ms 
是 模 格 但 不 是 分 配 格 , 五 元 格 Ns 不 是 模 格 (当然 也 不 是 分 配 格 ). 
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图 1.4 五 元 格 Ms 及 Ns 


定义 1.2.14 ”如 果 交 半 格 L 上 的 非 空子 集 在 交 运 算 下 封闭 的 , 即 (z, y c 
E) = t Ay c E, 那么 就 称 巨 为 工 的 信子 半 格 .对偶 地 , 可 定义 并 半 格 的 v PER. 
如 果 格 的 某 一 子 集 同 时 为 子 半 格 和 v 子 半 格 , 那么 就 称 其 为 子 格 (sublattice). 
定理 1.2.10 HELER, 则 以 下 条 件 等 价 : 
(1) L 是 模 格 ; 
(2) 工 不 含 五 元 子 格 Ns; 
(3) Yz, y, z€L,(zAz—-y^znzVz-yVzr€yocr-y 
$ 定理 1.2.11 设 工 是 格 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
d (1) L 是 分 配 格 ; 
(2) L 不 含 五 元 子 格 Ms 和 Ns; 
(3) Yz, y, z E€ L, (r^z-y^zzVz-yVz)er-y. 
对 于 分 配 格 , 分 别称 以 下 条 件 为 第 一 无 限 分 配 律 (无 限 交 分 配 律 ) 和 第 二 无 限 
分 配 律 (无 限 并 分 配 律 ): m ^ (Vier) = Vier(z Ayi), z V (Nery) = Aier(z V yi). 注 
意 , 一 个 分 配 格 满足 第 一 (二 ) 无 限 分 配 律 未 必 满足 第 二 (7) 无 限 分 配 律 . 
定义 1.2.15 ”如 果 格 工 的 子 格 了 同时 又 是 下 集 , 则 称 7 为 格 L 的 理想 (ideal). 
对 偶 地 , 如 果子 格 F 同时 又 为 上 集 , 则 称 F 为 格 工 的 滤 子 (filter). 
格 工 的 不 等 于 工 的 理想 ( 滤 子 ) 称 为 真理 想 ( 真 滤 子 ). 
定理 1.202 ” 设 工 为 格 ,了 是 工 的 非 空子 集 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
(1) 了 为 工 的 理想 ; 
(2) 1 是 下 集 且 对 并 运算 封闭 ; 
(3) Yz, ye L,rVy EIS (z, y €I). 
对 偶 地 , 设 F 是 L 的 非 空子 集 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
(1) F A L RET; 
(2) F 是 上 集 且 对 交 运 算 封 闭 ; 
(3) Yz, yE Liz^yeF e (z, y € F). 
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定理 1.2.13 WR LAR, 则 工 的 理想 构成 的 集合 IL) 关于 集合 包含 关系 
构成 格 , 其 格 运算 为 


VJ,K eT(L),inf{J, K} = JNK,sup{J,K} = (ze L|3j e J ke K 使 得 z < j Vk}. 
EX 1.2.16 ” 设 工 为 格 ,了 是 工 的 真理 想 .如 果 以 下 条 件 成 立 : 
Vrny€Lz^yel-ozelmÜmycl, 


则 称 工 是 素 理想 (prime ideal). 对 偶 地 , L 的 真 滤 子 F 称 为 是 素 滤 子 (prime filter), 
如 果 以 下 条 件 成 立 : 


Vny€eLzvyeFozrzceFHycF 


容易 验证 , I Æ L 的 素 理想 当 且 仅 当 DAI 是 素 滤 子 . 

设 了 是 格 工 的 真理 想 , 如 果真 包含 了 的 理想 只 有 L, 则 称 I 是 极 大 理想 . 对 偶 
地 , 可 定义 极 大 滤 子 的 概念 . 

定理 1.244 ” 设 工 是 有 最 大 元 1 的 分 配 格 , 则 L 中 的 极 大 理想 均 为 素 理想 , 
对 偶 地 , 在 有 最 小 元 0 的 分 配 格 中 , 极 大 滤 子 均 为 素 滤 子 . 

定理 1.2.15 ” 设 工 是 分 配 格 , J 是 工 的 理想 , G Æ L 的 滤 子 , 且 JnG= e, 
则 存在 L 的 素 理想 I MRF FCL, 使 得 JC IB GCF. 

EX 1.2.17 BLA M 是 v 半 格 ,映射 f:L 一 M 称 为 V 态 射 (V-morphism)， 
如 果 Yz, y € L, f(z V y) = f(z)V f(y). 可 对 偶 地 定义 ^ 态 射 (和 -morphism). & L 
和 M 是 格 , 如 果 f: L — M 同时 为 v 态 射 和 ^ 态 射 , 那么 称 f 是 格 态 射 (lattice 
morphism). 如 果 人 态 射 (V 态 射 或 格 态 射 ) 又 是 双 射 , 则 称 为 同 构 (v. 同 构 或 格 
同 构 ). 如 果 存 在 格 同 构 f:L 一 M, 则 称 格 工 和 M 是 同 构 的 . 

入 态 射 、V 态 射 及 格 态 射 通常 又 分 别称 为 同 态 、v 同 态 及 格 同 态 . 

定理 1.216 BLA M 是 格 , f:L — M 是 映射 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) f 是 格 同 构 ; 

(2) f 是 人 同 构 ; 

(3) f Æ v FH; 

(4) f 是 序 同 构 . 


1.3 布尔 代数 及 其 各 种 推广 
1.3.1 “布尔 代数 、Ockham 代数 与 De Morgan 代数 
EX 1324 设 工 是 有 界 格 , rz,ye 工 . 车 z 和 y=0,zVy=1, WE y 是 z 的 一 
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个 补 (complement), TI z $2913 376 (complemented element). 有 界 格 L 称 为 有 补 
格 , 如 果 它 的 每 一 个 元 素 都 是 有 补 的 . 一 个 有 补 分 配 格 称 为 Boole 格 或 Boole 代数 . 

在 Boole 格 中 , 任意 元 素 均 有 补 且 其 补 是 唯一 的 , 常 将 元 素 z 的 唯一 补 记 为 x 
或 -zx. 注意 , 使 用 术语 “Boole 格 ”时 将 其 看 成 序 结构 , 而 使 用 术语 “Boole 代数 ” 
时 将 其 看 成 代数 结构 ( 即 有 二 元 运算 ^, v, 一 元 运算 “及 常 元 0, 1 的 代数 系统 )“ 

定义 1.3.2 H 已 是 一 个 集合 , B 是 由 五 的 子 集 构成 的 集 乒 , 称 B 是 一 个 集 
域 (field of sets), 如 果 满 足 条 件 : vX, Y € B, XAY eB, XUY € B, X' e B. 

定理 1.3.1 ”任何 一 个 Boole 格 都 同 构 于 一 个 集 域 . 

定理 1.8.2. Ut B 是 Boole 代数 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) B 同 构 于 一 个 军 集 代数 , 即 B ~ P(E), 这 里 P(E) 是 某 集合 E HER: 

(2) B 是 完备 的 原子 格 . 

注 1.3.1 原子 格 (atomic lattice) 是 满足 以 下 条 件 的 含 0 格 L: Yz € IA(0), 
存在 L 的 原子 a 使 得 a < zx. 可 对 偶 地 定义 余 原 子 格 (coatomic lattice). 

推论 1.3.1 设 B 是 有 限 Boole 代数 , 则 B 有 2^ 个 元 素 , 其 中 n 是 B 的 原 
子 个 数 . 

定义 1.3.3 ” 称 代数 结构 (L; A, V, ', 0, 1) 是 一 个 Ockham 代数 , 如 果 

(1) (L; ^, V, 0, 1) 是 一 个 有 界 分 配 格 ; 

(2) 一 元 运算 ':L 一 L 满足 De Morgan fft, 即 Yz, y € L, (^y) —z' Vy, 
(zvyy =x ^y5 

(3) 021, 1-0. 

显然 , Ockham 代数 是 广义 Boole 代数 . 上 述 (2), (3) 说 明 ' 是 L 上 的 对 偶 自 
FIA (dual endomorphism, 可 参阅 http://math.chapman.edu/cgi-bin/structures). 

定义 1.3.4 Ü (L; ^, V, 0, 1) 是 一 个 有 界 分 配 格 , 若 有 一 元 运算 ' 江 > LHE 
满足 


"A 


Vr,y€ L(z^y) —z Vy,(zVy) =7 ^y," = 2, 


则 称 (L; ^, V, ', 0, 1) 是 一 个 De Morgan 代数 . 满足 以 下 条 件 的 De Morgan 代数 
称 为 Kleene 代数 : 

(K) Yz, y € L, z AT’ & y Vy: G 

1E De Morgan 代数 (L; ^, V, ’, 0, 1) 中 成 立 : 0'=1, '=0; z < y > y < a", Yr, 
y € L. 实际 上 , 具有 逆 合 对 应 的 有 界 分 配 格 与 De Morgan 代数 是 两 个 等 价 概念 . 显 
然 , De Morgan 代数 一 定 是 Ockham 代数 . : 

TEX, “Kleene 代数 ”还 有 另 一 个 完全 不 同 的 定义 , 即 可 计算 理论 中 正则 表达 式 
的 代数 抽象 , 它 在 计算 机 科学 中 有 广泛 应 用 , 可 参阅 http://planetmath.org/ ency- 
clopedia/KleeneAlgebra.htmi. 
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1.3.2” 伪 补 与 Heyting 格 (代数 ) 


下 面 介绍 与 “ 伪 补 "(pseudocomplement) 有 关 的 伪 补 格 、Brouwer 格 、Heyting 
格 (代数 ) Stone 代数 等 概念 . 需要 首先 说 明 的 是 这 些 概念 在 不 同文 献 中 有 较 大 差 
异 . 例如 , 大 多 数 文献 不 区 分 Brouwer 格 与 Heyting 格 (它们 源 自 直觉 逻辑 intuition- 
istic logic), 认为 它们 是 同一 概念 , 而 另 一 些 文献 认为 Heyting 格 是 有 最 小 元 0 的 
Brouwer 格 (本 书 采 用 这 一 定义 ); 对 于 相对 伪 补 , 文献 中 也 有 相互 对 偶 的 不 同 定义 ， 
记号 也 不 同 , dn «^ mE", 本 书 采用 后 者 (可 参阅 http://planetmath.org 上 的 相关 
内 容 ). 

定义 1.3.5” 设 研 是 格 , r,y € L, WER z 相对 于 y 是 有 伪 补 的 , 如 果 集合 {fa € 
Lla 人 xz € 妇 有 最 大 元 , 并 称 这 个 最 大 元 为 x 相对 于 y 的 伪 补 (pseudocomplement 
of x relative to y), 记 为 z — y. 

显然 , E r y FE, WA a^rcyeacrzy 

称 格 工 的 元 素 r 是 相对 有 伪 补 的 (relatively pseudocompletmented), 如 果 对 任 
Ù y € L IFE z — y. 特别 地 ,z 一 z 存 在, 故 {fa € Lla 和 zx < 7z}=L 有 最 大 元 , 即 
1e L. 

L 称 为 是 相对 伪 补 格 或 Brouwer 格 ( 取 名 自 荷兰 数学 家 Brouwer), WR L 是 
格 且 每 一 个 元 素 都 是 相对 有 伪 补 的 ， 显 然 , 每 一 个 Brouwer 格 都 含有 108 AC). 
Brouwer 格 有 时 也 被 称 为 蕴涵 格 (implicative lattice, 参见 文献 [122]). 

含有 最 小 元 0 的 Brouwer 格 称 为 Heyting 格 , 当 将 其 看 作 代数 结构 时 称 之 为 
Heyting 代数 (BI Heyting 格 连同 其 相对 伪 补 运算 一 起 构成 的 代数 结构 ). 

定理 1.3.3 设 工 是 Brouwer 格 , W Vr, y, ze L 

(l)y <z> y; 

(221572; 

(3) £ <y $£ > y=l; 

(4) zA (£ >y) =T Ay; 

(5z&y-z—r&€z—yr&y-—yz&rz 

(6) z = (y => 2) = z Ay  z— (2 => y) > (2 2); 

(7) L 是 分 配 格 . 

定理 1.3.4 ”一 个 完备 格 是 一 个 Heyting 格 当 且 仅 当 它 满足 无 限 交 分 配 律 (人 
无 限 分 配 律 ): z ^ (Vier) = Vier(z Ayi). 

推论 1.3.2 ”每 个 有 限 分 配 格 是 Heyting 格 . 

可 以 验证 , 在 一 个 Heyting 格 中 , 每 个 平移 映射 Xz : y r^y 是 剩余 映射 ， 


ryen 
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定理 1.8.5 AFH L 是 一 个 Heyting 代数 , 当 且 仅 当 存在 L 上 的 二 元 运算 
一 使 得 以 下 性 质 成 立 (Yr, y, z € D): 

(2 z^(z—5y)-z^y 

(2) zA (y > z) 2z^(z^y— z^z) 

(3) zA (TAy >z) =z. 

定理 1.3.6 Æ LÆ—Â Heyting 代数 , 则 L 的 每 个 区 间 也 是 Heyting 代数 . 

注 1.3.2 设 工 是 偏 序 集 , 区 间 [a, 6] 表示 集合 {re Lla < z H z « 6). 

定义 1.3.6” 设 工 是 有 0 格 , 则 z 相对 于 0 的 伪 补 简称 为 z 的 伪 补 , 记 为 z*. 
如 果 工 的 每 一 个 元 素 都 有 伪 补 , 即 vz € L, (y € Llz 和 y=0} 都 有 最 大 元 , 则 称 工 是 
伪 补 格 (pseudocomplemented lattice). 一 个 伪 补 格 连同 其 上 的 伪 补 一 元 运算 * 一 起 
构成 的 代数 系统 称 为 p- 代 数 . 

容易 验证 , 每 一 个 伪 补 格 必 是 有 界 的 , 0* 是 最 大 元 . 每 个 满足 A 无 限 分 配 律 的 
完备 格 是 伪 补 格 , B. Vz € L, z*=sup{y € Llz 和 y=0}. 

定理 1.3.7 设 工 是 p- 代 数 , 则 VYz,ye 工 有 

(Üz&yoy <s 

(2) or =at; 

(3) z < z**; 

(4) z^(z^y) 2z^y' 

(5) (z Ay)" 22 Ay; 

(6) (£ V y)* = z* ^y*. 

推论 1.3.3 ”有 界 格 工 是 一 个 p- 代 数 , 当 且 仅 当 存在 二 上 的 一 元 运算 * 使 得 
以 下 等 式 成 立 : 

(1) zA(z^y)* 2z^y* 

(2) z^0* = z; 

(3) 0** =0. 

车 工 是 一 个 六 代数 , 则 由 定理 1.3.7 知 , 集合 {z**|z e L} (a*|z € LHA, 记 
为 SL). 

定理 1.8.8 LÆ p- 4t, 则 (S(L); ^, U, *, 0, 1) 是 Boole 代数 , 这 里 v, 
y€L,zUy-(zvVy)*. 

在 一 个 p- 代 数 工 中 , S(L) 一 般 不 是 工 的 一 个 子 格 . 25 S(L) 是 一 个 子 格 时 , 有 - 
以 下 结论 . 

定理 1.3.9 ” 设 工 是 一 个 伪 补 分 配 格 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) S(L) Æ L 的 一 个 子 格 ; 

(2) Yz, y € L, (zv y)* 2a V y"; 
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(3) Yz, y E L, (^y)! 2z* Vy*: 

(4) Yz € L, z* V z**-1. 

定义 1.3.7 ”满足 定理 1.3.9 的 任 一 等 价 性 质 的 伪 补 分 配 格 称 为 Stone 格 . 
Stone 格 与 一 元 运算 * 一 起 构成 的 代数 系统 称 为 Stone 代数 . 

定理 1.3.10 ”车 工 是 一 个 有 界 格 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) L 的 每 个 区 间 是 Stone H; 

(2) L 是 一 个 Heyting 代数 , H. Vz, y € L, (£ — y) V (y 一 2)=1. 
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按 Bourbaki 学 派 的 观点 , 数学 中 有 三 大 基本 结构 , 即 代数 结构 、 序 结构 和 拓扑 
结构 . 序 代数 (ordered algebra) 是 指 序 结构 、 代数 结构 相 结合 的 数学 结构 , 通常 要 
求 序 、 代 数 结构 是 相 容 的 (或 称 和 谐 的 ), 格 序 群 、 序 半 群 等 是 其 典型 代表 . 泛 代数 
(universal algebra) 是 在 对 各 种 代数 结构 进行 比较 研究 的 过 程 中 发 展 起 来 的 数学 分 
支 , 它 研究 各 种 代数 结构 在 运算 系统 上 所 具有 的 共同 性 质 . 本 节 简要 介绍 这 两 个 方 
面 的 基本 知识 , 内 容 取 材 自 文献 [119], [123]~[125] 等 . 


14. 序 半 群 与 格 序 半 群 


定义 141i 设 5 是 一 个 带 有 二 元 运算 * 的 集合 , S 上 的 一 个 相 容 序 (com- 
patible order) 是 指 满足 以 下 条 件 的 偏 序 <: 


Yr, y, zE Sr Sy>z*r<z*y Hr*z<y*z, 


即 所 有 平移 映射 y rry Ky yrr 是 保 序 的 . 如 果 (S; *) 是 半 群 , 则 称 (S; *， 
<) 是 序 半 群 (ordered semigroup); 如 果 (S; +) 是 群 , 则 称 (S; *, <) 是 序 群 (ordered 
group). 

FEER (S; *, <) 称 为 是 格 序 半 群 , 如 果 (S; <) 构成 格 ; 序 群 (S; *, <) 称 为 是 
格 序 群 , 如 果 (5; <) 构成 格 . 

定义 1.4.2” 设 (G; *, <) 是 序 群 , 1 是 G 的 单位 元 , re G. WR s 21, 则 称 z 
是 G 的 正 元 (positive element); 如 果 z «1, 则 称 z 是 G 的 负 元 (negative element). 
G 的 正 元 之 集 称 为 G 的 正 锥 (positive cone), 记 为 Pc. G 的 负 元 之 集 称 为 G 的 负 
锥 (negative cone), 记 为 Na. 

设 (G; *, <) 是 序 群 , z, ye G. 容易 验证 , 以 下 各 条 件 等 价 : 


zy rz*ylENG; y*r €Ngo; zl*yePe; y *z€Pg; y «zr. 


因此 , 序 群 (G; * <) 上 的 序 < 由 正 锥 和 负 锥 完全 确定 . 
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定理 1.4.1. FFR (G; *, <) 是 格 序 的 , 当 且 仅 当 (Yz € G) sup(z, 1} 存 在 . 

定义 1.4.3” 设 (M; * <) 是 格 序 半 群 , 如果 (M; +, 1) 是 独 异 点 (4#, 
monoid), 1 为 单位 元 , 则 称 (M; *, <, 1) 为 格 序 独 异 点 (I-monoid). 如 果 1 是 格 序 
独 异 点 (M; *, <, 1) 的 最 大 元 , 则 称 它 是 整 的 (integral). 

定义 1.4.4 JFFF (S; +, <) 称 为 剩余 半 群 (residuated semigroup), 如 果 所 
有 平移 映射 AL: y cy 及 pz: yH yrr 是 剩余 的 . 

对 于 剩余 半 群 (5; *, <), 平移 映射 的 剩余 具有 下 述 性 质 : 


XG)- max(zeSlysz&z), pi(z)- max{z € Sl» y < a). 


分 别称 At (2), p (x) 为 > 关于 y 的 右 剩 余 和 左 剩余 , 并 分 别 记 为 r/y 和 z\y. 
序 半 群 (5; *, <) ERRER, 当 且 仅 当 (Vz, y € 5) 集合 


{z€ Sly*z <z}, (zeSlz*y&za) 


均 有 最 大 元 . 

定理 1.4.2 UL (S; *, <S) 是 剩余 半 群 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) (S; *) 是 可 换 半 群 ; 

(2) Vr, y € S, z/y = zW. 

定理 1.4.3 W (S; «, <) 是 剩余 半 群 , W Yr, y, ze S 有 

(1) z *(y/z) < y; 

(2) (y\z) *z < y; 

(3) y < (æ * y)/z; 

(4) y < (y * z)Vzs 

(5) z < yXv/z); 

(6) z < y/(y\2); 

(7) (x/y)/z = z/(y * 2); 

(8) (zy) Vs = a\(2 * y) 

(9) (x/y)Vz(2N2)/ v; 

(10) (z/y) «z < (z* 2)/y; 

(11) z * (z Vy) < (2 * z)Ww- 

与 剩余 半 群 相近 的 另 一 个 概念 是 蕴涵 半 群 (implicative semigroup), 它 是 由 Chan 
和 Shumt26) 于 1993 年 提出 的 . 

定义 1.4.5 JEER (S; *, <) 称 为 蕴涵 半 群 , 如 果 5 上 还 有 一 个 二 元 运算 一 
满足 以 下 条 件 : 


Vz,yeSz&r—yez*r&y. 
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容易 验证 , 可 换 蕴 涵 半 群 一 定 是 剩余 半 群 , H zy = zy =y > r. 

定理 1.4.4 WE (S; * <) 是 有 1 的 蕴涵 半 群 , H 1 既是 单位 元 又 是 最 大 元 , W 
vz,y zeS 有 

(1) z 一 z=1, 1> 1 = 7; 

(2) z <y & ol; 

(3) z > (y => 2)=(2 * y) > z; 

(4)r<y>z=>r<z=>yHy>z<r>z; 


(5) 车 (S; *) 是 可 换 半 群 , 则 z 一 yy 和 r42— yz. 
1.4.2” 泛 代数 入 门 


定义 1.4.6 ”对 于 非 空 集 4 及 非 负 整 数 n, 记 4={@}, 当 n>0 时 记 4" 是 4 
的 所 有 n 元 组 构成 的 集合 . 4 上 的 一 个 n 元 运算 是 指 n 元 函数 (映射 )f: A" A, 
n TH (a, a2,… ,an) 在 f 下 的 象 记 为 fla, az,… ,an). n 称 为 n 元 运算 f 的 元 
数 (arity, 或 称 为 秩 rank). 当 n=0 时 , f 称 为 零 元 运算 (nullary operation), 它 实质 
上 由 A 上 的 唯一 元 素 f(2) 确定 , WERE A 的 一 个 常 元 (constant). 

定义 1.4.7 ”代数 的 型 (type) 是 指 运 算 (函数 ) 符号 的 一 个 集合 F, 其 每 一 个 
成 员 f 被 指派 一 个 非 负 整 数 n, 被 称 为 f 的 元 数 . 天 中 所 有 n 元 运算 (函数 ) 符号 
组 成 的 子 集 记 为 Fn. 

定义 1.4.8。” 设 三 是 一 个 代数 型 , 一 个 下 型 泛 代 数 (简称 代数 )A 是 指 这 样 
一 个 序 对 (A, F), 其 中 A 是 一 个 非 空 集 , 而 F 是 A 上 的 一 能 运算 , 且 对 于 F 中 
的 每 一 个 n 元 函数 符号 f 都 有 4 上 相对 应 的 n 元 运算 fA 称 4 是 A 的 基 域 
(universe) 或 底 集 (underlying set), 这 些 fA 称 为 是 A 的 基本 运算 (fundamental 
operations). 

在 不 引起 混淆 的 情况 下 , 用 f 表示 f^. 当 F 有 限时 , 即 F=f fo feh 
(A, F) 常 记 为 (A; fas fas, fi); 基本 运算 通常 按 元 数 从 大 到 小 排列 , BI 


arity fı > arity f2 > … > arity fy. 


例如 , Boole 代数 是 (A, v, ’, 0, 1) 型 代数 , 也 称 为 (2, 2, 1, 0, 0) 型 代数 . 

EX 1.4.9 WU A, B 是 两 个 同型 代数 , 称 B 是 A 的 子 代 数 (subalgebra), 如 
BCAH B 的 每 一 个 基本 运算 都 是 A 的 相应 运算 在 B 上 的 限制 ( 即 对 每 一 个 
运算 符号 f, [P 是 f^ 在 B. 上 的 限制 ). 此 时 , 简 记 为 B<A. 

经 常 使 用 另 一 个 术语 “ 约 简 ”(reduct), 一 个 代数 (A, F) 称 为 是 代数 (A, F*) 到 
FHAR, 如 果 FCF HFEF 到 大 的 限制 ( 即 仅 保留 与 大 中 符号 相对 应 的 
运算 ). 一 个 代数 的 约 简 的 子 代数 称 为 子 约 简 (subreduct). 
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定义 1.410 H A 是 一 个 F 型 代数 , geEq(4), 这 里 Eq(4) 表示 A 上 所 
有 等 价 关 系 构成 的 集合 . 9 称 为 A 上 的 一 个 同 余 (congruence), 如 果 它 满足 下 述 相 
容 性 : 


VYfeFiaibbe4iaigbi(l 和 si 和 mn) 全 jeA(ataa an)gfA(b +> ,bn). 


定义 1.4.11 ”一 个 代数 A 上 的 所 有 同 余 构成 的 集合 记 为 Con A. 设 geCon 
A, A 关于 0 的 商 代数 (quotient algebra), 记 为 A/6, 是 指 基 域 为 4/6( 即 等 价 类 之 
集 ) 且 基本 运算 满足 以 下 性 质 的 代数 : fA/9(a1/0, a2/0, +, a4/0)— f^ (a1, az, …， 
an) /6. 这 里 a1, a2,…, an € A, f € F. 

显然 , A 关于 0 的 商 代数 与 A 同型 . 

定理 1.4.5 (Con A; C) 是 (Eq(4); C) 的 一 完备 子 格 , 这 里 (Bq(4); C) 是 A 
上 所 有 等 价 关 系 构成 的 格 . 

定义 1.4.12. ÜA, B 是 两 个 下 型 代数 , 映射 a: 4 一 B 称 为 是 A 到 B 的 
一 个 同 态 (homomorphism), 如 果 对 任意 n 元 运算 符号 f e F 及 任意 aa, 
anEA 有 


of^(a:,a2,--- an) = fP (aai, aaz, +- ,Qan). 


此 时 也 称 a:A — B 是 一 个 同 态 . 如 果 a 是 单 射 , 则 称 a 是 一 个 嵌入 (embedding) 
或 称 单 同 态 (monomorphism), 也 称 A TA B. WR a 是 满 射 , W B 是 A 的 
同 态 象 (homomorphic image). 如 果 a 是 双 射 , 则 称 A 同 构 于 B, 记 为 AsB, 也 称 
a:A 一 B 是 一 个 同 构 . 

定理 1.4.6 ”如 是 a:A 一 B 是 一 个 嵌入 , WA a(4) 为 基 域 且 与 B 同型 的 代 
数 a(A) 是 B 的 子 代数 . 

定理 1.4.7 如果 a:A 一 B 是 一 个 同 态 , 则 ker(a) 是 A 上 的 一 个 同 余 , 这 里 
ker(a)={(a, b) € A x A| a(a)=a(b)}, 称 为 a 的 核 (kernel). 

EX 1.4.13 ” 设 A 是 一 个 代数 , geCon A. 映射 ve: A — A/6; ve(a) = a/0 
(Va € A) 称 为 自然 映射 (natural map). 

定理 1.4.8 ”从 一 个 代数 到 其 商 代 数 上 的 自然 映射 是 一 个 满 同 态 . 

定理 1.4.9( 同 态 定理 ) Ü oA B 是 一 个 满 同 态 , 则 存在 A/ker(a) 到 B 的 
同 构 8 使 得 o—8 ov, 这 里 v 是 A 到 A/ ker(o) 的 自然 映射 . 

以 上 结论 可 形象 地 用 图 1.5 表示 . 

EX 1.4.14 Wt Ai, Ao 是 两 个 F 型 代数 , 定义 直 积 Arx Ar 是 这 样 的 代数 ， 
它 的 基 域 是 A x A; H (Vf € Fn, aie Au bi € hz,1<i<n) 有 


J~ ((a1, 03), -++ , (an,bn)) = (f^ (a1, -+ an), F^ (bi, on) 
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A/ker (a) 


图 1.5 同 态 定 理 示 意图 
一 般 地 , 设 (Ai)ier 是 一 能 F 型 代数 , 定义 直 积 (direct product) 是 这 样 的 代 


数 A=[[Ai, 它 的 基 域 为 [Ai 且 (w € Fn, (a1,02,* +- ,an) € II^) 有 


ier ier ier 
f^(ai, +, an)(i) = f~ (a(i), ,an(i), Vie I. 
空 积 [[ 2 是 一 个 平凡 代数 , 它 的 基 域 为 {@}. 投影 映射 (projection map) 定义 为 


(Vj € Ir; : [[ A: > Asz;(a) =al), Vae II^. 


ier ier 
容易 验证 , (Vj € Dn: II^: 一 Ai 是 满 同 态 (surjective homomorphism). 


iel 

定义 1415 I E-A 天 型 等 式 之 集 (等 式 中 只 出 现 F 中 的 运算 ), 用 
M (5) 表示 满足 的 代数 A 构成 的 类 一 个 代数 类 K 称 为 是 一 个 等 式 类 (equa 
tional class), 如 果 有 一 个 等 式 集 D 使 得 K = M (2). 此 时 称 K X EUR ICE 
x 公理 化 . 

定义 1.4.16 ”一 个 非 空 的 F 型 代数 构成 的 类 IC 称 为 是 一 个 角 (variety), 如 
果 它 关于 子 代数 、 同 态 象 和 直 积 封闭 . 

定理 1.4.10(Birkhoff 定理 ) K 是 一 个 等 式 类 (equational class) 当 且 仅 当 K 
J& —^ f (variety). 
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EX 1.4.17 设 X 是 非 空 集 ,F 是 
F 型 代数 , a:X 一 下 是 一 个 映射 . 如 果 对 DN a 
任意 下 型 代数 A 及 任意 映射 6: X 一 A, d x » 
存在 唯一 的 同 态 h :下 A 使 得 hoo = B, 
即 图 1.6 可 换 , 则 称 F 是 由 X 生成 的 自 
由 下 型 代数 . 

事实 上 , 自由 代数 可 由 “ 字 ”、“ 项 ”等 泛 代数 基本 概念 来 定义 , 上 述 定义 本 质 上 
是 它 的 一 个 充 要 条 件 . 如 同文 献 [10] 中 指出 的 那样 , 自由 代数 可 作 通 俗 解释 . 例如 ， 
设 X- (a, b}, F={*}, 则 由 X 生成 的 自由 代数 F 由 下 述 元 素 组 成 : 


图 1.6 自由 代数 示意 图 


a, b, a*a, a+b, bxa, bxb, 
a*(a«a) a*(axb) as(b*a) a*(b*b), 


一 般 地 , O X 中 的 元 素 属于 F; @ 如 果 wi 与 wo 属于 F, W w * wo 属于 F; 
Q x 中 不 再 含有 其 他 元 素 了 . 


1.5 经 典 命题 逻辑 的 代数 分 析 


本 节 简 要 概述 经 典 命题 逻辑 的 形式 系统 C 及 其 与 布尔 代数 的 关系 , 以 说 明 本 
书 所 使 用 的 代数 逻辑 方法 , 也 为 后 续 章节 提供 预备 知识 . 本 节 取 材 于 文献 [11], 但 
有 所 修改 , 并 略 去 了 所 有 结论 的 证 明 . 


1.5.1 ”经 典 命题 逻辑 的 语义 理论 


数理 逻辑 的 方法 是 形式 化 (符号 化 ) 的 方法 , 在 命题 演算 中 用 抽象 符号 来 代替 
具体 命题 (并 干脆 把 命题 叫 公式 ), 先 用 一 个 可 数 集 5={p1, pa, os } 表 示 原 子 命题 ， 
并 选用 尽 可 能 少 但 够 用 的 一 组 逻辑 联结 词 , 比如 选 定 否定 联结 词 - 和 蕴涵 联结 词 
一 , 然后 就 可 通过 S 与 {-, 一 } 构 作 各 种 复合 命题 并 展开 演算 理论 . 

定义 1.5.1 WE S={pu pz … }, 车 作 F(S) 如 下 : 

(1) pi, p2, +++ € F(S); 

(2) # A, Be F(S), W A, A > B € F(S); 

(3) F(S) 中 的 元 都 是 通过 (1) 5 (2) 而 得 到 ， 
则 称 F(S) 是 S 生成 的 (^, 一 ) 型 的 自由 代数 . S 中 的 元 叫做 原子 命题 或 原子 公式 ， 
F(S) 中 的 元 叫做 命题 、 合 式 公式 (well formed formula, wf) RAR. 

形式 化 方法 往往 追求 最 简 性 , 上 面 用 原子 公式 来 制作 复杂 公式 时 只 使 用 了 两 个 
逻辑 联结 词 o, 一 , 还 有 两 个 常用 的 逻辑 连结 词 v( 析 取 ) 与 AAR). 在 经 典 命题 逻 
辑 中 规定 : AVB 是 -4 — B 的 简写 , AA B 是 -(4 — —B) 的 简写 . 


:24- Six “引言 与 预备 知识 


判断 一 个 形式 上 的 命题 (公式 ) 是 否 正确 有 一 个 自然 而 直观 的 方法 , 那 就 是 通 
过 给 公式 赋 以 真 假 值 来 实现 , 这 种 用 “赋值 "来 研究 逻辑 的 方法 叫做 语义 理论 (se- 
mantics). 

定义 1.5.2 R v: F(S) 一 {0,1} 叫 F(S) 的 赋值 , 如 果 v 满足 条 件 

(1) 对 任意 公式 A € F(S), v(-4)=1 — v(A); 

(2) 对 任意 公式 A, B € F(S), v(4 一 B)-0 当 且 仅 当 v(4)=1 B. v(B)=0. 

以 下 用 Q 表示 F(S) 的 全 体 赋值 之 集 . 

注 1.5.1 (1) 虽然 赋值 v: F(S) 一 {0,1} 是 一 个 整体 概念 , 但 为 方便 计 , 当 v 
给 定 后 也 把 v(4) 叫做 A 的 赋值 . 

(2) 如 果 在 {0,1} 中 引入 运算 ^ 与 一 , 并 规定 


-0=1，n1=0，0 一 0=0 一 1=1 一 1=1， 120-0, 


则 {041] 成 为 (-, —) 型 代数 ， 而 赋值 v 正 是 F(S) 到 {0,1} 的 (^, —) 型 同 态 , 即 
v: F(S) 一 {0,1} 是 F(S) 的 赋值 当 且 仅 当 满足 


v(^A) = (A), v(A— B) = wA) = (B). 


(3) 由 于 F(S) 是 S 生成 的 自由 代数 , 所 以 一 个 赋值 v 完全 由 它 在 原子 公式 集 
S 上 的 值 所 决定 . 


(4) 如 果 把 赋值 v 的 值 域 {0， LEO 2] 或 o, 1] 等, 并 给 它们 也 定义 


相应 的 逻辑 运算 , 则 可 以 展开 相应 的 语义 理论 , 那 就 是 多 值 逻辑 或 连续 值 远 辑 ， 

定义 1.5.3 W Ac F(S). 若 对 每 个 赋值 ve 2 都 有 v(A)—1, 则 称 4 为 重 言 式 
(tautology). 如 果 对 每 个 赋值 ve 2 都 有 v(4)=0, 则 称 4 AFER (contradiction). 

A 为 重 言 式 常 记 为 上 A. 

注意 , 大 多 数 公式 既 非 重 言 式 , 也 非 矛 盾 式 . 通俗 地 说 , 如 果 称 重 言 式 为 恒 真 公 
式 或 好 公式 , 称 矛盾 式 为 恒 假 公式 或 坏 公式 , 则 大 多 数 公式 既 不 好 也 不 坏 . 

定义 1.5.4 设 4, BeF(5). 车 4 一 B 与 B 一 A 都 是 重 言 式 , 则 称 A4 与 BB 
逻辑 等 价 , WA Ax B. 

考虑 全 体 公式 集 F(S) 上 的 逻辑 等 价 ~. 设 4, B, C € F(S), 则 显然 有 A ~ A, 
HË AxB, N B es A. ZA, ¥ A B,.B e C, AC. 这 说 明 ~ Æ F(8) 上 
的 等 价 关系 . 

需要 特别 指出 的 是 上 面 关 于 赋值 的 基本 概念 和 结果 是 建立 在 {0, 1} 上 的 , 完全 
可 以 将 其 拓 广 到 更 一 般 的 代数 结构 之 上 , 即 布尔 代数 ({0, 1} 是 最 简单 的 非 平 凡 布 
尔 代数 ). 
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EX 1.5.5 ” 设 工 是 Boole 代 数 , 函数 v: F(S) — LI F(S) 的 工 赋值 , 如果 v 
是 F(S) 8I L ffi (^, 一 ) 型 同 态 , 即 满足 v(-4) = —v(A), v(A > B) = v(4) => v(B). 

以 下 用 QI) 表示 F(S) 的 全 体 -赋值 之 集 . 

类 似 地 , 可 以 定义 矿 重 言 式 及 逻辑 等 价 关 系 ~, 即 4 称 为 是 LERA, 如 
果 对 每 个 赋值 ve Q(D) 都 有 v(4)=1; 4 sz B "ABUS AS BS BS ARE 
工 - 重 言 式 . 

考虑 逻辑 等 价 关 系 ~, 对 任意 4 6€ F(S), 把 4 所 在 的 等 价 类 记 作 [A], 令 
F(S)/z—((A] |A € F(S)). 在 F(S)/~ 中 规定 [4j<[B] 当 且 仅 当 4 一 B 是 重 言 式 ， 
则 可 以 证 明 这 个 定义 与 等 价 类 [A] 与 [B] 中 的 代表 元 的 选取 无 关 , 从 而 是 合理 的 . 
还 可 以 证 明 以 下 各 事实 : 设 4 是 重 言 式 , 则 [A] 是 F(S)/s 的 最 大 元 1; 设 A 是 矛 
盾 式 , W [A] 是 F(S)/~ 的 最 小 元 0; [A]V[B]-|A V B], [AJA[B]-[A ^ B], B. v 与 入 
之 间 的 分 配 律 成 立 . X -(A]-[^A], [AV (-[4])=1, [AJACHAD]) -0. 所 以 F(S)/= 是 
一 个 Boole 代数 . 这 些 结果 对 于 矿 重 言 式 及 逻辑 等 价 关系 =z 来 说 也 是 成 立 的 , 即 

定理 1.5.1 Ü LE Boole 代数 , F(S) 是 全 体 公式 集 , 则 商 集 F(S)/=z 构成 
一 个 Boole 代数 . 特别 地 , 对 于 Boole 代数 {0,1} 及 逻辑 等 价 关系 >, 商 集 F(S)/s 
构成 一 个 Boole 代数 . 


1.5.0 ”经 典 命题 逻辑 的 语 构 理论 


1.5.1 节 所 述 内 容 虽 然 属 于 形式 化 命题 演算 的 内 容 , 但 它 借助 了 符号 系统 FS) 
以 外 的 工具 , 即 {0, 1} 或 Boole 代数 , 其 特点 在 于 通过 赋值 来 刻画 各 种 不 同 命题 ( 公 
R) 之 间 的 关系 . 命题 演算 还 有 另 一 条 更 加 形式 化 的 途径 , 在 这 里 公式 的 好 坏 并 不 
借助 于 外 来 的 {0, 1} 或 Boole 代数 去 判断 , 而 是 先 选 出 几 个 看 来 是 应 当 肯 定 的 “好 
公式 ”作为 公理 , 再 定 几 条 推理 规则 , 所 有 其 他 “好 公式 ”( 称 为 “定理 ”) 均 从 公理 出 
发 运用 推理 规则 推出 , 这 种 不 借助 F(S) 以 外 的 对 象 、 完 全 在 FS) 自身 中 展开 命 
题 演算 的 理论 , 就 称 为 命题 逻辑 的 语 构 理论 . 

定义 1.5.6 ”一 个 形式 系统 由 以 下 4 部 分 组 成 : 

(1) 字符 表 . 一 般 含 可 数 多 个 符号 . 

(2) ARR. 由 某 些 有 限 的 字符 串 组 成 的 集 , 其 成 员 叫 公式 . 

(3) 公理 集 . 由 某 些 公式 组 成 的 集 . 

(4) 推理 规则 集 . 对 每 条 推理 规则 而 言 , 可 以 从 有 限 多 个 公式 推出 一 个 公式 . 

定义 1.5.7( 经 典 命题 逻辑 的 形式 系统 L) ”如 下 的 形式 系统 称 为 系统 L: 

(1) £ 的 字符 表 为 ~, 一 , (, ), pu pz, Pas 

(2) £ 的 公式 集 F(5) 由 以 下 方法 生成 : 第 一 , pl, pa, pa … 都 是 公式 ; 第 二 , 若 
A, B 是 公式 , 则 5A, 4 一 B 也 是 公式 ; 第 三 , 再 没有 别 的 公式 了 . 这 就 是 说 FF(5) 
是 由 S-(pi, pz, pa,… } 生 成 的 自由 代数 . 
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(3) £ 的 公理 集 包含 以 下 3 种 形式 的 公式 : 

(L1) A > (B ^ A); 

(L2) (A > (B > €))-((A > B) > (4 O)); 

(L3) CA ^ 4B) > (B > A). 

(4) £ 中 只 有 一 条 推理 规则 , 即 MP 规则 : 从 4 与 4 一 B 可 推 得 B. 

iE 1.5.2 (1) MP 是 希腊 文 Modus Ponens 的 缩写 . 

(2) 在 系统 C P, # A, B e F(S), WM AVB S AAB 分 别 是 -4 一 B 与 
-(A— -B) 的 简写 , Ae B È (A — B) ^ (A > B) 的 简写 . 

定义 1.5.8 /中 的 证 明 是 一 个 有 限 的 公式 序列 A, Ao ss, An 这 里 Vi < n， 
Ai 或 者 是 公理 , 或 者 是 它 前 面 的 两 项 运用 MP 规则 推 得 的 结果 ( 即 存在 j, k < i 使 
Ai 可 由 A; 与 Ay 运用 MP 规则 推 得 ). 这 个 证 明 叫 做 公式 An 的 证 明 , An 叫做 C 
中 的 定理 , 记 作 H An- 

注 1.5.3 (1) 车 A 是 A; 与 AL 运用 MP 规则 推 得 的 结果 , 则 Aj = Ak > Ai 
或 Ak = Aj > Ai. 

(2) W Ai, Az, ,An 是 公式 An 的 证 明 , m < n, 则 Ai, An, , Am 是 公式 
Am 的 证 明 . i 

定义 159 WU rCF(S). AT 出 发 的 推演 是 一 个 有 限 的 公式 序列 A, As, 
Uo An 这 里 Vi < n, A; 或 者 是 公理 , 或 者 A; cT, 或 者 存在 j,k < i 使 4A; 是 由 
Aj 与 Ay 运用 MP 规则 推 得 的 结果 . An 叫做 iib, 或 D 推出 A, 记 作 r E An. 

注 1.5.4 (1) 当 r=ø 时 , T 结论 就 是 定理 , gH 4 就 是 上 A. 

(2) FF4 与 F 4 等 都 不 是 形式 系统 C 中 的 符号 , 仅 是 为 了 叙述 方便 而 引入 的 
代用 语 . 

在 语义 理论 中 , 命题 公式 之 间 有 多 辑 等 价 关 系 , 在 语 构 理论 中 也 有 对 应 的 类 似 
概念 . 

定义 1.5.10 WA BeF(S), 如 果 4 一 卫 与 巨 一 4 都 是 定理 , 则 称 4 与 
B 可 证 等 价 , 记 作 A ~ B. 

定理 1.5.2 ”可 证 等 价 ~ 是 F(S) 上 的 等 价 关系 , HRR ~, 运算, 即 满足 


VA, B,O,DeF(S, A-B--A--B, 
(A~ B,C ~ D) > (A > C) ~ (B > D). 


注 1.5.5 ”保持 运算 ,一 的 等 价 关系 称 为 O, 一 ) 型 同 余 关 系 . 

由 于 ~ 是 F(S) 上 的 同 余 关系 , 所 以 F(S) 关于 ~ 作 商 后 可 得 一 个 与 F(S) 同 
类 型 的 代数 结构 , 记 为 |F]=F(5)/~. 容易 证 明 

定理 1.5.3 [F] 是 F(S) 关于 可 证 等 价 关系 ~ 的 商 代数 , 则 可 在 [F] 中 引 
入 偏 序 < 和 补 运算 “使 ([F]; <, ^) 成 为 Boole 代数 . 


[xt e mri 


15 ”经典 命题 逻辑 的 代数 分 析 i 


ik 1.5.6 (1) 上 述 代数 结构 ([F]; <, ') P, <,“ 的 定义 为 VA, B e F(S), 
[4]<[B] 当 且 仅 当 F A B; [Al'-[7A]. 

(2) 上 述 商 代数 [F] 通常 称 为 Lindenbaum 代数 . 

一 个 重要 的 问题 是 形式 系统 C 中 从 公理 出 发 运用 MP 规则 推出 来 的 定理 , 是 
否 是 对 语义 来 说 也 是 “好 公式 ” 呢 ? 即 “ 定 理 ” 是 否 都 是 EER? 下 面 的 定理 给 
出 肯定 的 回答 . 

定理 1.5.4( 可 靠 性 定理 ) L 中 的 定理 一 定 是 重 言 式 . 

注 1.5.7 ”上 述 定 理 对 矿 重 言 式 也 成 立 , 即 对 于 任意 非 平凡 Boole 代数 工 而 
言 , 形式 系统 C 中 的 定理 一 定 是 L- 重 言 式 . 

反 过 来 , 重 言 式 是 否 都 可 以 从 公理 出 发 运用 MP 规则 推出 来 呢 ? 答案 是 肯定 
的 ,有 

定理 1.5.5( 形 式 系统 L 的 完备 性 定理 ) ” 设 工 是非 平凡 Boole 代数 , 对 任意 
Ac F(S) 以 下 条 件 彼此 等 价 : 

(1) A 是 重 言 式 , 即 上 A; 

(2) 4 是 L-E S XS, BD Hz A; 

(3) A 是 系统 C 中 的 定理 , 即 上 A. 

推论 1.5.1 F(S) 上 的 可 证 等 价 关系 与 逻辑 等 价 关系 一 致 , 即 


VA,B € FF(S),A~B ERÄ A B. 


事实 上 , 要 证 明 上 述 完备 性 定理 , 需要 应 用 关于 Boole 代数 的 下 述 重要 结论 : 

定理 1.5.6(Boole 代数 的 完备 性 定理 ) ”一 个 Boole 等 式 在 每 个 Boole 代数 中 
都 成 立 的 充 要 条 件 是 它 在 Boole 代数 {0, 1} 中 成 立 . XE, Boole 等 式 是 一 个 公式 
f(z1, 22, ++, zn)=1, 其 中 , f(z1, z2,…, En) 是 由 变 元 mi, 02, .…, zn 通过 二 元 运 
算 v 与 A 及 一 元 运算 ' 作用 后 得 到 的 函数 . 

综 上 所 述 , 经 典 命题 逻辑 可 以 由 形式 系统 C 完整 刻画 , 且 其 语义 理论 和 语 构 理 
论 是 和 谐 统一 的 . 从 上 述 讨论 中 可 以 看 出 , Boole 代数 在 经 典 命题 逻辑 的 形式 化 研 
究 中 扮演 着 重要 角色 . 

事实 上 , 上 述 研究 方法 已 在 多 值 逻 辑 、 模糊 逻 辑 中 广泛 应 用 , 如 引言 中 提 到 的 
Changl?4 于 1958 年 建立 的 MV- 代数 理论 , 在 研究 Lukasiewicz 逻辑 系统 ( 简 记 
Luk) 完备 性 时 起 到 关键 作用 ; Hájek? 于 1998 年 前 后 提出 基本 逻辑 形式 系统 BL, 
并 通过 建立 相应 的 BL 代数 及 其 滤 子 理论 , 证 明了 系统 BL 的 完备 性 ; 3 教授 
Nol 建立 了 基于 Ro 二 模 的 模糊 逻辑 形式 系统 S, 引入 相对 应 的 代数 系统 Ro- 代 
数 , 并 与 裴 道 武 合作 于 2002 年 证 明了 .2* 的 完备 性 定理 ; 2001 年 , Esteva 和 Godo 
建立 了 基于 左 连续 太 模 的 模糊 逻辑 系统 MTL, 相应 建立 了 较 BL- 代数 更 广泛 的 
MT 三代 数理 论 MO, 这 些 逻 辑 系统 及 相对 应 的 代数 结构 之 间 的 关系 , 见 图 1.7. 
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各 种 模糊 命题 逻辑 


MV- 代 数 BL- (oy Rs m n 


图 1.7 各 种 逻辑 系统 及 其 对 应 的 代数 结构 


È 1.5.8 (1) 本 书 的 研究 工作 正 是 沿 着 上 述 思路 开展 的 , 因此 图 1.7 及 本 节 
可 认为 是 本 书 的 “模板 ”. 

(2) 图 1.7 中 的 实 线 单 向 箭头 表示 “ 拓 广 " 之 意 . 注意 , 对 于 形式 系统 而 言 , “ 拓 
广 ”是 指 其 应 用 范围 更 广泛 (相对 应 的 公理 模式 较 少 ), 并 非 “ 语 义 扩张 "( 实 际 上 ， 
“ 拓 广 "与 “语义 扩张 ”的 方向 正好 相反 ). 

(3) 对 于 形式 系统 之 间 的 关系 , 本 书 频繁 使 用 “语义 扩张 ”一 词 , 为 避免 歧义 ， 
特 在 本 章 最 后 给 出 下 述 严格 定义 : 

定义 1.5.11 ”一 个 形式 系统 E 称 为 是 形式 系统 F 的 一 个 语义 扩张 (schematic 
extension), 如 果 E 的 字符 表 是 通过 对 F 的 字符 表 进 行 扩充 而 得 到 的 ,2 的 公理 集 
合 是 通过 对 F 的 公理 集合 添加 (包括 显 形 或 隐形 添加 ) 新 的 公理 而 得 到 的 , HE E 
保持 F 中 的 定理 . 

注 1.5.9 EX 1.5.11 实际 上 是 对 文献 [22] 中 关于 BL 系统 扩张 的 定义 2.3.20 
进行 修改 而 来 , 为 了 更 加 严格 和 确切 , 加 了 一 些 必要 的 限定 词 . 文献 [22] 的 定义 罗 
列 在 下 面 , 以 便 比 较 : A logical calculus C is a schematic extension of BL if it results 
from BL by adding some (finitely or infinitely many) axiom schemata to its axioms 


(The deduction rule remains modus ponens) 
3 题 1 
1. 给 出 定理 1.2.3 的 证 明 , 并 讨论 能 否 将 条 件 (1) 中 的 “ 主 下 集 ” 均 改 为 “ 主 上 集 ”. 


习题 1 29. ` 


Y 


. 证 明定 义 1.2.12 中 的 (1), (2) 在 格 中 等 价 . 

. 举例 说 明 , 分 配 格 满足 第 一 (二 ) 无 限 分 配 律 未 必 满足 第 二 (一 ) 无 限 分 配 律 . 
. 试 证 明定 理 1.2.14, 定理 1.2.15, 定理 1.3.4, 定理 1.3.10. 

. 研究 Heyting 代数 、 剩 余 半 群 与 蕴涵 半 群 之 间 的 关系 . 

. 自行 研读 有 关 Ockham 代数 的 最 新 文献 , 写 一 篇 综述 报告 . 

. 查阅 文献 , 了 解 什么 是 双 Stone 代数 , 并 系统 总 结 国内 外 研究 成 果 . 


e 


nor» 
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2.1 tR 


LEE (triangular norm, 又 称 为 三 角 模 或 t 范 数 ) 首先 出 现在 Menger F 1942 
年 发 表 的 论文 Statistical metrics (统计 度量 ) 中 , 在 这 里 , t- 模 是 作为 经 典 度量 空间 
中 三 角 不 等 式 的 自然 推广 而 提出 的 . 20 世纪 60 年 代 , Schweizer 和 Sklarll27,l28] 重 
新 严格 定义 了 AR ( 即 现在 通用 的 定义 ) 和 统计 度量 空间 ( 现 称 为 概率 度量 空间 )， 
从 而 导致 了 这 个 领域 的 飞速 发 展 , 这 方面 的 研究 成 果 被 包含 在 专著 [129] 中 . 由 于 
寻 模 较 好 地 反映 了 “逻辑 与 ”的 性 质 , 因此 , t- 模 作为 一 般 的 “模糊 与 ” 算 子 受到 模 
糊 逻 辑 学 界 的 普遍 青睐 ， 关 于 t- 模 及 其 在 模糊 逻辑 中 的 应 用 ，Klement 等 在 专著 
[130] 及 综述 性 论文 [131]~[133] 中 进行 了 全 面 总 结 , 本 节 的 主要 内 容 就 取材 自 这 些 
文献 . 事实 上 , 除了 概率 度量 空间 和 模糊 逻辑 外 , t- 模 还 应 用 于 决策 支持 、 函 数 方 
程 、 测度 理论 、 博弈 理论 等 许多 领域 ( 见 文献 [131] 中 的 说 明 ). 


2.1.1 “ 寻 模 的 定义 及 其 连续 性 


定义 2.1.1. t- BUE IX [8] [0, 1] 上 的 二 元 函数 T, 它 满足 交换 律 、 结 合 律 、 
单调 性 且 带 有 单位 元 1, 即 函数 T: [0, 1]x[0, 1) (0, 1] 满足 以 下 条 件 (vz, y, z e[0， 
1]: 

(T1) T(z, y) = T(y, z); 

(12) T(z, T(y, 2))=T(T(z, y), 2); 

(T3) i y < z 时 , A T(z, y) < T(z, 2); 

(T4) T(z, 1)-a. 

由 于 RERA [0,1] 上 的 二 元 代数 运算 , 因而 一 些 学 者 更 喜欢 用 中 级 表 
示 法 , 如 用 z @y 来 表示 T(z, y). 这 样 , 上 述 定义 中 的 4 个 条 件 可 分 别 改写 成 下 面 
的 形式 : 

(Tl) z9y-y&z; 

(T2) 18 (y ® 2)=(z ® y) ® 2; 

(T3 当 y<z 时 ,有 z@y<z®@z; 

(T4) z&1—z. 

这 说 明 ((0, 1]; @, 1) 构成 一 个 可 换 独 异 点 . 本 书 将 同时 使 用 t- 模 的 上 述 两 种 表示 
形式 , 由 于 很 容易 从 上 下 文中 分 辨 出 来 是 作为 函数 或 是 作为 代数 运算 , 故 不 会 引起 
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混乱 . 

由 于 t- 模 满足 交换 性 , 故 由 定义 中 的 (T3) 知道 , t- 模 关于 两 个 变 元 都 是 不 减 
的 . 又 , 对 任意 (BE TH. T(0,z) = T(z,0) = 0,T(1,z) = z. 这 说 明 , 所 有 t- 模 在 单 
位 正方 形 [0,1] x [0,1] 的 边界 上 是 一 致 的 . 

定义 2.1.2 ”如 果 两 个 H Ti, T» 满足 : Ti(z, y) < Tolz, y), V(z, y) €[0, 17^, 
则 称 T, SF T» BÀ T) 强 于 (这 样 的 顺序 通常 也 称 为 逐 点 序 , pointwise order), id 
为 Ti «T. 
下 面 给 出 4 个 基本 t- 模 , 并 用 数学 软件 Maple 绘制 了 它们 的 图 形 (图 2.1, 图 
中 上 面 为 Maple 程序 , 下 面 依次 为 Ty(z, y),TP(z, y), TE(z, y), Tole, v) 的 图 像 )， 
其 顺序 关系 为 : Tw < Tp < Ti < Tp. 这 4 个 t- 模 的 具体 定义 如 下 : 

最 小 值 t- 模 Tu: Ty(z, y)-min(z, y), 此 t- 模 又 称 为 Gödel t- 模 . 

乘积 t- 模 Tp: Tp(z, y) = z y. 

Lukasiewicz t- 模 Ty: TL(z, y)=max{z + y—1, 0). 


突变 积 (drastic product)t-B Tp : Tp(z, y) = { eie e de € [0,1)2, 


Q Dile ait Yie Forest Style Color prer Projection Amatir 

> Tm:=(x,y)->min(x,y):Tp:=(x,y)->x*y:T1:=(x,y)->max(0,x+y-1) 
Td:-(x,y)-^'if'(0c-x and x«1 and 0<-y and y-1,0,min(x,y)) 
plot3d(Tn(x, y) ,x-0.. 1, y-0. .1) ;plot3d (Tp(x, y) ,x-0. .1,y-0. .1) ; 
plot3d(Tl(x,y) ,x-0. 1, y-0. .1) ;plot3d(Td(x, y) ,x-0. .1,y-0..1); 3 


图 2.1 四 个 基本 t- 模 的 三 维 图 形 (用 Maple 绘制 ) 


ER 4 个 #- 模 之 所 以 称 为 是 “基本” 的, 因为 它们 都 是 各 类 t- 模 的 典型 代表 ， 
其 中 , Tp 和 Tw 分 别 是 最 小 和 最 大 t- 模 (这 里 的 “最 小 "、“ 最 大 ”是 指定 义 2.1.2 
中 逐 点 序 意义 下 的 最 小 、 最 大 ), Tp 和 Ty, 分 别 是 严格 tSURURESE. (nilpotent, WE 
X 2.1.8) t- 模 的 典型 代表 , 且 Tw 是 仅 有 的 对 任意 r Elo, 1] WEF (idempotent, I 
定义 2.1.8) 的 AR. 
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定义 2.1.3 ”满足 下 述 性 质 的 函数 F: [0, 1]x[0, 1] 一 [0, 1] 称 为 一 个 妃子 模 
(t-subnorm) (Yz, y, z €[0, 1]): 

(T1) F(z, y) = F(y, z); 

(12) F(z, F(y, z))- F(F(z, y), z); 

(T3) 当 y < z 时 , 有 F(z, y) < F(z, z); 

(T5) F(z, y) &min(z, y}. 

显然 , 每 个 t- 模 都 是 t 子 模 , t 子 模 未 必 是 t- 模 . 另外 , 每 个 t- 子 模 可 以 通过 重 
新 定义 它 在 单位 正方 形 右上 边界 上 的 值 而 成 为 一 个 c, 即 有 

命题 2.1.1 t F0, 1]x[0, 1 一 [0, 1] 是 一 个 FH, 则 如 下 定义 的 函数 T: 
[0, 1] x[0, 1] —[0, 1] 是 一 个 t-: 


F(zy) (ry € [0,1), 
min(z,y), 其他. 


定义 2.1.4 ”三 角 余 模 (简称 t- 余 模 ) 是 单位 区 间 [0, 1] 上 的 二 元 函数 S, È 
满足 交换 律 、 结 合 律 、 单 调 性 且 带 有 单位 元 0, 即 函数 S: [0, 1]x[0, 1][0, 1] 满足 
以 下 条 件 (Vz, y, z €[0, 1]): 

(S1) S(z, y) = S(y, £); 

(82) S(z, S(y, z)) = S(S(z, y), 2); 

(83) 当 y < z 时 ,有 S(z, y) < Sa, 2); 

(S4) S(z, 0)=z. 

注 2.1.1 (1) 在 模糊 逻辑 中 , 三 角 余 模 (t- 余 模 ) 通常 被 解释 为 “ 析 取 ” (逻辑 
或 ). 

(2) 函数 S: [0, 1]x[0, 1][0, 1] Æ t RR, 当 且 仅 当 有 (ET, 使 得 对 任意 z, 
y e[o, 1], 以 下 两 个 等 价 的 等 式 中 的 一 个 成 立 : 

(C1) S(z,y) 21- T((1 - z), (1 —.y)); 

(C2) T(z, y) 2 1— S((1 — z), (1 — y)). 

(3) 由 条 件 (C1) 确定 的 t R 5 称 为 A T 的 对 偶 t RE (dual t-conorm), 
同样 , 由 条 件 (C2) 确定 的 t- 模 称 为 t 余 模 S 的 对 偶 tH (dual t-norm). 

(4) 与 前 述 4 个 基本 三 模 对 偶 的 基本 t 余 模 分 别 是 

RAK t R Sm : Sw(z, y) max(z, y); 

概率 和 Sp : Sp(z, y) -z*y—2-y; 

Lukasiewicz t 余 模 (有 界 和 )St : Sp (z, y)—min(z + y, 1h 
1, (z,y) € (0, 1]*, 
max(z,y), 其 他 . 


T(z,y) = { 


突变 和 Sp : Sp(z, y) = { 
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定义 2.1.5 (1) 一 个 非 增 函数 N:[0, 1] 一 [0, 1] 称 为 是 否定 , 如 果 满 足 

(N1) N(0)=1, N(1)-0. 

(2) 一 个 否定 称 为 严格 否定 , 如 果 还 满足 

(N2) N 是 连续 的 ; 

(N3) N 是 严格 递减 的 . 

(3) 一 个 严格 否定 称 为 是 强 否定 , 如 果 它 是 对 合 的 , 即 还 满足 

(N4) N(N(z))—z, Yz el0, 1]. 

注 2.1.2 (1) 重要 而 广泛 使 用 的 强 否定 是 如 下 定义 的 标准 否定 Ns: (0, 1][0, 
1], N,(z) = 1— z, Yz €(0,1]. 

(2) 函数 N: [0, 1] 一 [0, 1] 是 一 个 强 和 否定 当 且 仅 当 存在 单调 双 射 g: (0, 1] 一 [0, 1] 
满足 N(z) = g^ (Ns (g(2))), Yz sl0, 1]. 

(3) 如 下 定义 的 Gödel 否定 Ne 不 是 严格 否定 : 


1, z=0, 


aridis | 0, ze(0,1}. 


(4) 给 定 一 个 tT. 及 严格 否定 N, 可 如 下 构 作 一 个 t- 余 模 ( 称 为 是 N 对 偶 
TT): 
S(z,y) = NC'(T(N(2),N(y)), Yz,y € [0,1]. 
EX 2.1.6 BT, S, N 分 别 是 t- 模 、t- 余 模 和 否定 . 称 三 元 组 (T, S, N) 为 
De Morgan 三 元 组 , 如 果 满 足 (Vz, y e[0, 1]) 


T(z,y) = N(S(N(z), N(y)), S(z,y) = N(T(N(z), N(y))). 


注 2.1.3 (1) Æ t- T, (T, S, N) 为 De Morgan 三 元 组 当 且 仅 当 N 是 强 
否定 而 5 是 N HAF T LAE 

(2) 即使 (T, S, N) 为 De Morgan 三 元 组 , 也 未 必 对 任意 x el0, 1] 有 T(z， 
N(z))=0, S(z, N(z))=1, 即 此 时 排 中 律 不 再 成 立 . 

(3) 给 定 一 个 De Morgan 三 元 组 (T, S, N), ([0,1]; T, S, N, 0, 1) 绝 不 可 能 
是 Boole 代数 (因为 要 使 其 满足 分 配 律 , 必须 有 T = Tu, S = Sm. 而 此 时 对 任意 
z €(0, 1] 不 可 能 有 T(z, N(z))=0, S(z, N(z))=1). 

t- 模 、t- 余 模 作 为 二 元 函数 , 自然 有 连续 性 问题 . 显然 , 基本 LE Tu, Tp, T 
及 其 对 偶 t- 余 模 都 是 连续 的 , 而 基本 (BE Tp 及 其 对 偶 二 余 模 不 是 连续 的 . 据 数学 
分 析 的 知识 , 一 个 (8E T:[0, 1]x[0, 1] 一 [0, 1] 是 连续 的 , 当 且 仅 当 对 所 有 [0, 1] 上 的 
收敛 序列 (zn)nen 及 (yn)nen 都 有 


T( lim £n, lim yn)= lim T(zn,ym). 
noo no n= 
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显然 , t- 余 模 S 连续 的 充 要 条 件 是 它 对 应 的 对 偶 HAT 是 连续 的 . 一 般 地, 定义 
域 为 [0, 1]x[0, 1] 的 二 元 函数 , 即使 它 对 每 一 个 变量 分 别 都 是 连续 的 , 也 未 必 在 (0, 
1]x[0, 1] 上 连续 . 但 对 于 t- 模 来 说 , 由 于 它 是 单调 的 , 故 不 会 出 现 这 种 情况 , 即 

命题 2.1.2 ”一 个 t 模 T:[0, 1] x[0, 1] 一 [0, 1] 是 连续 的 , 当 且 仅 当 它 对 于 每 一 
个 变量 是 连续 的 , 即 对 任意 的 zo, yo €[0, 1], 垂直 截 线 T(zo，) 和 水 平 截 线 T(., yo) 
都 是 单 变量 连续 函数 . 

定义 2.1.7 tË T: [0, 1]x[0, 1] 一 [0, 1] 称 为 是 左 连 续 ( 右 连续 ) 的 , 如 果 对 每 
—^ y el0, 1] 和 所 有 非 减 的 ( 非 增 的 ) 序列 (zn)nen 有 


T(lim z,,y) = lim T(r,, y). 
noo neo 


注 2.1.4 (1) 显然 , t- 模 是 连续 的 当 且 仅 当 它 既 是 左 连续 的 又 是 右 连续 的 . 
(2) 突变 积 Tp 是 右 连续 但 非 左 连续 的 t- 模 . 
(3) 如 下 定义 的 七 模 ( 记 为 Ro 或 T"M) 是 左 连续 而 非 右 连续 的 : 


mon =a- ds rc-y&l, 
min{z, y}, ry» l. 

王国 俊 教 授 在 深入 研究 模糊 推理 的 逻辑 基础 时 由 Ro 强 涵 诱导 出 这 一 t- 模 ( 称 
为 Ro t- 模 ), 并 揭示 了 它 的 重要 应 用 价值 ( 见 文献 [10], [28], [29], [33]); Fodor! 
在 研究 具有 换 质 位 对 称 性 质 的 模糊 蕴涵 时 也 诱导 出 该 t- 模 ( 称 为 等 零 极 小 (BR 
nilpotent minimum t-norm). 图 2.2 用 数学 软件 Maple 绘制 了 Ro t- 模 的 三 维 图 形 
及 其 等 高 线 图 . 


I e deem By 
T S A BER 


> R0re(X,y) -> iF (x*yc-1,0 min (x, y)) :plot3d (RO (x, y) ,x«0. .1,y-0. .1) ; 3| 
with(plots):contourplot3d(RO (x,y) ,x=0. .1,y=0. .1,thickness-2) ; 
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2.1.2 ”tt- 模 的 代数 性 质 


用 代数 语言 来 说 , T 是 t- 模 当 上 且 仅 当 ([0, 1]; T, <) 是 具有 单位 元 1 和 零 元 0 
的 可 换 全 序 半 群 . 因此 , 很 自然 地 去 考虑 t- 模 的 代数 性 质 . 特别 地 , 对 于 两 个 t- 模 
* 与 @, 如 果 作为 序 半 群 , ([0, 1]; *, <) 与 ([0, 1]; @, <) 是 同 构 的 , 则 称 t 模 * 与 @ 
同 构 , 即 满足 : 存在 双 射 p:[0, 1] 一 [0, 1], 对 任意 z, y el0, 1] 有 


PZ#Y) = 9p(7) BW), z«y-e(z)«we) 


E UC 与 6 同 构 , 则 有 双 射 p:[0, 1] 一 [0, 1), B. p(0)=0, p(1)=1. 事实 上 , A y 是 
双 射 , 故 存在 zo el0, 1] 使 p(zo)=0. 由 0< zo 得 p(0)< yp(zo)=0, 从 而 %(0)=0, F] 
理 可 证 wp(1)=1. 

EX 2.1.8 RTEA. 

(1) 一 个 元 素 a el[0, 1] WAE T HERT, 如 果 T(a, a) = a. 显然 0, 1 是 任何 
t BEI EAE TC, 故 称 (0, 1) 内 的 蜂 等 元 为 非 平凡 宪 等 元 . 

(2) 一 个 元 素 a e(0, 1) 称 为 是 t HEET, 如 果 存 在 自然 数 n 使 得 on=0, 这 
里 

a^ Seere 0095 

其 中 , z 9y 表示 T(z, y). 

(3) 一 个 元 素 a e(0, 1) 称 为 是 了 的 零 因子 , 若 存在 b e(0, 1) 使 得 Tla, b)=0, 
Hl ac b=0. 

注 2.1.5 (1) 最 小 值 t- 模 Tu 的 守 等 元 集 是 [0, 1] (实际 上 , Tu 是 唯一 满足 
此 性 质 的 t- 模 ), Lukasiewicz t-Bt Tj, 及 突变 积 t- 模 Tp 的 宕 零 元 集合 和 零 因 子 集 
合 是 (0,1), 最 小 值 LE Tu 及 乘积 t- 模 Tp 既 没 有 赛 零 元 又 无 零 因 子 , Tp, T 及 
Tp WAFAA. 

(2) Ro t- 模 (EPH tHE TM) RETRE (0) (0.5, 1], 它 的 宕 零 元 集 是 (0， 
0.5], 它 的 零 因子 之 集 是 (0,1). 

命题 2.1.3 (1) 元 素 a el0, 1] 是 H T. 的 宕 等 元 当 且 仅 当 对 所 有 x Efa, 1] 
有 T(a, z)-min(a, z}. 

Q) 如 果 T 是 连续 t- 模 , 则 a el0, 1] 是 T BREASTS ELDCUXEBERE z el0, 1] 
有 T (a, z)-min(a, z}. 

52.16 (1) 开 区 间 (0, 1) rPZG3EA RT REBEREREAR (09 X RE-RESE (9. 

(2) t+ 模 了 的 每 一 个 蜂 零 元 a 也 是 T 的 零 因子 , 但 反 过 来 不 成 立 (Ro t- 模 就 
是 一 个 反例 ). 
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(3) 一 个 RARATAN CAREN ( 因 知 零 元 必 是 零 因子 , WARF 
元 必 有 零 因子 ; 反之 , 若 T(a, b)=0, a > 0, b > 0, W T(c, c)=0, 这 里 c—min(a, b}. 
这 说 明 , 有 和 零 因 子 必 有 和 客 零 元 ). 

(4) 如 果 a e(0, 1) 是 RHEE, 则 任意 的 e(0, a) ÆRET. 这 说 明 ， 
刀 模 的 寡 零 元 集合 或 者 是 空 集 (如 Tw 和 Tp) 或 者 是 区 间 (0, c)( 或 (0, c). 

定义 2.1.9 TEHA. 

(1) T 称 为 是 严格 单调 的 , 如 果 成 立 

(SM) 当 z >0,y < z ĦA T(z, y) <T(z, z); 

(2) 称 T 满足 消去 律 , 如 果 成 立 

(CL) T(z, y) = T(x, z) 蕴涵 z=0 或 y= z; 

( 

( 


3) 称 了 满足 条 件 消去 律 , 如 果 成 立 

CCL) T(z, y) = T(z, z) > 0 蕴涵 y = z; 

(4) 称 工 是 阿 基 米 德 的 , 如 果 成 立 

(AP) 对 任意 z, y €(0,1), 存在 自然 数 n 使 得 z" < y; 

(5) 称 T 具有 极限 性 质 , 如 果 成 立 

(LP) 对 任意 z €(0,1), lim z^ — 0. 

注 2.1.7 (1) 最 小 值 LE Tu 不 具有 上 述 定义 中 的 性 质 , 而 乘积 t- Tp R 
有 上 述 的 所 有 性 质 . Eukasiewicz t- 模 Ty, 和 突变 乘积 To 是 阿 基 米 德 的 , 且 满足 条 
件 消 去 律 (CCL) 和 极限 性 质 (LP), 但 不 具有 其 他 性 质 (不 满足 (SM) 及 (CL)). 

(2) 如 果 tt T 满足 消去 律 (CL), 则 也 满足 条 件 消去 律 (CCL), 但 反之 不 成 立 
(如 TE). 

(3) 一 方面 , 连续 t- 模 Tu 不 具有 上 述 定义 中 的 代数 性 质 ; 另 一 方面 , 非 连续 
t-A Tp 是 阿 基 米 德 的 且 满 足 条 件 消去 律 (CCL) 和 极限 性 质 (LP), 而 下 述 非 连 续 
t- 模 是 严格 单调 且 满 足 消去 律 : 


zy 
5 (z,y) € [0,1), 
min 
Tid om 其 他 . 


这 说 明 t+- 模 的 代数 性 质 和 连续 性 是 完全 独立 的 . 
命题 2.1.4 UT JE LR, 则 
(1) 全 是 严格 单调 的 当 且 仅 当 它 满足 消去 律 (CL); 
(2) 如 果 T 是 严格 单调 的 , WENA FAREN; 
(3) 如 果 是 严格 单调 的 , 则 它 没有 零 因子 . 
命题 2.1.5” 设 了 是 寻 模 , 则 下 列 条 件 等 价 : 
(1) T 是 阿 基 米 德 的 ; 
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(2) T 满足 极限 性 质 (LP); 

O TRAFARET, HURR lim T(z,z) = zo 时 (这 里 zo (01), 存 
在 yo € (zo,1) 使 得 T(yoyo) = z0. 

定义 2.1.10 (1) HH T 称 为 是 严格 的 , 如 果 它 是 连续 的 且 严格 单调 的 . 

(2) t-Bt T RAER, 如 果 它 是 连续 的 且 任 意 a €(0, 1) 是 T HREP. 


iE 2.1.8 ”由 命题 2.1.4 (1) 知 , t€ T 是 严格 的 当 且 仅 当 它 是 连续 的 且 满 足 
消去 律 (CL). 从 而 每 一 个 严格 t- 模 , 都 满足 条 件 消去 律 (CCL). 

命题 2.1.6130 HARF t- 模 了 都 满足 条 件 消去 律 (CCL). 

证 了 明 BÆ T(z, y) = T(z, z) H y <z. 因 了 是 连续 的 , 故 存在 u elo, 1) 使 

= T(z, u). 于 是 由 结合 律 得 T(z, z) = T(z, y) = T(z, T(z, u)-T(T(z, z),w). 应 

用 归纳 法 得 , 对 任意 自然 数 n 有 T(z, z) = T(T(z, z)ww"). HF T JERESERS, a 
T(z, z) = T(T(z, z), 0)=0. 这 说 明 T 满足 条 件 消去 律 (CCL). 

命题 2.1.7 ”对 于 函数 T: [0, 1]x [0, 1] 一 [0, 1, 下 列 条 件 等 价 : 

(1) T 是 严格 t 

(2) T 同 构 于 乘积 t- 模 Tp, 即 存在 严格 递增 的 双 射 p: [0, 1] 一 [0, 1], 对 任意 z, 
y € 0, 1] Æ T(z, y)=p (Te(e(z), v(y))) ^ e^ (olz) : (y). 

命题 2.1.8 ”对 于 函数 T: [0, 1]x (0, 1] 一 [0, 1], 下 列 条 件 等 价 : 

(1) T ERF t- 模 ; 

(2) T 同 构 于 Lukasiewicz t- 模 Ty, 即 存在 严格 递增 的 双 射 p: [0, 1] 一 [0, 1], 对 
任意 rz y € [0, 1] 有 T(z, y)! (Telele), p(y))) = e^ (max{p(z)+p(y) — 1, 0)). 

命题 2.1.9035 ”每 一 个 左 连续 阿 基 米 德 t- 模 必 是 连续 的 . 

命题 2.1.10 ”对 于 任意 的 (ET, 下 列 结论 成 立 : 

(1) 如 果 T 是 右 连续 的 且 仅 有 平凡 军 等 元 , 则 是 阿 基 米 德 的 ; 

(2) WR T 是 右 连续 的 且 满 足 条 件 消去 律 (CCL), W T 是 阿 基 米 德 的 ; 

(3) 如 果 对 任意 zo e(0, 1) 有 dm T(z,z) < zo, W T 是 阿 基 米 德 的 ; 

(4) 如 果 是 严格 的 , 则 是 阿 基 米 德 的 ; 

(5) 如 果 任 意 z e(0, 1) 都 是 T HREL, 则 T 是 阿 基 米 德 的 . 

关于 t- 模 的 各 种 代数 性 质 之 间 的 关联 关系 可 总 结 于 图 2.3, 其 中 空心 箭头 表示 
ABAR, 虚 箭 头 表示 在 连续 t- 模 的 条 件 下 相应 的 蕴涵 关系 成 立 . 在 图 2.3 中 没有 
指明 联系 的 代数 性 质 之 间 不 存在 一 般 的 蕴涵 关系 . 
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“二 工 仅 有 平凡 罕 等 元 


图 2.3 tt- 模 的 各 种 代数 性 质 之 间 的 逻辑 关系 


定理 2.1.1 ”对 于 连续 阿 基 米 德 (BET, 下 列 条 件 等 价 : 

(1) T EE; 

(2) T HREH: 

(3) T 有 零 因子 ; 

(4) T 不 是 严格 的 . 

注 2.1.9 (1) 由 定理 2.1.1 知 , 连续 阿 基 米 德 ANAR: 寡 等 的 和 严格 的 ， 

(2) 由 定理 2.1.1 及 命题 2.1.6、 命 题 2.1.10 (2) 知 , 连续 t- 模 是 阿 基 米 德 的 当 且 
仅 当 它 满足 条 件 消去 律 (CCL). 

定义 2.1.11 设 T 是 一 个 t 模 ,S 是 一 个 t 余 模 . 称 了 对 S 是 分 配 的 , 如 果 


T(z,S(y,z)) = S(T(z,y), T(z, 2)), Vz,y,z € [0,1]. 
称 S$ 对 了 是 分 配 的 , 如 果 
S(z,T(y,z)) = T(S(z,y),S(z,z), Yz,y,z € [0,1]. 


如 果 工 对 5 是 分 配 的 且 SOM T 也 是 分 配 的 , 则 称 (T, 5) 为 分 配对 . 
命题 2.1.11 T RE (CR, S 是 上 余 模 , 则 
(1) S 对 了 是 分 配 的 当 且 仅 当 了 = Ty; 
(2) T 对 S 是 分 配 的 当 且 仅 当 S = Sm; 
(3) (T, S) 是 分 配对 当 且 仅 当 T= Tu. B. S = Sm. 


2.3. 与 t- 模 相伴 的 剩余 蕴涵 


在 模糊 逻辑 中 , 不 同 的 系统 涉及 不 同 的 蕴涵 算 子 , 而 常见 的 模糊 逻辑 系统 都 选 
用 与 t- 模 相伴 的 比 涵 算 子 , 即 剩余 蕴涵 . 同时 , 剩余 格 (下 节 详 细 介 绍 ) 作为 tS 
剩余 蕴涵 的 更 一 般 的 代数 抽象 , 对 模糊 逻辑 及 其 在 格 上 的 抽象 拓 广 (参见 Pavelka 
的 系列 论文 099) 有 重要 意义 . 

EX 2.1.12] 3 o Æ (0, 1] 上 的 世 模 , R:[0, 1]x[0, 1 一 [0, 1 是 [0,1] 上 的 
二 元 函数 . 如 果 
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z@y <z 当 且 仅 当 z « R(y,z), Vr, y, z € [0,1], 
则 称 R 是 与 e 相伴 随 的 蕴涵 算 子 , 同时 称 (@, R) 为 伴随 对 . 此 时 常 记 R(z, v) 为 
zy. 
注 2.1.10 “与 4 个 基本 (E Tu, Ti, Tp, To 及 T"M( 即 Ro t- 模 ) 相伴 随 的 
蕴涵 分 别 是 


Ru (z,y) = { b ?< y，(Gadal 比 涵 算 子 ,有 时 记 为 Re); 
y T>Y 


Ry(z,y) = min{1 -£ +y, 1) (Lukasiewicz AE IRSE, 也 称 为 有 界 萄 涵 算 子 ); 
reen) =f ls z=0, 


x (Goguen 蕴 涵 , 也 称 为 概率 蕴涵 算 子 ); 
min{1,y/z}, z>0 


Rp(z,y) = l * ir 7 (AIRAL, MUR o REH); 
1 Ty, 


Ro(z,y) = { (Ro Zi ifi, 也 称 为 修正 的 Kleene 蕴涵 ). 


max(1-z,y) z»y 

定理 2.1.20]. i$ & 是 [0,1 上 的 左 连续 cB, FE [0, 1] 上 定义 二 元 运算 
一 如 下 : 

z — y =sup{a E [0,1jla@z< 让 ，Yz,y € [0,1](sup 表 示 集 合 的 上 确 界 )， 
则 

(1) 一 是 与 @ 相伴 随 的 蕴涵 算 子 , 即 x @y < z 当 且 仅 当 zx < y z. 

(2) y 一 z=1 ERÄ y < z; 

(3) z <y 一 z 当 且 仅 当 y «zz: 

(4) z > (y > 2)=y > (z > z); 

(5) l> z =z; 

Gv Aa= Ao (Va) >= A Gio) 

ier iel ier ier 
(7) y> 2 XT z 单调 递增 , 关于 y 单调 递减 , 即 


zi K2z-y—an&yozyuty-yz&yoz 


定义 2.1.1300 i — Æ [0, 1] 上 的 二 元 运算 , 如 果 一 满足 定理 2.1.2 中 的 
性 质 (2)~(7), 则 称 一 为 [0, 1] 上 的 正则 蕴涵 算 子 . 

注 2.1.11 (1) 由 定理 2.1.2 知 , 与 左 连续 t- 模 相伴 随 的 蕴涵 算 子 是 正则 蕴涵 
算 子 . 
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(2) EX 2.1.7 给 出 模 左 连续 的 定义 . 事实 上 , 左 连续 有 如 下 的 充 要 条 件 : t_ 模 
T 是 左 连续 的 当 且 仅 当 


T (s V s) = VT(ab), Va,b € [0,1]. 
[ ier 


定理 2.1.90 — d 一 是 (0, 1] 上 的 正则 蕴涵 算 子 , 若 在 [0, 1] 上 定义 二 元 运 
算 @ 如下; z @y=inf{a el0,1]lz < y — a ), Yz, y E[0,1](inf 表示 集合 的 下 确 界 ), 则 

(1) z@y < z 当 且 仅 当 zz < y 一 z; 

(2) & 是 [0, 1] 上 的 i; 

(3) @ 是 左 连续 的 . 

EX 2.1.1400) 3 已 是 偏 序 集 , P 上 的 二 元 运算 @ 与 一 叫做 互 为 伴随 , 若 
以 下 条 件 成 立 : 

(M0) @:Px 书 一 己 是 单调 递增 的 ; 

(R0) >:P x 尸 一己 关于 第 一 个 变量 是 不 增 的 , 关于 第 二 个 变量 是 不 减 的 ; 

(A)aeb«c?4HfUS a«b— c a b, ce P. 
这 时 , (@, 一 ) 叫做 P 上 的 伴随 对 . 

命题 21.1207 4 已 是 偏 序 集 , (8, 一 ) 是 已 上 的 伴随 对 , a € P, 则 下 列 条 
件 成 立 ( 当 两 边 出 现 的 并 或 交 都 存在 时 ): 

(M1) (vs) Ba= Vs 8a); 


(R1) a > Ayi = Aa => yi). 


定理 2.1.40) it L ERAR, 其 最 小 元 、 最 大 元 记 为 0 和 1. 
(1) 设 映射 @:Z x L — L 满足 条 件 (M0) 和 (M1), 则 有 满足 (R0) 的 唯一 映射 
一 江 x 工 一 工 使 (A) RÙ, H s — y-sup(a € Lja 8z < y}, z, y € L. 
(2) 设 映射 一 :L x 工 一 工 满足 条 件 (R0) 和 (R1), 则 有 满足 (M0) 的 唯一 映射 
&iLx L> L Af (A) 成 立 , 且 z@y=inffas Llz < y > a}, z, y € L. 
定理 2.1.50) i P 是 偏 序 集 , (5, 一 ) 是 P 上 的 伴随 对 , 则 下 列 条 件 (Mi) 
与 (Ri) 等 价 (i—2, 3,…, 8; 对 于 i—2, 指 当 等 式 两 边 出 现 的 并 或 交 都 存在 时 等 式 成 
Xp ; 
M2) a@ (Vai) = Voz). (R3) (Vu) = a= Av — 9). 
(M3) (485) & e «ao (beo. (R3) b— c < (a 5 5) — (a — o). 
(M4) ag 1— a. (R4) a-1— a. 
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(M5) 1@a=a. (R5) a <b 当 且 仅 当 a 一 b=1. 
(M6) a@b=b®a. (R6)a«b— c "ARBUS b«a— c. 
(M7) (a5) c2a&(bGc). (R7) a b& (aec) — (b&c). 
(M8) (a$5) 6c a (b&c). (R8) (a 8b) —^c-a— (b c). 
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“剩余 格 ”的 概念 最 早 来 自 对 环 的 理想 格 的 研究 , 可 参见 Ward 及 Dilworth 于 
20 世纪 30 年 代 发 表 在 美国 著名 学 术 期 刊 Transactions of the American Mathematic 
Society 上 的 论文 097.38, 近年 ,一 批 学 者 从 泛 代数 的 角度 对 剩余 格 进行 了 系统 研 
究 , 集中 反映 在 文献 139]~[144] 中 . 有 趣 的 是 , 模糊 逻辑 的 理论 基础 研究 与 剩余 格 
密切 相关 , 引言 中 提 到 的 各 种 t- 模 基 模 糊 逻 辑 系统 均 建立 在 剩余 格 的 基础 上 . 事实 
E, 剩余 格 与 逻辑 的 密切 关系 不 仅 反映 在 模糊 逻辑 方面 . 例如 , 文献 [140] 中 指出 剩 
余 格 的 另 一 名 称 叫 做 整 直觉 线性 代数 (integral intuitionistic linear algebra), 它 源 自 
直觉 线性 逻辑 ; 文献 [145] 全 面 阐述 了 剩余 格 在 子 结构 逻辑 (substructural logic) 中 
的 重要 作用 ; 又 如 , 基于 剩余 格 的 格 值 逻辑 在 计算 机 科学 中 同样 有 重要 意义 , 可 参 
阅 文献 [146]~[149]. 

同时 , 正 因为 剩余 格 的 重要 性 , 它 成 为 多 个 数学 分 支 的 研究 课题 , 从 而 也 造成 其 
定义 的 多 样 性 . 例如 , 通常 模糊 逻辑 中 剩余 格 的 定义 (如 文献 [10], [22], [136]), 实质 
上 是 指 可 换 剩余 格 , 且 与 文献 [139] 中 可 换 剩余 格 CRL 不 同 , 后 者 并 不 要 求 有 界 ( 即 
不 一 定 存在 最 大 元 和 最 小 元 ) 且 单 位 元 e 并 不 一 定 是 最 大 元 1; 在 非 可 换 模 糊 逻 辑 
的 研究 中 涉及 非 可 换 的 剩余 格 , 它 与 文献 [141], [143] 中 的 RL 也 不 尽 相同 . 一 些 学 
者 更 习惯 使 用 (可 换 ) 格 序 剩余 么 半 群 ( 独 异 点 ), 即 (commutative) lattices-ordered 
residuated monoid, 这 样 的 代数 学 名 称 . 为 了 不 引起 混乱 , 也 照顾 模糊 逻辑 学 界 的 习 
惯 , 本 书 使 用 “可 换 剩余 格 ” 和 一 般 “剩余 格 ”的 名 称 , 且 要 求 是 有 界 格 、1 既是 最 
大 元 又 是 单位 元 . 同时 , 对 更 一 般 的 剩余 结构 , 则 从 代数 学 角度 称呼 它们 . 本 节 先 介 
绍 可 换 格 序 剩余 么 半 群 、 可 换 剩余 格 等 概念 , 它们 可 看 成 t- 模 及 其 剩余 剖 涵 的 代数 
抽象 ; 2.4 节 再 以 伪 t- 模 为 背景 介绍 一 般 剩 余 格 的 基本 理论 . 


2.2.1 可 换 格 序 剩余 么 半 群 

EN 2.2.10139-140.142) 序 代 数 结构 (L; ©, A, V, 一 , e) 称 为 是 可 换 格 序 剩余 么 
半 群 (或 格 序 可 换 剩余 么 半 群 ), WR: 

(1) (L; @, e) 是 可 换 么 半 群 , 其 中 , e 为 单位 元 ; 

(2) (L; ^ V) 是 格 , 其 序 关系 为 <; 

(3) 对 任意 z,y, zeL,ozSy&zer&yoz. 
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一 个 可 换 格 序 剩余 么 半 群 称 为 是 整 的 (integral), 如 果 对 任意 z € L, z < e. 此 时 ， 
习惯 上 记 e 为 1. 

注 2.2.1 “可 换 格 序 剩余 么 半 群 未 必 有 零 元 ( 指 最 小 元 ). 按 文献 [142] 的 说 法 ， 
有 最 小 元 0 的 可 换 格 序 剩余 么 半 群 又 称 为 RL。- 代 数 , 有 最 小 元 0 的 整 可 换 格 序 剩 
余 乏 半 群 又 称 为 FLew- 代 数 . 

定理 2.2.1039,M41,144 W (L; @, A, V, >, e) 是 可 换 格 序 剩余 么 半 群 , JU (Ve, 
y, z EL) 

(1)e—5z-2z,e&rzc 

(2z«y&exz— yl LEH, WA z«yery-l) 

(3) 18 (z >y) < y; 

(4) z> (y > 2)= (r&y) > z=y > (2 > 2); 

(5) (z > e) 8 (y > e) < (OY > e; 

(6) z > (y A z)=(z — y) ^(z > 2); 

(7) (z Vy) > z=(z > 2) A (y > 2); 

(8) z >y < (z > 1) > (z > y),z > £ < (z > y) > (z =y); 

(9) z > y < (z 9 2) > (z 9y); 

(10) z & (y V z)-(z 8 y) V (z & 2); 

(11) 如 果 工 有 最 小 元 0, 则 工 也 有 最 大 元 1, 且 2890-0, 0 一 2-1, z 1-1. 

定理 2.2.2 V (L; Q, ^, V, —, e) 是 可 换 格 序 剩余 么 半 群 , 则 (vz, y, ze L) 

() z «y (8); 

(2z«y-2z82&y982. 

证 明 (1) 由 定理 2.2.1(4) 得 z 一 ly — (z 8 y)]-(z & y) > (x & y), 再 由 定理 
221(1) f8 e < (z& y) > (z& y) = z ^[y > (z & y)), 由 此 应 用 定理 2.2.1(2) 得 
z&Ky-(z8y) 

(2) 设 z < y, 则 由 (1) 得 y < z > (v82), 从 而 z < z 一 (y @z)， 由 定义 
2.2.1(3) 得 rz@z<y@z- 

注 2.2.2 ”上 述 结论 (2) 表明 , 可 换 格 序 剩余 么 半 群 (L; @, ^, V, 一 , e) 中 序 
< 与 运算 e 相 容 , 即 按 定义 1.4.1, (L; @, <S) 确实 是 格 序 半 群 . 

设 (P; <) 是 偏 序 集 , P 上 的 可 换 二 元 运算 o 称 为 是 可 剩余 的 , WREE P 上 
的 二 元 运算 一 使 得 (Yr, y, ze P) Zz@y &«zer&yo z 容易 验证 , TRÄ, 
运算 @ 是 可 剩余 的 当 且 仅 当 存在 P 上 的 二 元 运算 一 使 得 以 下 等 式 成 立 199140. 

(1) z&(yVz)- (z 8y) V(r82) 

(2) z > (y ^ z2)= (£ > y) A (z > z); 

(3) [r 8 (z > y)vu = y; 

(4) [z > (z WY =y. 
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因此 , 下 述 结论 成 立 . 

定理 2.2.3031 所 有 可 换 格 序 剩 余 么 半 群 构成 的 类 是 一 个 簇 . 

例 2.2.1 W L-(0,e 1), 规定 二 上 的 序 关系 为 0< e < 1, L 上 的 两 个 二 元 
运算 o, — 分 别 定义 如 表 2.1 及 表 2.2, N L 是 可 换 格 序 剩余 么 半 群 , 而 最 大 元 1 
与 单位 元 e 不 相同 . 


注 2.2.3 ”在 可 换 格 序 剩余 么 半 群 中 , 格 分 配 律 一 般 不 成 立 , 参见 文献 [139] 中 
的 Example 1.1 (可 从 任意 一 个 含有 原子 的 有 界 格 出 发 , 构造 一 个 可 换 格 序 剩余 么 
HR. 

EX 2.2.20) W (L; @, ^, V, 一 , e) 是 可 换 格 序 剩余 么 半 群 , C C LL 称 C 
是 工 的 一 个 凸 子 代数 (convex subalgebra), 如 果 C 是 L 的 子 代数 且 (Vr, y € C) T 
znlycc. 

注 2.2.4 ”对 于 偏 序 集 (L; <), Vn y € L, Æ z < y, W fan | y={2 € Lje < 
z < y)-r, y. 工 的 子 集 C 是 (L; <) 的 凸 子 集 当 且 仅 当 (Yr, y € C, z <y, 
zeLpg&z&y-ozeC. 

定理 2.2.4399] i (L; @, A, V, 一 , e) 是 可 换 格 序 剩余 么 半 群 , 则 

(1) 设 互 是 工 的 凸 子 代数 , 令 


0n=={(a,b)eLxL| 存 在 he 有 使 得 a@h<b 且 b@h<a} 


= {(a,b) € Lx L|(a = b) ^e € H H (b— a) ^e € H}, 


W 04 是 工 上 的 同 余 关 系 . 

(2) 设 9 是 工 上 的 同 余 关 系 , $ Ho={a € L| (a, e) € 0), W Ho Æ L HNF 
代数 . 
2.2.2 WAGE A E EGET 


本 节 从 24 节 中 的 “伴随 对 ”概念 出 发 引入 可 换 剩 余 格 , 将 会 看 到 它 实 际 上 就 
是 2.1 节 定义 的 有 最 小 元 0 的 整 可 换 格 序 剩余 乏 半 群 , 即 PLU 代数 . 

定义 2.2.30) 有 界 格 L 叫 可 换 剩 余 格 (commutative residuated lattice), 若 

(1) L 上 有 伴随 对 (8, 一 ); 

(2) (L; &, 1) 是 带 单位 元 1 的 交换 半 群 , 这 里 1 是 L 的 最 大 元 . 

定理 2.2.50 ik (L; @, —) 是 剩余 格 , 则 
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(1) (Mi) 5 (Ri) 都 成 立 (i=0, 1, .…, 8) (关于 (Mi) 与 (Ri), 见 定理 2.1.5 等 ); 

(2a&b«a^b; 

(3) a — (b^ c)=(a — b) ^ (a — c), (a V b) — e-(a — c) ^ (b c). 

文献 [22] 中 的 Definition 2.3.2 也 给 出 可 换 剩余 格 (residuated lattice) 一 个 定 
X, 下 面 将 证 明 这 两 者 是 等 价 的 , 即 有 

定理 2.2.6 RA 4 个 二 元 运算 和 两 个 常 元 的 代数 结构 ( ^, V, 8, 一 , 0, 1) 
是 可 换 剩余 格 , 当 且 仅 当 满足 : 

(1) (L; ^, V, 0, 1) 是 有 界 格 , 相应 的 序 为 <, 0、1 分 别 是 最 小 元 和 最 大 元 ; 

(2) (L; &, 1) 是 具有 单位 1 的 可 换 半 群 ; 

(3) Va, b, cE La@b<c 当 且 仅 当 a < b c. 

证 了 明 ”由 定义 2.1.14 及 定义 2.2.3 知 , 可 换 剩余 格 一 定 满足 上 述 条件 (1)~(3). 

假设 (L; ^, V, @, 一 , 0, 1) 满足 上 述 条件 (1)~(3), 下 证 (L; @, —) 是 可 换 剩余 
格 , 根据 定义 2.1.14 及 定义 2.2.3, 只 需 证 明定 义 2.1.14 中 的 (M0) 与 (RO) 成 立 . 

WacbceL. Bibec«bec, NH (3) füb«c— boc 于 是 a<c 一 b@c, 
再 次 应 用 (3) 得 ag c« boc. 由 于 @ 是 可 换 的 , 故 c@a cob. 这 说 明 @ 是 单 
调 递增 的 , 即 (M0) 成 立 . 

设 a<bceL 由 c 一 a<c 一 a, 应 用 (3) 得 (c 一 a)@c< a 于 是 
(c 一 a) @c<b, 再 次 应 用 (3) 得 c 一 a < c — b. 这 说 明 一 关于 第 二 个 变量 不 减 . 

设 a<b,ceL 由 b 一 c<b 一 c, 应 用 (3) 得 (6 一 c)@b<c. 由 于 @ 是 
可 换 的 , 故 b8@ (b 一 c)=(b 一 c) @b « c. 再 次 应 用 (3) 得 b< (p c) ^ c. 于 是 
a€b&(b—c)— c. 第 3 次 应 用 (3) 得 a@(b 一 c)<c. 再 次 应 用 @ 的 可 换 性 得 
(6 一 c)@a<c. 第 4 次 应 用 (3) 得 b 一 c< a 一 c. 这 说 明 一 关于 第 一 个 变量 不 
增 . 总 之 , (RO) RX. 

根据 以 上 定义 和 结论 , 2.1 节 所 述 的 可 换 格 序 剩余 么 半 群 及 伴随 对 的 所 有 性 质 
在 可 换 剩余 格 中 均 成 立 . 下 面 给 出 可 换 剩余 格 的 一 些 新 性 质 , 它们 在 后 续 内 容 中 都 
有 应 用 . 

定理 2.2.7 ” 设 (L; @, ^, V, 一 , 0, 1) 是 可 换 剩余 格 , 则 (Yr, y, z € L) 

0)z&yc 

(2) z Vy «[(z > y) > yy — 2) > al; 

(3) z — y < (z V 2) > (y V z); 

(4) 18 (y Az) < (1 8y) A (282); 

(5) z— y <$ (z A2) > (y ^2). 

证 明 (1) 由 y <1 f 1> z «y 一 z( 应 用 定义 2.1.14(RO), X 1> z = z(I 
用 定理 2.1.5(R4)). FÆ r <y> z. 
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(2) 由 定理 2.2.1 (3) 得 ze (z y) «y, FÆ z < (£ > y) > y. 又 由 (1) 得 
y < (z >y) >y, ĦU zVy < (z — y) y 类 似 地 , z Vy < (y > z) c. 于 是 
zVyX[(z — y) > yy — z) — a]. 

(3) 由 (1) 得 z < (z — y) — z, 由 伴随 性 及 @ 可 换 性 得 (z >y) z < z. 又 据 
定理 221(3) 及 @ 可 换 性 得 (z — y) ez < y. 从 而 , [(z — y) &z]v[(z — y) 8 z« 
yVz. 应 用 定理 22(10), [(z 一 y) $z|v[(r — y) 8 z]|-(z > y) 8 (z v z), 于 是 
(Zz 一 Y)@ (zVz) < yvz. 再 应 用 伴随 性 得 z y< (ZV z) (y V 2). 

(4) 由 yAz < y, 应 用 定理 2:222) 得 ze (y^z) < z@y. 同 理 可 证 z@ (yAz) < 
7@z. FÆ, zG(y^z) «(8 y) (182). 

(5) 由 (1) 得 z < (c > y) > z, 由 伴随 性 及 @ 可 换 性 得 (r2 y)8z«z. 又 据 
定理 2.2.1 (3) 及 @ 可 换 性 得 (z 一 y) or < y. 从而, ((z > y) @ zjA[(z > y) e z]« 
yaz. 应 用 刚 证 明 的 (4), (z > y) @ (zA z) <[(z — y) @ a]A((z — y) ez, 于 是 
(r— y) 8(z^z) «y^z. 再 应 用 伴随 性 得 z 一 y < (z ^z) — (y Az). 

下 述 例子 表明 , 与 定理 22.1 (10) 不 同 , 定理 2.2.7 (4) 中 的 不 等 式 在 一 般 可 换 
剩余 格 中 不 能 改 为 等 式 . 

812.22. W L-(0, a, b, c, d, e, 1), 其 上 的 二 元 运算 —, o 按 表 2.3、 表 2.4 
的 方式 定义 , 其 序 < 的 定义 如 图 2.4 所 示 , W (L; A, V, @, —, 0, 1) 是 可 换 剩余 格 ， 
且 


d&(b^c) -0£a-— (d&5) ^ (d&c). 
此 外 , L 不 是 分 配 格 , 因为 dv (b^ c) # (dv) ^ (dv c). 


表 2.3 运算 “一 ”的 定义 表 2.4 运算 “@” 的 定义 
—2|0a bc e€|0abcden1 s 
(EE EE 0|00000 0 0 
a|e 11 1 4|0000002.e , d 
b|bele b[00002a2 25 
c|ceec1 c|00a024a24c ^ 
d|d e ee dlooaaoad 
elaeee elooaaaae 
1|o a bc Laa b oe dw o 

图 2.4 序 关系 图 


事实 上 , 可 以 借用 数学 软件 Mathematica 验证 (L; ^, V, 8, —, 0, 1) 是 可 换 剩 
余 格 , 如 图 2.5 所 示 (程序 中 仅 验证 结合 律 和 伴随 性 ， 其 余 条 件 是 显然 成 立 的 ). 
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Forks lx<arkttrIETL2CIL LZE), KIJI] AL2CEL2TUA, $11, KIJ, a1 «1111: 


az= 0; 
Forf e1, i48, ite, 
ForD «1,348,355, 
For[k- 1, k« 8, kis, 
XfL GAL, LACES, X)3) 7) 66 GAEULZE 32 XH. 180) HE 
(GALE LIED, XIII] fa 7) 66 QAEL2LS, 311; KII =e 7), a2e4111: 
If[a1-- 8&6 a2 = 0, Print(*true"], Print[*false"]] 


true 


图 2.5 用 Mathematica 软件 验证 剩余 格 


以 下 讨论 可 换 剩 余 格 的 滤 子 . 

定义 2.2.4 WE (L; V, ^, Q, >, 0, 1) 是 可 换 剩余 格 , FF 是 工 的 非 空 子 集 , F 
称 为 是 工 的 一 个 滤 子 , 如 果 

(Fl)aeF,beF-a&GbeF; 

(F2aeF,acb-beF. 

ikz.2.5 d$ 己 是 可 换 剩 余 格 L 的 滤 子 , 由 于 F 非 空 , 故 由 (F2) 知 1e F. 

定理 2.2.8 WE (L; V, ^, @, 一 , 0, 1) 是 可 换 剩余 格 , F 是 L 的 非 空子 集 , 则 
F È LERTE F 是 (L; V, ^, @, 一 , 1) 的 凸 子 代数 . 

证 明 ”由 定义 2.2.2 及 注 2.2.4 易 知 : 可 换 剩 余 格 中 凸 子 代数 必 是 滤 子 . 

M F 是 工 的 滤 子 , (F2) 易 知 已 是 工 的 凸 子 集 , 即 (Va, b € F, a « b, 
ceLa&c&b-ceF. FüE F E (L; V, ^, Q, 5, 1) 的 子 代 数 . 

(1) 由 (F1) 知 F 对 运算 @ 是 封闭 的 . 

(2) #¥ z, y € F, f (F1) 得 z@yeF, 应 用 定理 22.5 (2) 知 z@y<zAy, 据 
(F2) 8 z ^y € F, 即 下 对 运算 人 入 封闭 . 

(3) 若 z,yeF, 由 z<zVy, 应 用 (F2) 得 zVye 下 , 即 下 对 运算 Vv 封闭 . 

(4) 若 z,yeF, 由 y<z 一 y, 应 用 (F2) 得 z 一 ye F, BI F IZN 一 封闭 . 

所 以 下 是 (L; V, ^, &, >, 1) 的 凸 子 代数 . 

注 2.2.6 ”上 述 论述 中 不 能 写成 “F 是 (L; V, ^, @, 一 , 0, 1) 的 子 代数 ”, 因为 
从 泛 代数 角度 说 只 有 当 F 对 零 元 运算 “0” 也 封闭 时 , FP 才 是 (L; V, ^, @, 一 , 0, 1) 
的 子 代数 . 

命题 2.2.1 WE (L; V, ^, Q, 一 , 0, 1) 是 可 换 剩 余 格 , FCL, WW F EL iue 
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子 当 且 仅 当 满足 以 下 条 件 : 

(F3) le F; 

(FÁVz,yeL,(reF,r—5yeF)-ycFrF. 

证 明 ”假设 F 满足 (F3) 和 (F4)， 显 然 , zeFHzckytM,H() 
得 z — y-le F, H (F4) f y € F, 即 定义 2.2.4(F2) 成 立 如 果 r, y € F, 由 
定理 2.21(4) 可 得 z — (y > (x8 y))-(z& y) > (z 8 y)= le F, 应 用 (F4) 得 
y > (28y) € 下, 进而 z@y ee F, 即 (F1) 成 立 , 从 而 下 是 一 个 滤 子 . 

反之 , 假设 已 是 工 的 一 个 滤 子 . 显然 , 此 时 (F3) 成 立 . WR zz 一 ye FU 
用 定义 2.2.4(F1) 得 z @ (z — y) € F. 而 应 用 定理 2.2.7(2) 可 得 z < (z > y) >y, 
于 是 z@(z 一 y) <y, 从 而 ye 下 ( 由 定义 2.2.4(F2)), 说 明 (FA) RX. 

由 定理 2.2.8 及 定理 2.2.4, 并 应 用 泛 代数 知识 (定理 1.4.8 及 定理 1.4.9), 可 证 
可 换 剩余 格 的 下 述 商 结构 定理 : 

定理 2.2.9. W (L; Q, ^, V, 一 , 0, 1) 是 可 换 剩余 格 , F Æ L 的 一 个 滤 子 , 则 

(1) ~r 是 上 上 的 (S, ^, v, 一 )- 型 同 余 关 系 , 这 里 vr 定义 为 


Va,b € L,a ~p b HAHAH (a be F,b— ac F). 


(2) (L/ ~r; &, ^, V, 一 , [0], (1]) 也 是 一 个 可 换 剩余 格 , 其 中 , Z/ p 为 商 集 ， 
L| ~r 上 的 运算 @, ^, v, 一 是 工 上 相应 运算 的 自然 拓展 ( 见 定义 1411), L/ ~ 
上 的 序 关 系 定义 为 Va, b € L, [a]«[b] 当 且 仅 当 a — be F. 

注 2.2.7 ”由 于 在 泛 代数 中 , 常 元 被 看 成 零 元 运算 , 所 以 应 用 定理 2.2.4( 及 定 
理 1.4.9) 只 能 得 到 (L/ ~r; @, ^, V, 一 , [1]) 是 一 个 可 换 剩余 格 序 么 半 群 , 而 它 是 整 
的 且 [0] 是 最 小 元 的 结论 , 则 需要 应 用 Z/ ~r 上 序 关 系 的 定义 以 及 0, 1 的 特点 进 
行 验证 . 
2.2.3 TURRETS HREF 


EX 2.2.5 V (L; V, ^, €, 一 , 0, 1) 是 一 个 可 换 剩 余 格 , L 的 一 个 滤 子 F ER 

为 是 素 滤 子 , 如 果 

(F)VryeLzrz—yeFRy—rcF. 

i£ 2.2.8 (1) 由 定理 2.2.9 及 素 滤 子 的 定义 易 得 

F 是 素 滤 子 当 且 仅 当 (L/ ~r; @, ^, V, —, [0], [1]) 是 线性 序 的 . 

(2) 与 定义 1.2.16 不 同 , 上 述 素 滤 子 是 针对 可 换 剩 余 格 的 (与 运算 o 有 关 ). 为 
区 别 , 称 定义 1.2.16 中 的 素 滤 子 为 格 素 滤 子 . 

命题 2.2.2 B 已 是 可 换 剩 余 格 L 的 一 个 素 滤 子 , 则 FEL 的 格 素 滤 子 . 

证 明 首先, 由 定理 2.2.5 (2) 及 定义 2.2.4 知 , 可 换 剩 余 格 的 滤 子 一 定 是 格 滤 
CT. 其 次 , 如 果 z Vy cF, 由 素 滤 子 定义 知 z 一 ye 或 y -ze F. 不 妨 设 
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z> y€ F, HEM 2.2.7(2), £ V y < (z > y) > y, 从 而 (£ > y) 一 ye F. 应 用 命 
题 2.2.1(F4) 得 , y € F. 同 理 , 从 y > ze F 出 发 可 得 z e F. 所 以 FERRET. 
下 例 说 明 可 换 剩余 格 的 格 素 滤 子 未 必 是 素 滤 子 . 
例 2.2.3 Üt L={0, a, b, c, d, 1}, 工 上 的 序 关 系 如 图 2.6 MR, L 上 的 二 元 运 
算 @ 规定 为 z @y = z 人 y, > 按 表 2.5 的 方式 定义 . 


1 


图 2.6 序 关系 图 


可 使 用 图 2.7 所 示 的 Mathematica 程序 验证 (L; V, ^, @, 一 , 0, 1) 是 一 个 剩余 


TELAN, LALO, KINI) ~- 6) && CLP, 311; XII t+ 6), 23e 111: 
Itale 0&6 at enO Gé adne 0, Print[*ture*], Print[*false']] 


图 2.7 剩余 格 的 Mathematica 验证 程序 


取 ={1, a}, 则 下 是 工 的 一 个 滤 子 . 容易 验证 下 满足 rvycFsreF R 
yEF, 但 c 一 d# FF 且 4d 一 cq 下, 这 说 明 下 是 工 的 一 个 格 素 滤 子 而 不 是 素 滤 子 . 
定义 2.2.6” 设 工 是 一 个 可 换 剩余 格 , g 了 关 六 CL. 记 
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[X)={a € L| 存在 11,22, ---, zn € X 使 得 11922 9 --- @zn <a}, 

称 [X) 是 由 和 生成 的 滤 子 . 容易 验证 , [X) 是 包含 X 的 最 小 滤 子 . 

在 可 换 剩余 格 工 中 , Vr € L, z^ 可 如 下 递归 地 定义 : z0=1, zl = z, 25 一 
stor, keN. 

定理 2.2.10 Ub F 是 可 换 剩 余 格 工 的 滤 子 , c c L, 则 

[FU(z])-tv € L| 存在 非 负 整数 n 使 得 2^ 一 ye F}. 

证 明 i y e(FU(z)), 则 由 定义 2.2.6 知 , 存在 m1, ^, zm € FU{z}, 使 得 

T18 @zm < y. 由 于 @ 是 交换 的 和 结合 的 , 故 存在 非 负 整 数 n 使 得 


ZI1@…Q@xzmn=zngozng@…Q@zrin_。 这 里 za……,zin_。 且 ms 和 m. 


W =n .ri 则 zeF( 由 定义 2.2.4 (F1)). FÆ, "9z <y(# n=0, Jl] z"=1)， 
进而 z < z^ — y, 应 用 定义 2.2.4 (F2) 得 r” — y € F. 这 说 明 [FU(z))C(y € L| f£ 
在 非 负 整数 n 使 得 2^ 一 ye F}. 
反之 , 假设 yeL, 且 存 在 非 负 整数 n 使 得 yc F, W z^ ye F C[FU(z)). 
又 由 xz e(FU(z)) 应 用 定义 2.2.4 (F1) 可 得 z^ e[FU{z})， 于 是 , 应 用 于 命题 
2.2.1(F4) f y e[FU{z}). 这 说 明 
(y € L| 存在 非 负 整数 n 使 得 2^ 一 ye F}C[FU{z}). 
定义 2.27 WV 已 是 可 换 剩余 格 工 的 非 空 子 集 , z c L, 规定 z-1F={y € 
LizvyeF}. 
显然 , 如 果 是 可 换 剩余 格 工 的 滤 子 , 则 (vz € L)le rF. 
定理 2.2.11 设 下 是 可 换 剩余 格 工 的 滤 子 , 则 z-!1F 是 工 的 滤 子 , 且 z-+F2F. 
证 明 1lez-!1F. 
By E r™F, y > z Esr ™F, WHEN 22718 zvyeF H rV (y> z) EF. 
由 于 
rEzVz&KrVyorVz, (由 定理 2.2.7(1)) 
yoz&zvy—zrVz, (由 定理 2.2.7(3)) 
S rv(y—z)&zVy—zVz. 应 用 定义 2.2.4 (F2) 得 zvy 一 zVze 书 再 应 用 
命题 2.2.1(F4) R zVye FfüBzvzeF,Blzea-c!F. HM 22.11 H0 rF JÉL 
的 滤 子 . 
# y €F, 因为 y < z Vy, 应 用 定义 2.2.4 (F2) fü zV y € F, BI y ezr F, Br 
UFCz-F. 
定理 2.2.12 ”可 换 剩余 格 L 的 滤 子 P 是 格 素 滤 子 当 且 仅 当 (vz € IAP) 


X pp 
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证 明 假设 尸 是 工 的 格 素 滤 子 , HzcIAP. 由 定理 2.2.11 知 PCz-1P. 设 
y Ez-1P N cV y cP, 因为 P 是 格 素 的 且 z #4 P, 所 以 ye P, BIP cP. 3 
而 得 z-1P=P. 

假设 滤 子 P 满足 条 件 : (Yr e IAP) z-!P=P. 若 yvzeP 而 z 4 P, HE 
设 z-!P= 尸 可 得 yez-LP= P. 这 说 明 PP 是 格 素 的 . 

定理 2.213 ” 设 下 是 可 换 剩余 格 工 的 一 个 滤 子 , 则 

(Vz € L\F)F = z^! F n [F U (z]). 

证 明 显然 FC z-1FN[FU{z}). 

设 yez-1FN[FU{z}), 则 zVyeF 且 ye[FU{z}). 由 定理 2.2.10, 存在 非 负 
整数 ”使 得 2^ 一 ye F. 如 果 n=0, N y-15 y = r" > y € F. WẸ n >0, 由 定 
理 2.2.1(4) 得 

r—(z"!5y-rga"!o5y-a"yceF 
TR 
z (n7! > y)= [z > (271 — y] ^1 
= [z > (2^7! — y] ^ [(z"7! — y) > (z^7! > y)] 
= [e v (z^! ^ y)] > (2^7! > y). (由 定理 2.2.1(7)) 
BIA ya"! — y( BERE 2.2.7(1)), 所 以 zvy<zv(z"-! 一 y). 据 上 述 结果 , 应 用 命 
题 2.2.1(F4) 得 2^7! ^y F. 继续 这 个 过 程 可 得 ye F, 从 而 2-1FN[FU{z}) C F. 

定理 2.2.14( 格 素 滤 子 定理 ) ” 设 下 是 可 换 剩余 格 工 的 滤 子 , S 是 工 的 v- 闭 
Tk H FnS- o, WEE 工 的 格 素 滤 子 使 得 FcP 且 PNnS=g. 

证 明 ”由 Zorn 引 理 知 , 在 所 有 包含 且 与 S 不 相交 的 滤 子 组 成 的 集 禾 工 中 
存在 极 大 元 P( 关 于 集合 的 包含 序 ). 下 面 用 反 证 法 证 明 P 是 格 素 滤 子 . 

AUR P 不 是 格 素 滤 子 , 则 由 定理 2.2.12 知 , 存在 re L\P 使 得 2-1 P z P. 这 
FÉ, P &&1E z-! P 和 [PU(z)) 中 . 由 PP 的 极 大 性 知 z-!1PNS z e B [PU(z))nS 4 
2 (否则 , zP e T, [PU (z) e T. 这 与 P 的 极 大 性 矛盾 ). Wy ca!Pns, 
z e[PU(z))nS, 从 而 由 定理 2.2.13 f yv z e z-! Pn[PU(z)) -P. LHF S È v- 
闭 的 , SK yV ze sS. 这 样 ,yv ze PNS, 这 与 Pn5S= o FA. 

ik2.2.9 上述 结论 的 原始 证 明 可 参阅 文献 [150]~[152] 的 相关 内 容 . 


2.3 Oh tik 


本 节 介绍 伪 t- 模 、 左 右 剩余 蕴涵 等 基本 概念 , 并 首次 对 Ro t- 模 (Kleene 算 子 
的 一 种 修正 形式 ) 进行 了 非 可 换 推广 , 引入 伪 Ro t- 模 , 这 是 第 一 个 具有 伪 对 合 性 质 
的 真 伪 t- 模 簇 . 本 节 结 果 可 参阅 文献 [153]~[155]. 
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2.3.1 $ t- 模 的 基本 概念 


定义 2.8.1179 二 元 函数 T: [0, 1]x[0, 1] 一 [0, 1] 称 为 伪 二 模 , 如 果 满 足 : 

(pt1) T 是 结合 的 , BI vz, y, z e[0, 1], T(z, T(y, z))=T(T(z, y), z); 

(pt2) T 关于 两 个 变量 均 是 不 减 的 , 即 vr, y, z el0, 1], £ < y A T (m, z) < T(y, 
z), T(z, £) < T(z, ys 

(pt3) 1 是 单位 元 , 即 vz e[0, 1], T(z, 1)=T(1, z) = z. 

容易 知道 , 对 于 任意 伪 t- 模 了 有 Vz e[0, 1], T(z, 0)=T(0, z)=0. 另外 , 一 个 伪 
IRE t- 模 当 上 且 仅 当 它 是 可 换 的 , BI Ve, y elo, 1], T(z, y) = T(y, z). 一 个 非 可 换 
的 伪 t- 模 称 为 真 伪 t- 模 . 

注 2.3.1 ”我 国学 者 王 住 登 教授 等 在 系列 文献 [156]~[158] 中 对 t- 模 进行 了 另 
一 种 有 价值 的 推广 , 也 称 为 伪 t- 模 (pseudo-t-norm), 其 定义 与 定义 2.3.1 不 同 (E 
义 在 完备 的 Brouwer 格 上 且 不 要 求 交换 性 和 结合 性 成 立 ). 

定义 2.3.27 一 个 二 元 函数 T:[0, 1]x[0, 1] 一 [0, 1] 称 为 关于 第 一 个 变量 左 连 
续 (或 称 为 下 半 连 续 ), 如 果 对 任意 zo, yo slo, 1] 及 任意 满足 下 述 条 件 的 收敛 序列 
{zi}iz1, 

zi«r9i21; jim Ti = To 


都 有 Jim. T(zi,yo) = T(zo.yo) = T(lim zi,yo). 类 似 地 , 二 元 函数 T: [0, 1]x (0, 


1]-0, 1] 称 为 关于 第 二 个 变量 是 左 连 续 (或 下 半 连 续 ), 如 果 对 任意 zo, yo el0, 1) 
及 任意 满足 下 述 条 件 的 收敛 序列 {yj}>1， 


YW <yi21l lim y= 


都 有 jum T(zo, yj) = T(zo, yo) = T (2o, Jin. yj). 
命题 2.3.17) 二 元 函数 T: [0, 1]x (0, 1] 一 [0, 1] 关于 第 一 个 变量 左 连 续 , 当 
且 仅 当 满足 
T(sup Ta, y) = supT(za,y), V(za)aea,y € [0,1]. 
acA acA 


二 元 函数 T: [0, 1]x[0, 1][0, 1] 关于 第 二 个 变量 左 连续 , 当 且 仅 当 满足 
T(z,supys) = supT(z,w), Vz, (yo)veB € [0,1]. 
beB beB 


定理 2.3.47]. 3 T: [0, 1]x[0, 1]—[0, 1] 是 伪 t- 模 , pi 是 [0, 1] 上 的 一 个 二 
元 函数 , 则 以 下 条 件 等 价 (vr, y, z e[0, 1]): 
(1) (L1) y € z 蕴涵 pi(z,y) < pa(z,z)， 
(L1") T(p1(2,Y),7) < y, 
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(L1) y < yi(z, T(y, z)). 

(2) ex(z, y) = sup{z|T(z, 2) < y). 

(3) T(z, z) < y 当 且 仅 当 z < vi(z, y). 

类 似 地 , 有 

定理 2.3.27]. 3 T: [0, 1]x[0, 1] 一 [0, 1] 是 伪 tË, pa 是 0, 1] 上 的 一 个 二 
元 函数 , 则 以 下 条 件 等 价 (vz, y, zelo, 1]): 

(1) (L2^) y < z ZR wa(z, y) < yp2(z, z), 

(L2") T(x, pa(z, y)) < v, 
(L2") y < vx(z, T(z, y)). 

(2) wa(z, y)-sup(z[T(z, z) < y) 

(3) T(z, z) < y 当 且 仅 当 z € wa(z, y). 

对 于 给 定 的 伪 t- 模 , 依据 上 述 定理 2:31 及 定理 2.32, 可 以 有 3 种 方式 来 定义 
MR”, 即 下 面 的 定义 可 以 有 另外 两 种 表现 形式 . 

定义 2.3.37 i T: [0, 1x0, 1)[0, 1] 是 伪 t-Bt, [0, 1] 上 的 二 元 函数 pı 
称 为 是 与 了 相伴 的 关于 第 一 个 变量 的 剩余 , 如 果 以 下 条 件 成 立 (vz, y, z €[0,1]): 

(L^) y < z H vi (zs y) < pi(z, 2), 

(L1") T(ox(z, y);z) < y, 

(L1) y < yı (z, T(y, z)). 

类 似 地 , [0, 1] 上 的 二 元 函数 ws 称 为 是 与 T 相伴 的 关于 第 二 个 变量 的 剩余 , 如 
果 以 下 条 件 成 立 (Vz, y, z €[0,1]): 

(L2^) y < z HIR. palz, y) <pa(z, 2), 

(L2") T(z, ex(z, y))& y, 

(L2) y &ex(z,T(z, y)). 

为 了 行文 方便 , 以 下 将 “与 伪 t- 模 相伴 的 关于 第 一 、 二 个 变量 的 剩余 "分 
别 简称 为 1 剩余 、2 剩余 . 容易 知道 , 当 伪 t- 模 是 可 换 的 ( 即 tH), 1 剩余 与 2 剩 
RH. 

命题 2.3.2[" HR T:[0, 1]x[0, 110, 1] 是 伪 t- 模 , 那么 存在 与 世相 伴 1 
剩余 的 充 要 条 件 是 T 关于 第 一 个 变量 左 连续 , 存在 与 TAE 2 剩余 的 充 要 条 件 是 
了 关于 第 二 个 变量 左 连续 . 

定理 2.3.3" MRY A T: [0, 1]x[0, 1] 一 [0, 1] 是 连续 的 , 则 T 是 可 换 的 
( 即 是 AR). 从 而 , 真 伪 t- 模 一 定 不 连续 . 

EE 2.3.40 设 了 是 关于 第 一 、 二 变量 均 左 连续 的 伪 t- 模 , p 和 po 分 别 
是 与 了 相伴 的 1 剩余 和 2 剩余 , 则 代数 结构 ([0,1]; V, A, T, p1, pa, 0, 1) 具有 以 下 
性 质 (vz, y, z <[0, 1]): 

(C1) ([0, 1]; V, ^, 0, 1) 是 有 界 格 ; 
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) (0, 1]; T, 1) 是 独 异 点 ( 含 单位 元 1 的 半 群 ); 

(C3) T(z, y) < z 当 且 仅 当 z <pi(y, z) 当 且 仅 当 y «vx(z, z); 

(C4) TU(pli(z, y), z) < z^ y, T(z, p2(7, y))S x ^y: 

(C5) pi(z, y) Vex(y, 7)=1=p2(z, y) Vp2(y, z). 

DES I EE T HER 1 剩余 y 和 2 剩余 pz, 分 别 表示 为 一 和 ~ 并 
分 别称 为 1 剩余 蕴涵 和 2 HRA. 

关于 真 伪 t- 模 , 文献 中 已 有 一 些 例子 , 如 文献 [71] 中 给 出 如 下 例子 (可 看 成 是 
Gödel t- 模 的 非 可 换 扩 展 ): 


0, z € [0,a1], y € [0, b; 
TG.) = Bisnes ee cs 
min{fz,y}， 其 他 ， 
max(a,y), z«b,z»y b, z«a,yz»y 
r—-y-áiy Z>bz> roy-íy r2asry 
1, z<y. l, z&y 
2.8.3 伪 Ro t- 模 


对 于 著名 的 Ro t- 模 , 至 今 未 见 到 非 可 换 推 广 , 本 节 的 目的 就 是 完成 这 一 任务 . 
这 里 首先 给 出 几 个 预备 定理 . 

EH 2.3.5 Wb fL P fa Æ (0, 1] 上 严格 递增 连续 函数 , E 0) f20)-1,/1(0)- 
户 (0)=0. 规定 


0, fi(z)+ fa(y) «1 
W T(z, y) 是 一 个 伪 t- 模 , 这 里 z ^ y—min(z, y). 
证 明 (1) 首先 证 明 T 满足 结合 律 (pt1). 对 于 任意 z, y, z elo, 1, 分 以 下 3 
种 情况 讨论 : 
情形 一 filz) + foly) > 1, filu) + fl) >1, filz) + fa(z) > 1: 此 时 有 


nen- zav, hi) fl) >1, 


T(T(z,9),2)= T(z Ay,2), T(z,T(y,2)) = T(z,y Az). 


如 果 z <y,z<y, 则 T(z Ay, 2z)=T(z, y^z) 2 ^z. 

WR z < yy <S z, W z <z, 且 T(T(z,y),z)=T(zAy, 2) = T(z, z) = x^z = £, 
T(z, T(y, z))-T(z, y A z) = T(z, y) = z Ay = z, 即 得 T(T(z, y), z) = T(z, T(y, 
z)). 
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WR z >y,z<y, 则 z>z, 且 T(T(z,y),z)=T(zAy, z) = T(w z) =yNz= 2 
T(z, T(y, z))=T(z, y A z) = T(z, z) =zAz= z. 于 是 T(T(z, y), z) = T(z, T(y, 
z)). 

如 果 z >y, y < z, W T(T(r, y), z) = T(£ ^y, 2) = T(y, z)-y^z-y T(z, 
T(y, 2))=T(z, y Az) = T(z, y) = £ Ay =y, Bl T(T(z, y), 2) = T(z, T(y, z)). 

TEL filz) + flu) <1 BÈ fiy) + falz) <1: 以 fi(z) + fa(y) <1 为 例 , 此 
时 有 T(z, y) =0, B. T(T(s, y), z) = T(0, 2)-0, T(z, T(y, z))< T(z, y)-0. FÆ, 
T(T(z, y), z) = T(z, T(y, z))-0. 

情形 三 。 户 (z) + 户 (z) <1: 此 时 有 T(z, z)=0. HX T(, y) < z, 所 以 T(T(z, 
V), z) < T(z, 2)-0, T(T(z, y), z)=0. X. T(z, T(y, z))< T(z, z)=0, 即 T(z, T(y, z)) 
=0. 从 而 , T(T(z, y), z) = T(z, T(y, z))-0. 

综 上 所 述 , T 满足 结合 律 . 

(2) 现在 证 明了 满足 (pt2), $ z <y, z €[0, 1]. 

如 果 户 (z) + 户 (z) > 1, W T(z, z) = zz. 因 fi 是 递增 的 , dH r <y 
得 file) < Alu). 于 是 filu) + fle) > 户 (z) + faz) > 1. 从 而 ， T(y,z) -y^z2 
zAz= T(z, 2). 


( 
Filu) + fa(z) > fi(z) + falz) «1. 此 时 验证 如 下 两 种 情形 : 当 fi(y) 十 户 (z) «1 时 , 
T(y, 2)=0=T(z, 2); 当 fi(y) + fa(z) > 1 B}, T(y, z) =y Az >0=T(z, 2). 总 之 , T(z， 
z) < T(y, z). 

类 似 地 , 有 z < y => T(z, y) > T(z, z). 这 说 明 (pt2) 成 立 . 

(3) 最 后 证 明 (pt3) 成 立 . 对 任意 z [0,1], 如 果 z=0, W f. (0)--f2(1)— fi (0)2- 
f2(0)=1, T(0,1)=T(1, 0)=0=z; WR z #0, W f (z) + f2(1) > 1, fA) faz) > 1, 
T(z,1)—T(1,7) = zAl=z. 所 以 了 满足 (pt3). 

根据 定义 2.3.1 知 , T(z, y) 是 一 个 伪 t- 模 . 

以 后 称 定理 2.3.5 所 给 出 的 伪 t- HOS Ro t- 模 . 

注 2.3.2 (1) 容易 证 明 , 伪 Ro t- 模 关于 两 个 变量 都 是 左 连 续 的 ，(2) 如 果 伪 
Ro t- 模 中 的 函数 f 和 f 均 取 为 恒 等 函 数 (B Vz elo, 1], fi(z) = fa(z) = z), 则 
此 时 伪 Ro ARRE Ro t- 模 ; 而 当 函 数 f 和 fo 是 两 个 不 同 二 元 函数 时 ( 即 存在 
zo €(0,1], fi(zo) # fa(o)), 伪 Ro t- 模 是 真 伪 Ht. 

EE 2.3.6 ULT Æ Ro t-HR, 则 与 相伴 的 1 剩余 蕴涵 和 2 剩余 蕴涵 分 
别 为 


rEKy 


l, 
az 
v | yV fp ü- f). soy 
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1, zEKy 
É—y- mi 
yV fz (1-fi(z)), z»y. 


证 明 ”对 任意 z, y €(0, 1], 根据 定理 2.3.1, z 一 y-sup(z €[0, 1] |T (2, z) < y}. 

如 果 z < y, 则 对 任意 z el0, 1l T(z, z) < £ < y, W z 一 y= sup(z| 0< z < 
ijai 

WR z> y, W ( 因 fi, 户 严格 递增 , 故 反 函 数 所 1, 广 : 存在 ) 


z — y= sup {z e [0, 1]|T(z, z) < y) 

= sup((z € [0, 1][T(z, z) < y, fi(z) + f2(2) > 1) 
Ut € [0, 1]|T (2, z) < y, fi(z) + f2(z) < 1) 

= sup((z € [0, 1]|z ^ z < y, fi(z) > 1— fo(z)} 
U{z € [0,1]|0 < y, fi(z) < 1 - f2(z))) 

=sup{{z € [0, 1]|z < y, z > fi (1— fo(z))} 
U{z € [0, 1]lz < fi (1 — f2(2))) 

-yVfi'- fa(z)). 


所 以 , 与 伪 Ro t-A T 相伴 的 1 剩余 蕴涵 为 
1, TSYy, 
z>y= 
yV AU- faz). £> y. 


同 理 可 证 2 剩余 蕴涵 表达 式 成 立 . 
容易 验证 , 对 于 伪 Ro t- 模 成 立 : 


(r—0)-0-z-(rz-0)—0, Vz [0,1]. 


称 具有 此 性 质 的 伪 t+- 模 是 伪 对 合 的 . 
例 2.3.1 图 2.8 给 出 两 个 伪 Ro t- 模 的 例子 Ti 及 Tu, 与 之 对 应 的 函数 户 和 
fa 分 别 取 为 


T: fle) = si (Fz), f()-w 


Tu:fií(z)-z*, falu) =". 
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T m 5 5 


图 2.8 fs Ro t- 模 于 及 Ti 
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与 可 换 剩余 格 类 似 , 剩余 格 的 定义 在 不 同文 献 中 是 不 同 的 . 为 了 避免 混淆 , 本 
书 使 用 “ 格 序 剩余 么 半 群 "、“ 整 格 序 剩余 么 半 群 "、“ 剩 余 格 ”等 不 同 术语 区 别 它们 ， 
之 所 以 把 剩余 格 的 内 容 放 在 伪 t- 模 之 后 , 其 原因 是 明显 的 , 即 从 伪 t- 模 出 发 很 容易 
得 到 全 序 剩余 格 的 实例 . 


2.4.1 ERRER 


定义 2.4.1141143 FERRA (L; ^, V, 8, 一 , ~, e) 称 为 是 格 序 剩余 么 半 
群 (或 剩余 格 序 么 半 群 ), 如 果 : 

(1) (L; ^, V) 是 格 , 其 序 关系 为 <; 

(2) (L; &, e) ELER, 其 中 e 为 单位 元 ; 

(3) 对 任意 zy zeLzrGSy&zercyozey&rz 
一 个 格 序 剩余 么 半 群 称 为 是 整 的 (integral), 如 果 对 任意 z € L, z < e. 此 时 , 习惯 
上 记 e Jj 1. 

注 2.4.1 (1) 显然, 运算 o 具有 交换 性 当 且 仅 当 一 与 ~ 相同 , 此 时 即 为 可 
换 格 序 剩余 么 半 群 . 

(2) 定义 2.4.1 中 的 条 件 (3) 在 文献 [141], [143] 中 写成 如 下 形式 : 


zOy&Kzer&zlyey&zW, 


即 用 符号 /, N3€&m >, ~, H z/y =y >z, z\z — x z. 这 与 本 书 定义 1.4.4 中 剩 
余 半 群 的 表示 法 一 致 . 本 书 主要 是 从 逻辑 角度 研究 这 些 代 数 结构 的 , 因此 剩余 格 选 
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用 了 逻辑 蕴涵 符号 . 

(3) 格 序 剩余 么 半 群 未 必 有 零 元 ( 指 最 小 元 ). 按 文献 [142] 的 说 法 , 有 最 小 元 0 
的 格 序 剩 余 么 半 群 又 称 为 FIL- 代数 (full Lambek algebra), 有 最 小 元 0 的 整 格 序 剩 
余 乏 半 群 又 称 为 FL- 代数. 

定理 2.4.1045143].— Jb (L; A, v, Q, —, ~, e) 是 格 序 剩余 乏 半 群 , 则 (Vr, y, 
ze€L) 

(De 一 z=z=ewz( 若 二 是 整 的 , 则 有 1> r= r = 1% T); 

(2) e<z 一 ze<xzwwz( 若 了 是 整 的 , WA z 一 z=1= z ~ z); 

(32z«yeecz—yeexz- y(1 LI, WA z«yezy-le 
z~ y-l) 

(4) (ro y)8z&y 18 (T~ y) Sy; 

(5) z < (z > y) => y, £ < (z ~> y) > y; 

(6) z > (y > z)=(1 9 y) > z, 2 (y z)=(y 8 2) ~ z; 

(7) z > (y =œ 2)=y ~= (z > z); 

(8) z > y < (z 8 z) = (y 8 2), £ ~ y S (z Q 1) ~= (z 8y); 

(9) z > y < (z > 1) > (z > y), z ~ y $ (z ~ 2) = (z ~ y); 

(10) z > y $ (y > z) => (z > z), z ~ y < (y ~œ 2) > (z ~ z); 

(11) 18 (y V z)-(z 9 y) V (z8 z), (y V 2) 8 z=(y 8 x) V (29x); 5 VY 存在 时 
(X8 Y C L) 8 z8 (VY) = V{z 8yly € Y}, (VY) 8z = v{y 8 zly € Y}; 

(12) z — (y^ z)-(z — y) A (z — 2), z ~ (yA z)- (x ~ y) A (T ~= z); 5 AY fF 
在 时 OXE Y C L) H z> (AY) = ^(z  yly € Y}, £ ~ (AY) = Ma ~ yy € Y}; 

(13) (z Vy) > z-(z > z) A (y > z); (zV y) ~ z=(z ~ z) A (y ~ z); 28 VY fF 
在 时 OXE Y C L) fi (VY) > z = {y > zly € Y}, (VY) ~ £ = ^(y  zly € Y}; 

(14) 如 果 L 有 最 小 元 0, W L 也 有 最 大 元 1( 注 意 , 1 RUE e), B. rg0=08r 
=0, 0 一 z-0- r=1, r 一 1=2Z 1-1. 

注 2.4.2 上述 性 质 (3) 在 文献 [141], [143] 中 并 未 直接 列 出 , 但 很 容易 验证 . 

定理 2.4.2 ” 设 (L; ^, V, Q, 一 , ~, e) 是 格 序 剩余 么 半 群 , 则 (vr, y, z € L) 

| (zy (z8y), uy&z- (18y); 

(2z&y-—rG9z&yG8zzr&y-zG8r&z9Gy : 

证 明 (1) 由 定理 2.4.1 (6) 得 z 一 ly > (8 y)]- (8 y) > (z & y), 再 由 定理 
241 (2) Ẹ e < (z& y) > (z& y) = £ —[y 一 (z & y)), 由 此 应 用 定理 2.4.1(3) 得 
zy (r&y) 同 理 可 证 y < z~ (28y). 

(2) W z < y, W y = zvy. 而 由 定理 2.4.1 (11) 得 (zvy)82-(z8 2) V(y8z), A 
Ti y8z = (zvy)82-(z9z)V(y8z), Hl 189z < y8@z. 类 似 可 证 x < y > z&z < 28y. 
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注 2.4.3 ”上 述 性 质 (2) 表明 格 序 剩余 么 半 群 中 运算 @ BUT (T < 与 运算 
o 相 容 ), 因而 按 定义 1.4.4 知 任意 格 序 剩余 么 半 群 确实 是 “剩余 半 群 ”. 

定理 2.4.304L143 ”所 有 格 序 剩余 乏 半 群 构成 的 类 是 一 个 簇 . 

定义 2.4.2043) Wr (L; ^, V, Q, >, ~, e) 是 格 序 剩余 么 半 群 . 对 任意 a,be 工 
定义 


la,blr=(b®Ba—a®b)Ae, [a,b] = (b& a a&b)^e. 


分 别称 [a, blr, [a, bli 为 a 与 5 的 右 、 左 换 位 子 (right, left commutators). 称 工 的 子 
集 X 关于 换 位 子 封闭 (closed with respect to commutators), 如 果 任 意 a € L, ze X 
均 有 [a, z]y, [z, a] € X. 

定义 2.4.33] d (L; ^, V, Q, 一 , o», e) 是 格 序 剩余 么 半 群 , X C LEX 
是 凸 的 , 如 果 对 任意 aE L, zyeX z«a«y-ac X. 称 工 的 一 个 凸 子 代数 
(convex subalgebra). H 是 正规 的 (normal), WR H 关于 换 位 子 封闭 . 

注 2.4.4 ”关于 正规 凸 子 代数 的 上 述 定义 , 实际 上 是 文献 [143] 中 的 充 要 条 件 
( 见 该 文中 的 Lemma 4.6). 

定理 2.4.43) ig H 是 格 序 剩余 么 半 群 (D; ^, V, 8, >, ~, e) 的 正规 凸 子 
TOR, 则 (Va, b€ L) (a b) Ae€ H & (a b)^ec H. 

定理 2.4.59] i (L; ^, V, Q, 一 , ~, e) 是 格 序 剩 余 么 半 群 , 则 

(1) 设 五 是 工 的 正规 吕 子 代数 , 令 


Ou = ((a b) e Lx LIFE h € H E h8a<b H hobs a} 
= {(a,b) € L x L|(a => b) ^e € H H (b—> a) ^e € H} 
= {(a,b) € Lx L|(a =» b) ^e € H H (b~ a) Ae € H}, 


则 9g 是 工 上 的 同 余 关 系 ; 
(2) 设 9 是 工 上 的 同 余 关系 , 令 Ho=[ejo={a € L|a6e) (Bl e 所 在 的 9 等 价 类 )， 
则 Ho 是 工 的 正规 凸 子 代数 . 


2.4.2 ”剩余 格 及 其 滤 子 


定义 2.4.4 ”有 界 且 整 的 格 序 剩余 么 半 群 称 为 剩余 格 , 即 序 代数 结构 (L; A, V, 
&, 一 , ~, 0, 1) 称 为 是 剩余 格 (residuated lattice), WR: 

(1) (L; ^, V, 0, 1) 是 有 界 格 , 其 序 关系 为 <, 0. 1 分 别 为 最 小 元 和 最 大 元 ; 

(2) (L; &, 1) E GERE, 1 为 单位 元 ; 

(3) 对 任意 z,y,z€L,r8y&zeor&Kyozey&roz. 

iE 2.4.5 (1) 按 文 献 [142] 的 说 法 , 剩余 格 也 就 是 已 Lu- 代数 . 

(2) 由 定理 2.3.4 知 , 对 任意 左 连续 伪 t- T, ([0, 1; ^, V, T, >, ~, 0, 1 ) 是 
剩余 格 , 其 中 , 一 , ~ 分 别 是 与 T 的 相伴 的 1 剩余 和 2 剩余 . 
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根据 以 上 定义 和 结论 , 2.3 节 所 述 的 格 序 剩余 么 半 群 的 所 有 性 质 在 剩余 格 中 均 
RX. 下 面 给 出 剩余 格 的 一 些 新 性 质 . 

定理 244.6. H (L; ^, V, 6, 一 , ~~, 0, 1) 是 剩余 格 , 则 (Vz, y, z € L) 

(r&yozr&£y-z 

Q) z vy «[(z — y) ^ yu = z) a] £ v y «((z ~ y) > yll 2) > a]; 

G)z—y&(zvz) = (y V z), £ ~> y < (z V z) ~ (y V 2); 

(4) 18 (y A2) < (18y)A (282), (y^z) &z «(y&z) (z8 z); 

(5) £ > y < (zA 2) = (y A2), £ ~ y < (£A z) ~ (y A 2); 

(6) 18y STAY; 

(7) (z^ y) ez «&z^y, z8(z y) «z^y. 

WEBB (1) 由 定理 2.4.1(7), (1), (14) 得 


z~ (y> z)-y—(r-—z)-y—1-1. 


再 应 用 定理 2.4.1(3) 即 得 z < y > z. FTE z < y ~ r. 

(2) HEH 2.4.1 (4) 得 (x y) 8z <y, FE z < (r — y) ^ y. X, Bi (1) 得 
y'< (2 > y) y, BI Vy < (£> y) ~ y. 类 似 地 ,z Vy < (y > z) ~ c. 于 是 
zV y <[(z > y)  y|^(y — z) ~ z]. 另 一 个 不 等 式 可 同 法 证 明 . 

(3) 由 (1) Ẹ z < (£ > y)  z, FÈ (2 —9)8z€z. 又 据 定理 2.4.1 (4) 得 
(z — y) 82 <y. 从 而 , [(z — y) &z]v[(z — y) 6 z]& y V z. 应 用 定理 2.4.1(11) 得 


[< — y) 8a] V [(z => y) 82] = (z — y) & (zv z). 


于 是 (z 一 y) @ (zVz) <yvVz, 进而 得 zx 一 y < (z V z) — (y V z). 同 理 可 证 另 一 个 
不 等 式 成 立 . 

(4) 由 yAz < y, 应 用 定理 2.4.2(2) 得 I@(yAz) < z@y. 同 理 可 证 z@(yAz) < 
282. 于 是 , 18 (y^z) < (z @y) 人 (z & z). 另 一 个 不 等 式 可 同 法 证 明 . 

(5) 由 (1) 得 z < (£ > y) = z, FÆ (£ 一 y)@z<z. 又 据 定理 2.4.1 (4) 得 
(z — y) 8 <y. 从 而 , [(z — y) @ zjA[(z — y) e z]& y ^ z. 应 用 刚 证 明 的 (4) 有 


(zy) 8 (z^z) < [(z => y) 8 z] ^l(z — y) 8 2]. 


于 是 (z > y)8 (242) &y^z Mi z> y < (2^2) > (y^z). 同 理 可 证 另 一 个 不 
等 式 成 立 . 

(6) 由 y «1, 应 用 定理 2.4.2 (2) 得 ze y < zel=z. 类 似 地 , coy <18y = y. 
于 是 , z @y < z Ay. 
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(7) 由 定理 2.4.1 (12) 有 z 一 (z^ y)-(z > z) ^ (z > y)-1^(z > y)-(z > y), 
从 而 z 一 y <z (zy). HEX 2.4.4 (3) 即 得 (z 一 y) &z < z^ y. 同 理 可 证 
rG(r-y)&zz^y. 

与 定理 2.4.1 (11) 不 同 , 定理 2.2.6 (4) 中 的 不 等 式 在 剩余 格 中 不 能 改 为 等 式 . 

同 可 换 剩 余 格 的 滤 子 类 似 , 可 如 下 定义 剩余 格 的 滤 子 . 

定义 2.4.5” 设 (Zi ^, V, @, >, ~, 0, 1) 是 剩余 格 , F 是 工 的 非 空子 集 ,下 称 
为 是 工 的 一 个 滤 子 , 如 果 

(FljaeF,beF=>a@beF; 

(F2a€F,a&cb-beF. 

注 2.4.6 E F RR LET, 由 于 F 非 空 , 故 由 (F2) 知 le F. 

类 似 于 命题 2.2.1, 可 得 剩余 格 滤 子 的 如 下 充 要 条 件 . 

命题 2.4.1 WE (L; ^, V, Q, >, ~, 0, 1) 是 剩余 格 , F CL, 则 下 是 工 的 滤 子 
当 且 仅 当 满足 以 下 条 件 之 一 : 

(F3) le F; HVry€eL,(reF,r—yceF)-ycF. 

(F4) le F; H Yz, y E€ L, (z E€ F, z wy E F) sy EF. 

定义 2.4.6 B F EHRE (L; ^, V, @, 一 , ~, 0, 1) 的 是 一 个 滤 子 , 称 F E 
正规 的 , 如 果 

(F5)Vz,yeL,or—yeFere-yeF. 

定理 2.4.7. WE (L; ^, V, @, 一 , ~, 0, 1) 是 剩余 格 ,已 是 工 的 非 空子 集 , 则 F 
是 工 的 正规 滤 子 当 且 仅 当 F 是 格 序 剩余 么 半 群 (L; ^, V, @, 一 , ~, 1) 的 正规 凸 子 
代数 ， 

证 明 HENX 2.4.3 及 定理 2.4.4 易 知 : 剩余 格 中 正规 凸 子 代 数 必 是 正规 滤 子 . 

现 设 已 是 工 的 正规 滤 子 , 由 (F2) 易 知 F Æ L AFR, B (Va, be F, a< b, 
ceL&c&b-ceF. 下 证 F Æ (L;A, V, 8, ^, ~, 1) 的 子 代数 . 

Hi (F1) 知 F 对 运算 o 是 封闭 的 . 

Ë r, y €F, H (F1) Ẹ roy EF, 应 用 定理 2.4.6 (6) 知 z@y < zAy, 据 (F2) 
fü z^yc F, B FF 对 运算 人 封闭 . 

车 z,yeF, 由 z<zVy, 应 用 (F2) 得 zVye FF, 即 下 对 运算 Vv 封闭. 

车 z,yeF, 由 y<z 一 y, 应 用 (F2) 得 z 一 ye 下, 即 下 对 运算 一 封闭 . 

B r, y EF, H y< ry, IH (F2) 得 z~yeF, 即 下 对 运算 ~ 封闭 . 

又 1le F. MU F 是 (L; ^, V, Q, 一 , ~, 1) 的 凸 子 代数 . 

最 后 证 明 F 是 正规 凸 子 代数 , 依据 定义 2.4.2, 需要 证 明 对 任意 € L,z E€ F 


习题 2 |l. 


均 有 [a, z)», [z, a] € F. 由 于 


(z@ae@r=zo@lae@z) (由 @ 的 结合 性 ) 
< 和 1@(ao@z) (由 定理 2.4.2 (2)) 
—-aGz, (由 1 的 单位 性 ) 


即 (z@a)@z<a@z, 应 用 定义 2.4.4 (3) f z < (z&a) (ag z). Rz € F, JEN 
Fi (F2) f (z& a) ^ (a9 2) e F. 由 于 已 是 正规 滤 子 ,所 以 (zol) 一 (a& x) e F, 
即 [a, z], € F. 同 理 可 证 [r, a], € F. 这 说 明 F 是 正规 凸 子 代 数 . 

由 定理 2.4.7 及 定理 2.4.5, 并 应 用 泛 代数 知识 (定理 1.4.8 及 定理 1.4.9), 可 证 
剩余 格 的 下 述 商 结构 定理 : 

定理 2.4.8. V (L; ^, V, @, >, ~, 0, 1) 是 剩余 格 , F 是 L 的 一 个 正规 滤 子 ， 
则 

(1) ~r Æ L EH (S, ^, V, >, ~)- 型 同 余 关 系 , 这 里 ~ 定义 为 

Va, bE L, a ~p b &(a— be F,b—ac F) &(a-be F,b-acF). 

(2) (L/ ~r; &, ^, V, —, ~, [0], [1]) 也 是 一 个 剩余 格 , 其 中 L/ ~F 为 商 集 ， 
Z/ p 上 的 运算 @, A, V, 一 , ~ 是 工 上 相应 运算 的 自然 拓展 ( 见 定义 1.4.11), L/ p 
上 的 序 关系 定义 为 Ya, be L, [aj«[b] 当 且 仅 当 a — be F 当 且 仅 当 a be F. 


习题 2 


1. 给 出 命题 2.1.1、 命题 2.1.4、 命题 2.1.11 的 证 明 . 

2， 查 阅 文献 ， 了 解 半 群 的 “序数 和 "(ordinal sum) 概念 , 并 系统 总 结 国内 外 关于 “序数 和 
t-HE" (ordinal sum t-norm) 的 研究 成 果 . 

3. 系统 整理 可 换 剩余 格 的 性 质 , 然后 仅 从 定义 出 发 , 给 出 这 些 性 质 的 详细 证 明 (必要 时 更 改 
这 些 性 质 的 排列 次 序 ). 

4. 从 代数 角度 重新 论述 [156], [157] 等 文献 中 另 一 类 伪 t- 模 , 能 否 进一步 拓 广 这 些 结果 ? 

5. 运用 伪 Ro t- 模 的 构造 方法 , 能 否 将 下 述 t- 模 进行 非 可 换 推 广 ? 


0, T+y<a, 
min(z,y), 其 他 ， 


6. 仅 从 定义 出 发 , 给 出 剩余 格 所 有 基本 性 质 的 详细 证 明 . 

7. 对 于 可 换 剩余 格 , 2.2.3 节 证 明了 格 素 滤 子 定理 . 试 研究 一 般 剩 余 格 中 的 生成 滤 子 及 格 素 
ET, 相应 的 格 素 滤 子 定理 是 否 成 立 (证 明 或 举 反例 )? 进一步 研究 正规 格 素 滤 子 ( 即 满足 2.4 节 
中 条 件 (F5) 的 格 素 滤 子 ) 的 类 似 问题 . 

8. 讨论 于 代数 ( 见 定义 1.3.6) 与 剩余 格 之 间 的 关系 . 


T(z,y) = { a € (0,1). 
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3.1 基本 模糊 逻辑 系统 BL 


3.1.1 ”基本 定义 和 结论 


基本 逻辑 系统 BL(basic logic) 由 Hájek 提出 (参见 文献 [22], [159], [160]), 已 
被 证 明 是 所 有 连续 t- 模 基 多 辑 的 公共 完备 公理 化 系统 (参见 文献 [161], [162]). 

定义 3.1.10) ”对 于 给 定 的 连续 t-i, 命题 演算 系统 PC(*) 具有 命题 变 元 
pi pz, o , 联结 词 &, 一 和 真 值 常量 0. 公式 (formula) 如 下 定义 : 每 一 个 命题 变 元 
是 公式 ; 0 是 公式 ; 如 果 y, VEAR, 则 p&w, p> y EAR. 其 他 联结 词 定义 如 下 : 

^y BOE eio — v), 

io v v WE ((p v) v)A(v — 9) e). 

-9 即 是 p — 0, 

p =y BE (p > v)&(v > p). 

一 个 命题 变 元 的 赋值 (evaluation) 是 一 个 作用 于 每 个 命题 变 元 p 的 映射 e 
e(p) el0, 1]. e 可 如 下 唯一 扩展 到 所 有 公式 : 


e(0)—0, elp > V)-— e(v) = e(V), e(p&v) = elp) x (V). 


这 里 > 是 与 c BERART (以 后 用 一 表示 >). 
命题 3.1.1P2] ”对 任意 的 公式 o, o REM e 有 


elp ^v) = min(e(g),e(V)), elp V V) = max(e(o), e(v))- 


定义 3.1.22) AR p 称 为 是 PC(*) 的 1- 重 言 式 , 如 果 对 任意 的 赋值 。 有 
el(p)=1. 
Hájek 提出 的 如 下 形式 系统 BL 对 近年 模糊 逻辑 的 发 展 起 着 重要 作用 , 其 中 BL 
是 英文 basic logic 的 缩写 , 意 指 “ 基 于 连续 t- 模 的 命题 演算 系统 的 公共 基础 ”, 文献 
[22] 中 的 原文 如 下 : “we are going to choose some formulars that are 1-tautologies of 
every PC(*) (for any continuous t-norm) for our axioms and develop a logic that is a 
common base of all the logics PC(*).” 

定义 3.1.3P3 以 下 公式 是 基本 逻辑 系统 BL 的 公理 : 

(A1) (gv) (Vx) (e); 
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(A2) (P&y) 一 9; 

(A3) (p&v)— (v&o); 

(A4) (p&(eV))— (V&(9—9)); 

(A5a) (e (9—)) ((e&v)x); 

(A5b) ((e&v)—x)— (e (6x): 

(A6) (e (9—2))9 ((—49)—3)x): 

(A7) 0 >o. 

BL 系统 的 推理 规则 是 MP 规则 , 即 由 o 及 p — v EG v. 

注 3.1.1 ”可 以 像 定义 1.5.8 那样 定义 形式 系统 BL 中 的 “证 明 ”、“ 定 理 ” 等 
概念 . FAR p 是 BL 中 的 定理 , WTA BL- o, 也 常 简 记 为 F o, F p 在 BL 
中 是 可 证 的 (provable). 

文献 [163] 指出 , 上 述 定义 中 的 公理 (A3) 是 多 余 的 , 即 可 由 其 他 公理 推出 . 

命题 3.1.2063 d BL- 是 BL 去 掉 公 理 (A3) 后 的 形式 系统 , 则 以 下 公式 是 
系统 BL- 中 的 定理 : 

(1) e (o —V)—v); 

(2) (e (3) (9 (e) 

(3) ev; 

(4) (p&p) (ykp). 

证 明 (1) Hi (A4), (A2) 得 p&(e — v) — v, 再 应 用 (A5b) 及 MP 规则 即 得 . 

注意 , 这 里 实际 使 用 了 HS 规则 ( 即 三 段 论 规则 ), 而 这 可 从 (A1) 出 发 两 次 应 
用 MP 规则 推出 (文献 [163] 未 指出 这 一 事实 ). 

(2) 由 (A1) 得 (9 ((9x)3))9 ((—3)3) (e30)— (6 (9x))). 应 
用 (1) 及 MP 规则 得 (((.—x)—3)— (630) (9 (920). 又 应 用 (A1) 得 (e (9 
—x)) > ((v—)3)— (930). 所 以 (e (939) (9 (ex). 

(3) Hi (A2) 及 (A5b) 得 9 一 (v 一 v), 再 应 用 (2) 及 MP 规则 得 光一 (e > e). 
取 少 为 任意 定理 即 可 得 (3). 

(4) 由 (3) 得 wp 一 pkoy, 应 用 (A5b) 可 得 


(yky — pkp) — (Vo (e > v&p)). 


据 MP 规则 得 光一 (p 一 w&zy), 再 应 用 (2) 得 p 一 (w 一 wp). 于 是 , 应 用 (Aba) BI 
得 (4). 

命题 3.1.3P2 ”形式 系统 BL 中 的 公理 都 是 PC(*) 的 1- 重 言 式 . 如 果 p 及 
 — v È POH) 中 的 1- 重 言 式 , 则 水 也 是 PC(*) 中 的 1- 重 言 式 . 从 而 , BL 中 的 
每 一 个 可 证 公式 ( 即 定理 ) 都 是 PC(*) 中 的 1- 重 言 式 . 
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定理 34.177 ”以 下 公式 是 系统 BL 中 的 定理 : 

() e (959); 

(2) (e&(e—v))—v; 

(3) e (9 —(o&V)); 

(4) (ev) ((e&x) (5&x)); 

(5) ((p1 —V1)&(e2 —2))— (1&2) (1&2); 
(6) (e&v)&x— pi (cx), ele (iRcx) (pci )&x 

(7) (pp), (ev), (e&V)9 (ov); 

(8) (eV) (e (^v); 

(9) (e^v) (6^g); 

(10) ((e—V)^(ex))— (e (6x9); 

(11) e >(v), vi (evy), (evv)- (ve); 

(12) (e) ((e vvv); 

(13) (ev) V(v9); 

(14) ((e—x)^(e3))— (e vv)—x); 

(18) e > (~p — v), 特别 地 , o 一 一 yp, oco — 0; 
(16) (e (9&-)))— ^e; 

(16^) (p) (^u e); 

(16") (p> -)—(u— ^e); 

(17) 1, 这 里 工 表示 0 一 0; 

(18) y> (I&p); 

(18) (1 59)2v; 

(19) (e^) Ax—e^(PAx), e^QPAx)-9 (ev) Ax: 

(20) (ev) vx—ev(vvx), ev(v vx) (pV VX; 

(21) p—pA(pVY), eV(eAU)— v; 

(22) ee, (em) (49e), ((eSv)&(x)) (ex); 
(23) (eV) (e), (eS) (09); 

(24) (gzv)— ((e&x)S (v &x)); 

(25) (ev) (ex) (93); 

(26) (gv) (x—9)5(xwv)); 

(27) (ev) ((e—v)^($9)); 

(28) e&(U vx) (olv) v (e&x), p& (P Ax) (eR) ^ozx); 
(29) eN(Uvx)e(e^U) V (ex), pV (VAX)=(PVY (ovx); 
(30) (PV)E (pV = (elg) (PRU) (PAP) (PAD) = (p&p) ^ (b&b); 
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(31) (e > v)" V (一 pg)"( 对 任意 公式 x, x^ 表示 x& o &x,n 个 因子 x, n 
是 自然 数 ); 

(32) ("pA-%)= -(e vu); 

(33) (^g v2v)e -(e^v). 
3.1.2 ”BIL- 代 数 及 系统 BL 的 完备 性 


EX 3.1.4] Wt (L; ^, V, Q, 一 , 0, 1) 是 一 个 可 换 剩余 格 . 称 (L; ^, V, @， 
>, 0, 1) 是 一 个 BI- 代数, 如 果 满 足 (vz, y, z € L) 

(DzAy=7® (z> y); 

(2) (£ > y) V (y > z)-1. 

注 3.1.2 (1) 上 述 条 件 (2) 称 为 预 线性 公理 或 预 线性 性 (prelinearity). 

(2) [0, 1] 关于 自然 序 及 运算 min, max, 任意 确定 的 连续 t- 模 @ 及 其 相伴 剩余 
蕴涵 一 构成 一 个 BIL- 代数 ([0, 1]; min, max, @, 一 ). 

(3) BL- 代 数 是 特殊 的 可 换 剩余 格 , 所 以 2.2 节 中 所 述 的 可 换 剩余 格 的 性 质 在 
BL- 代 数 中 均 成 立 . 同时 , BL- 代 数 有 一 些 特殊 性 质 , 如 在 BL- 代 数 中 , 定理 2.2.7 
中 的 不 等 式 (2) 可 改 为 等 式 , BI z Vy=((z — y) > y)A((y > 2) > 2). 

BL 逻辑 中 所 有 公式 关于 可 证 等 价 关系 (可 类 似 于 定义 1.5.10 的 方式 进行 定 
X) 形成 的 商 代数 是 一 个 BI- 代数 同时, 有 更 一 般 的 结果 , 即 下 述 的 定理 3.12, 
为 了 叙述 这 个 结论 , 需要 首先 给 出 如 下 的 定义 . 

定义 3.1.5B3 形式 系统 BL 中 的 一 个 公式 集 D, 通常 被 称 为 BL 上 的 一 个 
理论 (theory). 对 于 任意 一 个 公式 o, W [pjr 是 所 有 与 p 在 n 下 可 证 等 价 的 公式 
y ZR (rEg y, THY yp 参阅 定义 1.5.9 及 定义 15.10), 并 记 Lr 是 所 
有 [plr 构成 的 集合 . 定义 


0= Or 
x r 
lelr ^ llr = [e ^ V]. 
lelr V tlr = [e V Vr. 
[plr & [Wr = [e&v] p, 
lelr > Wr = [e > vlr- 


定理 3.1.20) 对 于 系统 BL 上 的 任意 一 个 理论 T, 按 上 述 定义 , (Er; A, V, 
@, >, 0, 1) 是 一 个 BL- fO. 

定义 3.1.6?) ”一 个 剩余 格 (L; ^, V, Q, 一 , 0, 1) 称 为 是 线性 序 的 (linearly 
ordered), 如 果 它 的 格 序 是 线性 的 , Bl vr, y € L, Ay = z 或 zxAy = y( 这 等 价 
于 : TVy=y 或 zVy= 2z). 
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ik 3.1.3 (1) 线性 序 剩余 格 所 组 成 的 类 不 是 一 个 代数 徐 ， 因 为 它 对 直 积 不 
封闭 . 

(2) BL- 代 数 中 条 件 z ^y = r8 (z > y) 的 成 立 , 使 得 线性 序 BL- 代 数 是 可 除 
的 , 即 对 任意 z, y € L, M r> y, 则 存在 ze 工 使 得 y=z@z. 

定义 3.1.72 Wb (L; ^, V, Q, >, 0, 1) 是 一 个 BL- 代 数 , 一 个 命题 变 元 的 
矿 赋 值 (L-evaluation) 是 一 个 作用 于 每 个 命题 变 元 p 的 映射 e, e(p) € L. e 可 如 下 
唯一 扩展 到 所 有 公式 : 


e(0) —0, e(p— y) = ely) —e(V), e(e&v) = elp) 9 ely). 


由 此 可 得 , e(pAv)-e(o)^e(U), e(pVY)=e(p)Ve(W), e(-p)=e(p)—0， 一 个 公式 p 称 
为 是 一 个 LEER, 如 果 对 任意 的 LE e 有 e(w)=1. 

定理 3.1.87] ”BL 逻辑 对 于 BL- 重 言 式 是 可 靠 的 , 即 如 果 o 在 BL 中 是 可 
证 的 , 则 对 任意 BL- 代 数 L 来 说 o 均 是 LEER. 

BI 代数 的 滤 子 、 素 滤 子 等 概念 沿用 一 般 可 换 剩余 格 的 相应 概念 ( 见 2.2 节 )， 
对 定理 2.2.9 等 可 进一步 具体 化 得 到 下 述 结果 . 

定理 3.1.42] 设 工 是 一 个 BL- 代 数 , F 是 工 的 一 个 滤 子 . EX L 上 的 关 
LESS 如下: 

Zz~FYy 当 且 仅 当 (z 一 ye F,y > EF), 


W (1) ~F 是 一 个 同 余 关 系 且 商 代数 L/ ~r 是 一 个 BL- 代数 . 

(2) L/ ~r 是 线性 的 当 且 仅 当 F EKET. 

定理 3.1.57] BL 是 完备 的 , 即 对 任意 的 公式 p 以 下 条 件 等 价 : 

(1) e E BL 中 可 证 ; 

(2) 对 任意 线性 BL- 代数 L, p 是 LERRA; 

(3) 对 任意 BL 代数 L, o 是 LORS. 

对 于 上 述 结论 , 文献 [161], [162] 作 了 深入 研究 , 可 得 到 更 深刻 的 结果 ( 即 标 准 
完备 性 ). 要 论述 此 结果 , 需要 较 多 的 准备 工作 , 故 将 其 放 在 3.3 节 单 独 介绍 . 


3.2 ”逻辑 系统 BL 的 各 种 扩张 


3.2.1 Łukasiewicz 逻辑 系统 Luk 及 Gödel 逻辑 系统 G 


在 文献 [22] 中 , Lukasiewicz 逻辑 系统 L 被 定义 为 BL 系统 的 语义 扩张 , 即 

定义 3.2402 ”在 系统 BL 上 增加 如 下 公理 (——) 而 得 到 的 形式 系统 称 为 
Lukasiewicz 逻辑 系统 , 记 为 E: 

Cn) 9e 
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文献 [22] 中 证 明 , 如 下 定义 的 形式 系统 Luk 与 L 实质 是 一 致 的 ( 见 文献 [22] 
中 的 定义 3.1.3 及 推论 3.1.16 后 的 说 明 ): 

EX 3.2.22) ERRA Luk 由 以 下 公理 构成 (推理 规则 为 MP 规则 ): 

(£1) e (v9); 

(L2) (p) (v —x)(e—)) 

(13) (^e =)> (9v); 

(L4) ((ev))— (v—9)-). 

注 3.2.1 文献 [22] 中 使 用 符号 L 表示 上 述 形式 系统 , 这 里 使 用 [11] 中 的 记 
号 Euk( 本 书 以 后 将 一 致使 用 这 个 记号 ). 

为 了 证 明 Eukasiewicz 逻辑 系统 的 完备 性 ，Chang[24 引入 MV- 代数 的 概念 . 
它 有 各 种 形式 的 等 价 定义 , 下 面 是 文献 [22] 中 给 出 的 定义 . 

EX 3.2.3) 满足 如 下 条 件 的 BL 代数 (L; ^, V, @, >, 0, 1) 称 为 MV- 代 
数 : 

(DN) (z 一 0) 一 0=z, vz € L. 

i£ 3.2.2 (1) 定义 中 的 DN 表示 double negation. 

(2) 为 了 研究 格 值 逻辑 0510, 徐 扬 教授 于 20 世纪 90 年 代 初 引入 了 格 蕴涵 代 
数 , 尽管 它 被 证 明 与 MV 代数 等 价 B, 但 以 徐 扬 教授 为 代表 的 一 批 学 者 围绕 格 
值 逻辑 进行 的 一 系列 研究 (集中 反映 在 专著 [15] 中 ), 却 具有 重要 理论 意义 和 应 用 
价值 . 

定理 3.2.181464 (2, 0) 型 代数 (L; 一 , 0) 是 MT 一 代数 当 且 仅 当 满足 以 下 条 
ff: 

(1) z> (y > z)=y > (2 > 2); 

(2) (z > y) >(v > z) > (z = z))=1; 

(3) z > z=1; 


(4) z > y =y > r=1> T = y; 

(5) 0> 2-1; 

(6) (z 一 0) 一 0=z; 

(7) (z > y) > y-(y > 1) > z, 
其 中 , 1=0 一 0. 

注 3.2.3 ”在 上 述 代数 结构 中 , 相应 的 运算 @, A, V 定义 如 下 : z @ y=(z 一 
(y 0)—0, z^Ay-z8(r— y) zVy-(r— y) > y. 

定理 3.2.20] (2, 1, 0) 型 代数 (L; 6, ', 0) 是 MV- 代 数 当 且 仅 当 满 足以 下 
条 件 : 

(1) (L, e, 0) 是 以 0 为 单位 的 交换 半 群 ; 

(2) z@0'=0'; 
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(3) (z! =z; 

(4) (à Sy) ey =(y' @ 7) 6z. 

ik 3.2.4 ”在 上 述 代数 结构 中 , 相应 的 常 元 1 及 运算 @, 一 , A, v 定义 如 
F: 1-0, z8y-(z/Oy), z—y-z'Oy, z^y-zG(r— y, 1 Vy-(z > y) > y. 

定义 3.2.4! Æ [0, 1] 上 定义 : 


z6y-min(rcty,l) z'—1—z, Vz,ye [0,1], 


JU ([0, 1]; @, ', 0) 是 一 个 MV- fft, 称 为 MV 单位 区 间 ( 记 为 [0, 1]mv. 这 实际 
上 是 Lukasiewicz t- 模 所 决定 的 MV 一 代数 , 因 这 里 的 @ 正好 是 与 Lukasiewicz t_ 模 
对 偶 的 上 余 模 SL). 

EX 3.2.50! B F(S) 是 系统 Luk 的 全 部 公式 集 , 即 设 系统 Luk 的 原子 命 
题 集 为 S={pu pa, --- ), 逻辑 联结 词 为 ~, 一 , F(S) 是 S 生成 的 (5, 一 ) 型 自由 代 
数 . 映射 e: F(S) 一 [0, 1] 称 为 F(S) 在 MV 单位 区 间 [0, jmv 中 的 赋值 , 如 果 e 
是 (^, >) 型 同 态 (在 [ojwv 中 取 一 为 ), 即 


elp) =-elp)=1- elp), elp > v) = elp) — e(V) =min{l—e(yp)+e(y),1}. 


MRAR p 对 于 F(S) 在 MV 单位 区 间 [0, 1jwv 中 的 任意 赋值 e 都 有 e(p)=1, W 
称 p 是 1- 重 言 式 . 

定理 3.2.3( 系 统 Luk 的 完备 性 定理 )2220 Z Lukasiewicz 逻辑 系统 Luk 中 ， 
公式 o 是 可 证 的 当 且 仅 当 yp 是 1- 重 言 式 . 

在 文献 [22] 中 , Gödel 逻辑 系统 G、 布 尔 逻 辑 系统 BL2 均 被 定义 为 BL 系统 
的 语义 扩张 , 即 

EX 3.2.6?) Æ BL 系统 上 增加 如 下 公理 (G) 而 得 到 的 逻辑 系统 称 为 G6del 
逻辑 系统 , 记 为 G: 

(G) p= (p&p). 

在 BL 系统 上 增加 如 下 公理 (BL2) 而 得 到 的 逻辑 系统 称 为 BL2 系统 : 

(BL2) ev. j 

EX 3.2.72] 满足 条 件 zxgz = z(Vz e L) 的 BI- 代数 (L; A,v,@, 一 ,0,1) ff 
为 G- 代数 

文献 [22] 中 证 明了 BL2 系统 与 经 典 命题 逻辑 系统 C ( 见 定义 1.5.7) 是 等 价 的 . 
类 似 于 定理 3.2.3 有 Göde 逻辑 系统 G 的 完备 性 定理 , 其 中 与 定义 3.2.5 中 MV 
单位 区 间 [0, uv 相对 应 的 是 [0, 1] 上 的 G- 代数 [0, 1jc, 即 ([0, 1]; min, max, ©, 
一 ), 这 里 


l, z&y 


Vz, y € [0,1]. 
yw Ty 


zGy-min(z,y], | 
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定理 3.2.4( 系 统 G 的 完备 性 定理 )23 E Godel 逻辑 系统 G 中 , 公式 y 是 
可 证 的 当 且 仅 当 o 是 1- 重 言 式 . 

上 面 的 定义 3.2.1 与 3.2.6 是 通过 添加 新 公理 的 方法 引进 逻辑 系统 Luk 和 G 
的 . 本 节 最 后 , 通过 添加 一 条 推理 规则 的 方法 , 分 别 给 出 逻辑 系统 Luk, Gödel 系 
统 G 在 BL 系统 中 的 特征 . 

定理 3.2.5 ”在 BL 系统 中 添加 如 下 推理 规则 得 到 的 逻辑 系统 与 Luk 等 价 : 

(RR1) Hi o — v S68 ((9—9)—9)—v. 

证 明 ”首先 证 明 (RR1) 在 Luk 中 成 立 , MER (9v)- ((9)9)9). 18 
文献 [22] 中 Lemma 3.1.1 (4) 有 Euk-((j—9)—9)—((e—v)V). 又 据 命 题 3.1.2 
(2) 得 Luk-(((4—4)—9)((9)9)) (6) ((V—9)—9)9)). 应 用 MP 
规则 得 Luk-(o—)—((—9)—9)v). 于 是 , 由 (ev), 根据 MP 规则 可 推 得 
((9—9)—9)—v, Bl(o—v)-((09)9)v]- 

其 次 证 明 : 添加 推理 规则 (RR1) 到 BL 上 后 成 立 - -pp. 由 定义 3.1.3 (A7) 
有 0 一 p. 由 此 , 据 推理 规则 (RR1) 得 ((p 一 中 > 0) >y, 此 即 是 9. 

综 上 所 述 , 在 BL 系统 中 添加 推理 规则 (RRI) 得 到 的 逻辑 系统 与 Luk 等 价 . 

定理 3.2.6 ft BL 系统 中 添加 如 下 推理 规则 得 到 的 逻辑 系统 与 G 等 价 : 

(RR2) 由 9 一 (9 一 水) 推 得 p > y. 

证 明 ”首先 证 明 (RR2) 在 系统 G 中 成 立 , MER (o—(2—))-(ev). 据 定 
义 3.1.3 (A52) 有 F(e(e—))— (elo). 故 由 poy), 应 用 MP 规则 可 推 
出 pico. 又 由 (G) 知 p 一 (p&p), 而 据 定义 3.1.3(A1) 有 


(e > (p&p)) = ((e&e > v) > (e v). 


两 次 应 用 MP 规则 得 p 一 v, Hh Go (e—))- (o9). 

其 次 证 明 : 添加 推理 规则 (RR2) 到 BL 上 后 成 立 F p 一 (pk). 由 定理 3.1.1 
(3) E H y> (e 一 p&p). 由 此 , 据 推理 规则 (RR2) 得 Fe — (eio). 

综 上 所 述 , 在 BL 系统 中 添加 推理 规则 (RR2) 得 到 的 逻辑 系统 与 G 等 价 . 


3.2.2 ”乘积 逻辑 系统 II 及 严格 基本 逻辑 系统 SBL 


本 节 介绍 形式 系统 BL 的 两 种 扩张 形式 IIR SBL, II 的 语义 解释 为 乘积 t- 
REZE ( 故 称 其 为 乘积 逻辑 ), SBL 的 语义 解释 为 Göde 逻辑 G 与 乘积 逻辑 TI 
的 结合 (Hl SBL 中 的 定理 既是 G 中 的 定理 又 是 TI 中 的 定理 ). 与 逻辑 系统 TI 及 
SBL 相配 套 的 代数 结构 分 别 是 乘积 代数 (product algebra, 或 了 -代数 ) A SBL- 
代数 . 

EX 3.2.8) ERA BL 上 增加 如 下 公理 (1, 712) 而 得 到 的 形式 系统 称 为 
乘积 逻辑 系统 , WA IT: 
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1) ^x((ooxvox) (ev); 

(I2) (g^) 0. 

注 3.2.5 ”这 里 -p 表示 p>, o 即 为 BL 中 的 &( 以 后 常用 © 代替 &). 

命题 3.2.123 AA (M) 及 2) 均 为 [0, 1)g 上 的 1- 重 言 式 , 这 里 [0, 1] 
表示 由 乘积 t- 模 及 其 剩余 蕴涵 构成 的 实数 区 间 [0, 1] 上 的 代数 结构 . 

上 述 定义 中 的 公理 (I2) 可 替换 为 另 一 个 公式 , 即 后 面 的 公式 (STR). 为 了 较 
简捷 地 证 明 这 一 结论 , 需要 一 个 引 理 . 

引 理 3.2.1 ”在 系统 BL 中 , 下 述 公式 是 定理 

(1) 9 一 (一 PAY); 

(2) (e —v)e(e^v)v; 

(3) (e ^V)e(e^v)— ^v; 

(4) y> ^v)o (ev) V]^((e ^v)e(e^v)- ^u]. 

证 明 (1) 可 由 定理 3.1.1 (7) 及 定义 3.1.3 (Abb) 直接 得 到 . 

(2) 由 定义 3.1.3 (A2), (A3) 得 (e ^v)ov—v. X, 应 用 定理 3.1.1 (7) 得 


ly — ^9) 6 el ^[e— 9) 69] ^ (e ^ ^v) e v. 


由 此 可 得 (p> ople ^v)ev]-v Cz BHEXIUN, 可 由 (A1) 及 MP 规则 推 
出 ). 而 由 定理 3.1.1 (28) 有 


(e = 4) 6 (pn) = [(e — ^v) 6 v] ^ K(e — ^v) o v], 


所 以 (p> olp). 
(3) 由 定义 3.1.3 (A3) 及 定理 3.1.1 (2) 得 (e —v)oe p. 又 应 用 定理 3.1.1 
(7) 得 (e worl wo] ^v)ov. 于 是 由 三 段 论 规则 得 


Ke — ^4) 6 e] ^ (e — ^9) 6 v] ^ ^v, 
而 由 定理 3.1.1 (28) 有 (e yolon) ople o], 所 以 
(e — ^) 6 (e^ v) > v. 


(4) 据 (2) 及 (3), 应 用 (1) 及 MP 规则 即 得 (4). 

命题 3.2.2 ”在 系统 BL 中 , (I2) 与 下 述 公式 等 价 : 

(STR) -(p © y) — -(p ^ v). 

证 明 ”首先 证 明 BLA-(STR)F(II2). 由 (STR) 可 得 -(eo ^2) -(A-o), 应 
用 定理 3.1.1 (15) 及 MP 规则 即 得 -(pA-p), 此 即 (112). 
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其 次 证 明 BL--(II2)-(STR). 由 引 理 3.2.1(4) 有 
[(e — 7v) 6 (e ^v) — VI ^ Ke — ^V) 6 (e^ v) ^ ^U. 
据 定理 3.1.1 (10) 有 
((e— 4) 6 (e ^v) — V] ^I(e— 74) 6 (e ^V) ^^4]— (c V) 6 (e ^V) ^ 9 ^V. 
于 是 由 MP 规则 推 得 (p> -v)o(o^U)— ^ov. 应 用 定义 3.1.3 (AT) 得 
[e — —) 6 (e ^ 9) — V ^ ^U] — (V ^ ^V — 0) — (p — ^9) 6 (e ^v) ^ 0]. 
应 用 (I2) 及 MP 规则 得 (o ^v)e(e^v) 0, 而 
(e — v) 6 (e ^v) ^ 0s (e — ^V) — Ke ^ v) ^ 0] 
= [p > (9 — 0) > (e ^v) > 0] 
z (eO 0) (p^v 0) 
z (eov) — (e^). 
此 即 (STR). 

定义 3.2.92) ”满足 如 下 条 件 的 BI 代数 (L; ^, V, 8, 一 , 0, 1) 称 为 I-AR 
数 或 乘积 代数 (Vz, y, z € D): 

(1) z” «1822y82)— (ry) 

(2) z ^z'—0, 

其 中 , z' 代表 z 一 0. 

定理 3.2.7( 系 统 TI 的 完备 性 定理 )231 ”在 乘积 逻辑 系统 II 中 , 公式 y 是 可 
证 的 当 且 仅 当 o 是 1- 重 言 式 . 

文献 [165] 中 提出 BL 的 一 种 扩张 SBL, 它 是 基于 无 非 平凡 零 因子 t- 模 的 模 
糊 逻辑 系统 , 也 是 系统 G 与 Ir 的 结合 . 

定义 3.2.10065l ”在 系统 BL 上 增加 如 下 公理 (STR) 而 得 到 的 形式 系统 称 为 
严格 模糊 逻辑 系统 , 记 为 SBL: 

(STR) -(eov)— -(e^v). 

注 3.2.6 ”由 命题 3.2.2 知 , 上 述 定义 中 的 公理 (STR) 7 可 用 (112) (e^) 0 
替换 , 同时 说 明 系 统 TI 是 SBL 的 一 种 扩张 . 此 外 , 易于 验证 , (STR) 也 是 系统 G 
中 的 定理 , 因此 SBL 是 G 与 TE 的 共同 基础 . 

定义 3.2.11065] ”满足 如 下 条 件 的 BL- 代数 (L; ^, V, @, 一 , 0, 1) 称 为 SBL- 
代数 : 

z9y—0-(r—0)v(y—0) VzycL. 
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容易 验证 , ([0, 1]; min, max, +, 一 , 0, 1) 是 一 个 SBL- O3, 其 中 , « 是 无 非 平 
凡 零 因子 的 t- 模 , 一 是 与 * 相伴 的 剩余 蕴涵. 

命题 3.2.3065 一 个 线性 序 的 BL- 代 数 是 $BL- 代 数 的 充 要 条 件 是 满足 下 
列 条 件 之 一 : 

(1) z @y=0 当 且 仅 当 z=0 或 y=0; 

(2) z'( 即 = —0) 是 Gödel FÆ, 即 z=0 时 z/—1, 否则 2/—0. 

定理 3.2.8( 系 统 SBL 的 完备 性 定理 )ne5l ”在 逻辑 系统 SBL 中 , 公式 o 是 可 
证 的 当 且 仅 当 o 是 三重 言 式 , 这 里 L 是 任意 线性 序 的 $BL- 代 数 . 

注 3.2.7 ” 除 上 述 介 绍 的 几 种 扩张 之 外 , 一 批 学 者 还 提出 了 其 他 一 些 BL 的 扩 
张 系统 , 如 BLA, SBL~, EII, LIT1/2, PL, PE 等 (分 别 参见 文献 [22], [165]~[167]). 
其 研究 思路 可 归纳 为 两 个 方面 , 一 是 在 系统 BL 中 增加 新 的 逻辑 联结 词 , 如 投影 算 
子 A、 附 加 的 对 合 否定 ~ 等 ; 二 是 将 不 同 的 模糊 逻辑 系统 组 合 起 来 , 如 EII 是 
Łukasiewicz 逻辑 与 乘积 逻辑 的 组 合 . 由 于 篇 幅 所 限 , 这 方面 的 内 容 不 再 详 述 , 请 读 
者 自行 选读 相关 文献 . 


3.8 ”逻辑 系统 BL 的 标准 完备 性 


首先 解释 一 下 标准 完备 性 的 概念 . 

在 讨论 各 种 模糊 逻辑 系统 的 完备 性 问题 时 , 通常 要 考虑 与 相应 逻辑 系统 配套 的 
代数 结构 ; 而 同一 逻辑 系统 的 完备 性 又 有 多 种 形式 , 每 一 种 形式 对 应 同一 类 代数 的 
不 同 子 类 . 为 避免 混淆 , 本 节 特 别 对 它们 的 区 别 进行 说 明 . 

对 于 模糊 逻辑 , 实数 区 间 [0, 1] 是 命题 真 值 域 , 因此 定义 在 其 上 的 各 种 逻辑 代 
数 被 称 为 标准 代数 (standard algebra); 又 由 于 t- 模 基 模 糊 逻 辑 是 主要 研究 对 象 , 因 
此 标准 代数 又 被 称 为 t+ 代数. 下 面 给 出 一 个 严格 定义 (对 文献 [22], [159], [168] 中 相 
应 概念 进行 修改 而 来 ). 

定义 3.3.1 ”一 个 标准 代数 (或 称 上 代数 ) 是 指 由 一 个 (或 一 类 )t- 模 * 及 其 剩 
RANA 一 构成 的 实数 区 间 [0, 1] 上 的 代数 结构 ([0, 1]; A, V, *, 一 ), 其 序 关系 就 是 
通常 实数 的 大 小 关系 . 记 由 t- 模 * 决定 的 标准 代数 为 [0, 1].. 特别 地 , 当 * 分 别 为 
Lukasiewicz t- 模 、 乘积 t— BE. Gödel t- 模 时 , 相应 的 t 代数 记 为 [0, 1]z 或 [0, 1]uv, 
0, 1]n, [0, 1]c- 

对 于 系统 BL， 定 理 3.1.5 给 出 了 它 的 完备 性 ， 但 这 个 完备 性 是 针对 线性 
BI~ 代数 的 , 即 并 没有 证 明 :“ 公 式 p 在 BL 中 可 证 ” 当 且 仅 当 “对 任意 连续 t- 
模 *, o 是 [0, 1],- 重 言 式 (又 称 为 o 是 t- 重 言 式 或 1- 重 言 式 )”. 此 即 标准 完备 性 ， 
它 是 针对 标准 代数 的 . 证 明 这 一 结果 正 是 本 节 的 主题 . 


3.3 ”逻辑 系统 BL 的 标准 完备 性 EE 


注意 , 定理 3.2.3 是 Lukasiewicz 逻辑 系统 的 标准 完备 性 (基于 MV 单位 区 间 
0, mv, 即 [0, 1]z), 定理 3.2.4 是 Gódel 逻辑 系统 的 标准 完备 性 (基于 [0, 1]a), 定 
理 3.2.7 是 乘积 逻辑 系统 的 标准 完备 性 (基于 [0, 1]n), 而 定理 3.2.8 是 SBL 逻辑 系 
统 的 完备 性 而 非 标准 完备 性 . 
3.3.1 BL- 链 的 序数 和 

BL- 代 数 L 的 元 素 z RARS (idempotent), WR z? = z @ z =z. L 的 所 
TRAE ea Idp(L). 

引 理 3.3.1 W L J£ BLAM, 对 任意 z e L, 下 述 条 件 等 价 ; 

(1) z € Idp(L); 

(2) HER z€L,z89r—zA^c. 

证 明 (2) 一 (1) 是 显然 的 . 现 假设 z € Idp(L), W 2? = z. 于 是 , 对 任意 rz e 工 


z8(z^2)-28(28(z52) = 28 (z => 2) =z 8 (z > x) -zAa. 


Bibz^z-zG(z^z)&zOz XzGr«z^cr 总 是 成 立 的 , 所 以 xz@z = z^. 
此 即 (2). 

注 3.3.1 ”由 引 理 3.3.1 可 知 , 若 ze Idp(D), 则 (Vz, y€ L) z<z y 4H 
仅 当 z 和 人 z < y. 

一 个 G- 链 是 指 这 样 的 全 序 BL- 代 数 L, 它 有 底 元 0 和 项 元 1 且 其 运算 定义 
为 


{ l, z<y, 
rGy-—min(zy) z—y= 

yu ry 
根据 上 面 的 注释 易 知 , 一 个 BL-SE C 是 G- 链 当 且 仅 当 C = Idp(C). 

设 u, v 是 BI- 代数 L RGH u < v, 由 引 理 3.3.1 易 得 区 间 (或 称 分 段 
segment) [u, v]={z € Llu < z < v} 对 于 运算 o 封闭 . 对 于 任意 z, y Elu, v] 定义 
£ >w y-(v ^ (z > y))vu. 

定理 3.5.1. UL J& BLAX, 如 果 u, v e Idp(L) B. u < v, W (lu, v]; ^, V, 
Q, uvu, v) 是 BL- 代数 , 记 为 [wu v]. B. Idp([u, v]r)-Idp(L)n[u, v]. 

设 (I; <) 是 一 个 链 , 有 最 小 元 0 和 最 大 元 1, 对 每 一 个 ie 工 记 


d inf{j Ee 了 :i < 让， 如 果 它 存在 ， 
it- 
i 其 他 . 
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为 了 避免 混淆 , 本 节 将 BL- 代数 中 的 最 小 元 、 最 大 元 分 别 记 为 LMT. 下 面 
关于 BIL- 链 的 序数 和 概念 (更 一 般 地 , t- 模 的 序数 和 ) 是 Cliffordne9 半 群 序数 和 
理论 在 t- 模 中 的 应 用 (可 进一步 阅读 文献 [170], [171]). 

EX 3.3.2 PHC; Qi >i, Li Tijier 是 一 能 BL- 链 且 满足 Ti = Li, W 


是 一 个 BL- 链 , 称 为 簇 {Ci}ier 的 序数 和 (ordinal sum), 其 中 , L= Lo, T = T1, 且 
运算 @ 与 一 定义 为 


-ev-yez-{ zGiy, zy€C, 


z, zeCO,yeC; Hi<j. 
Ts zyECi 且 z<iy; 或 zeECi,yeC; 且 i<j, 
z—y-izr-iw ny€C Hz»y 
y reC,yeC; Ri» j. 


注 3.3.2 (1) 如 果 I={0, 1, … , n}, 上 述 序数 和 记 为 Co6--- Cn. 

(2) 在 上 面 的 定义 中 , WR i= 计 , W Ti= Lio = Li E Ci={Ti}. 例如 , 实 单 
位 区 间 [0, 1] 作为 一 个 G- 链 是 序数 和 1 jen 其 中 , C"=[r, r]- (n), Vr elo, 1]. 

(3) 如 果 C, C1, Ca 是 BL- 链 且 满 足 C= C1 6 Cs, W Ti = La 是 C HARE 
等 元 , B. Ci-[L, Tilo, C2=[T1, Tlc. 

(4) 如 果 E=Idp (C), W C = E i*]c. 

定义 3.3.3 ”一 个 BL-8& C 称 为 不 可 约 的 (irreducible), 如 果 不 存在 至 少 有 
两 个 元 的 BL- 链 Cl 和 C5, 使 得 C = C1 6 Cs. 

由 注 3.3.2(3) 易 得 , BL- 链 是 不 可 约 的 当 且 仅 当 Tdp(C)-(L, T). 所 以 , 标准 
MV- 链 和 标准 万 - 链 都 是 不 可 约 的 , 一 个 G- 链 C 是 不 可 约 的 当 且 仅 当 C 至 多 有 
两 个 元 . 下 面 例子 说 明 存 在 另 一 些 不 可 约 的 BL- 链 . 

例 3.3.1 d C=[0, 2] 是 有 自然 序 的 实数 区 间 , 且 赋 予 了 如 下 定义 的 运算 * 和 


z, z € [0,1] Hye (1,2), 


14(-19-1, z,y € (1,2), 
r*y— 
(z+y-1)v0, z,y € [0,1]. 
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2, r&y 
Viu z»yHzye(12] 
z2y-s4 z-1 ^" 3 En 


ys r»yrc[,2, Hye [0,1], 
1-z+y, z>yH z,y € [0,1]. 

可 以 验证 , le Idp(C) B. C=[0, 1]e[1, 2], 其 中 , [0, 1] 是 标准 MV — ERI [1, 2] 是 一 个 
了 -代数 ( 同 构 于 标准 11-85). 设 工 = C\{1}, W L Æ C 的 子 代数 , H Idp(L)={0, 
2), BI L 是 不 可 约 的 BL- $i. 
3.3.2 ”饱和 BL- 链 (saturated BL-chain) 

定义 3.3.4 ”一 个 序 对 (X, Y) 称 为 BL- 链 C 的 剖 分 (cut), 如 果 下 述 条 件 成 
立 : 

(XUY= Ci 

(2z&€yVreX,ycY; 

(3) Y 关于 o 封闭 ; 

()zGy-z,Vre X, y €Y. 

例如 , 设 C 是 一 个 BL- 链 ,是 C HARRE L< u< T, X-(z € C|z < 
u}, X; = XUfu), Y={z € Clz > u}, Yı = YU(u), W (Xi, Y), (X, Yı), (Xa, Y) 是 
C 的 剖 分 . 

容易 证 明 以 下 结论 成 立 ( 见 文献 [159] 中 的 Lemma 5): 

引 理 3.3.2. Xf BL- C 的 任意 剖 分 (X, Y) 成 立 : 

(1) WR X nY # Ø, 则 XnY={fdj, 其 中 ,w 是 C HERT: 

(2) 如 果 zeX 且 t<z, 则 texXi 

(3) X 关于 @ 封闭 , 即 vr, yeX,z@yeEXi 

(4) WR z € X\Y 且 yeY\X, 则 y 一 z=z. 

设 工 是 在 例 3.3.1 中 考虑 过 的 BL- 链 , 容易 看 出 ([0, 1), (1, 2]) 是 L 的 剖 分 ， 
它 不 能 由 工 WERTE. 为 此 , 引入 下 面 的 定义 . 

定义 3.3.5 ”一 个 BL- 链 C 称 为 饱和 的 (saturated), 如 果 对 C 的 任意 剖 分 
(X, Y), FEDRE u cC 使 得 (Vr € X, y eY)r &«u& y. 

31 3.3.3059) 设 工 是 BI- 代数 , 则 (Vz, y, u € L) 

中 车 z >y, 则 y=z®@(z 一 9); 

(2) 车 z < wu<y 且 是 和 等 元 , 则 z@y=z; 

(3) 若 z<u<y Hu ESL, 则 y z— c. 

定理 3.3.2 ”如 果 C 是 饱和 BL- 链 , E-Idp(C) 是 关于 @ BREAS;C 4E GS, 则 

(0) 任意 子 集 AC E EC 上 有 上 、 下 确 界 且 两 者 都 属于 E; 
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(2) 对 任意 c € E, 存在 最 大 闭 区 间 [a, b]C E 满足 c efa, b]; 

(3) 对 任意 a ¢ E, 存在 闭 区 间 [a, b] 使 得 ae[a, b] H [a, b]nE— (a, b). 

证 明 (1) 车 4 = 2, 则 结论 显然 成 立 . 现 假设 4 v 0, 下 证 sup4 存在 且 属 
于 E( 类 似 地 可 证 inf4 存在 且 属 于 E). 

设 Y 是 4 在 C 中 所 有 上 界 构 成 的 集合 , X = CY, W (X, Y) 是 C 的 一 个 
TA. 事实 上 , 由 X, Y 的 定义 显然 有 XUY =C H (Vr e X, y e Y)o < y, 即 定 
33.3.4 中 的 条 件 (1). (2) 成 立 . 由 引 理 3.3.3 得 , z @y = r, 即 定义 3.3.4 中 的 条 
件 (4) 成 立 . 故 据 定义 3.3.4 只 需 再 证 Y 关于 @ 封闭 即 可 . W y, yo € Y, 如果 
3 9 yo € Y, My @w 不 是 A 的 上 界 , 即 存在 ae AWER yi o yo c a— a a, XX 
是 一 个 矛盾 ! (因为 @ RF.) 从 而 , 由 C 是 饱和 BL SERIA HEAR, FEDER 
u 使 得 u=sup X —inf Y=sup A. 

(2) 对 任意 ce E, $ A-(d € Eld < c, ld, c] € E), B-(d € Eld > c, [c, d] 
C E), 则 由 (1) ^il, inf A 与 sup B 存在 . 可 以 验证 , 区 间 [inf A, sup B] 正 是 满足 要 
求 的 区 间 [a, b], 即 取 inf A = a, sup B = b. 

(3) 对 任意 a ¢ E, $ A-(z € Elz > o), B-(z € Elz < a}, 则 由 (1) &il, sup 
B 5 inf A 存在 . 可 以 验证 , 区 间 [sup B, inf A] 正 是 满足 要 求 的 区 间 [a, b), 即 取 
supB — a, infA — b. 

WEM 3.3.2 (3) 中 所 述 区 间 构 成 的 集合 为 I(E) = I(Idp(C)), Bl 


I(E) = {[a,b]ja,b € E,a < b, H. (a,b) AE = 2). 


同时 , 记 由 定理 3.3.2 (2) 中 所 述 区 间 中 的 所 有 真 区 间 ( 即 非 单 点 区 间 ) 构成 的 集合 

G(E) = G(Idp(C)). Fil Eis = EN(I(E)UG(E)), 这 里 的 “is” 表示 孤立 的 (isolated). 

于 是 , 有 下 述 推论 . E 
推论 3.3.1 C 是 饱和 BL-85, (I; <) 是 如 下 定义 的 全 序 集 : 

I= (a € C|a € Ex, IÈ 3b € c ff8 [a,b] € I(E)UG(E)), 

其 序 关系 < 是 C 的 链 序 在 1 上 的 限制 . 对 任意 ac I, 定义 M, 如 下 : 


_ J ied, a€ Eis, 
^ | ebo 3, 


则 C= @ Ma- 
a€r 


下 面 的 例子 说 明 Es 可 能 非 空 : 对 于 每 一 个 自然 数 m” 21, 4 on = 1/2 1/n 和 
bn = 1/2+ 1/n. 考虑 在 实 单位 区 间 [0, 1] 上 的 由 下 述 序数 确定 的 BL- 8E C: 


C) e 5s] e (ste) r 
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其 中 , [an, ani]c 和 [b+l bm]c 或 是 MV- 链 或 是 乘积 - 链 . 可 验证 , Ei- (1/2), 其 
中 , G(E) = Ø, T(E)={ [an, 25-1]; [bn+1, bn]lmn >1}. 

显然 , 对 每 一 个 [a, ble G(E), [a, bjo 是 G- 链 . 通过 将 其 分 解 成 不 可 约 成 分 , 可 
以 得 到 饱和 BL- 链 的 如 下 分 解 定理 (最 早 由 Hájek 在 文献 [159] 中 给 出 ): 

推论 3.3.2 ”每 一 个 饱和 BL- 链 C 都 是 饱和 不 可 约 BL- 链 的 序数 和 , 即 

= @ [oatjc. 
a€Idp(C) 

ik 3.3.8 ”推论 3.3.1 和 推论 3.3.2 给 出 的 分 解 在 由 T(E) 和 Es 产生 的 分 量 
上 是 一 致 的 , 但 在 由 G(E) 产生 的 分 量 上 是 不 同 的 . 事实 上 , 在 Hájek 的 分 解 (推论 
3.3.2) 中 , 每 一 个 由 G(E) 产生 的 分 量 , 当 相 应 的 点 没有 上 邻 (upper neighbor) 时 是 
作为 单 点 集 出 现 的 , 而 当 相应 的 点 有 上 邻 时 是 只 有 两 个 元 素 的 BL- 链 . 
3.3.3 ”饱和 不 可 约 BL- 链 (saturated and irreducible B L-chain) 

定义 3.3.6 UC 是 一 个 BL- 链 , z, y, z € C. Ws (x, y, z) 是 病态 三 元 组 
(pathological triple), 如 果 它 满足 以 下 条 件 : £< z< y,z@y = zz@z < zz@Yy < z. 

定理 3.3.3 ”BL- 链 都 不 含 病态 三 元 组 . 

证 明 ”假设 (z, y, z) 是 病态 三 元 组 , 令 s= z 一 z@z, 则 


y 5s-y—(z—z82)-(y82)—5 1B:=7— 12= 8. 


由 此 可 知 s < y( 否 则 , # s >y, WM y—s-T—s Als-z—z&z-T, 
rKrOz 这 与 病态 三 元 组 定义 中 的 z@z < z 矛盾 ). 又 ,z < s=z 一 z@z( 据 一 
与 @ 的 伴随 性 ), 进而 

z—5sAz —sG(s— z) = (ys)8(s —^ z) = y8 (s8 (s — z)) = yG(s^z) = y8z < z. 
这 是 一 个 矛盾 . 

引 理 3.3.4 ”对 任意 饱和 的 且 不 可 约 的 BL- 8E C, 以 下 性 质 成 立 : 

(D 18y =r H r= 1 R y=T; 

(2)z@z=y@z> 上 蕴涵 z=y. 

证 明 (1) 假 设 i@y=z,z>1 且 y<T. 令 Xo={z € Clz 8y = 2}, 
Y={z € Clz @z = 1}. BH, z € Xo, y EY, Y XT @ HH, 且 z 4Y( 因 为 C 不 
可 约 , 故 除 LA T 外 没有 其 他 军 等 元 ). 取 X = OW, 则 对 于 任意 ue XX 和 wey 
有 w<v( 否 则 ,车 u>wv, 则 z>u@z>v8@Bz=7z, 即 u@z=z, 进 而 z@z=z， 
矛盾 ). 下 证 对 于 任意 ueEX 和 veY 有 wu@v=u. 

车 wu<z<v, 则 wu@v=(zAW)@v=(z®@ (z=))8v=(z  u)&(vez)-(z > 
u)gr-u. 
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# z<u<uw 则 ve@ez<z( 因 为 vesY),z@vu= z( 因 为 veyY), FÆ uov =u 
W, (x, u, v) 构成 病态 三 元 组 , 将 与 定理 3.3.3 矛盾 ). 

另外 , u < v < z 的 情况 是 不 可 能 存在 的 (因为 z < v). 

总 之 , ugv=u. 从 而 (X, Y) 是 C 的 剖 分 , 由 于 C 是 饱和 的 , 故 据 定义 3.3.5 
FERET a 使 z < a < y, 从 而 a 是 不 同 于 LA T HRS, 这 与 C 是 不 可 
约 的 BL- 链 相 矛 盾 . 

(2) 若 z@z=y8@z> 上 .假设 z<y, 则 z=zAy=y®8(y 一 7). 从 而 ， 


y8z-2z82-(y8(y5 1)) 8 z = (y 8 z) 8 (y x). 


应 用 (1) Ẹ y> r= T, B y< r. 这 与 z <y 的 假设 矛盾 . 同样 , 由 y < c 也 可 推 
出 矛盾 , 所 以 > — y. 

称 BL- 链 C 的 元 素 z > 上 是 一 个 零 因子 (zero divisor), 如 果 存 在 ye C 且 
y> 上 使 得 z@y = L. 注意 , 这 里 的 零 因 子 实质 上 是 非 平凡 零 因子 (non-trivial zero 
divisor). 

引 理 3.3.5 WC 是 饱和 的 且 不 可 约 的 BL- 链 , 且 C 含有 零 因子 , 则 

(1) Yz € CN{L, T), z 是 零 因 子 ; 

(2) Yz € C, ~~t = T. 

证 明 (1) 设 有 ye C,y> L Hy 不 是 零 因子 , 则 -y= 上 (因为 ~y@y = 1). 
X, 取 任意 确定 的 零 因子 z > 1 且 z @z = 上 (这样 的 z 一 定 存在 , 因为 由 前 提 条 
fk "C 含有 零 因子 ", WA uv 上 使 v@u= 上 .如果 w<uw 则 ww<vs<s-uw 于 是 
ugu = L; W v <u, W v < u< w, FE vov= L, BIB z= u Bk x — v BIRI), 
有 


y > =r =y > (r> 1) =-r > (y > L) = -1 > -y = 52 — L = 5o, 


进而 (注意 , ^7 < y, 即 y € 5c. 否则 , 3$ y <~r, 则 由 上 式 得 ~~r = T, 从 而 
=-z=--nz=-T= 上 .又 由 z@zr= 上 可 得 zx<-z, 于是, z < 上, 矛盾) 


y& ^: —-gyG(y— 2) =y ^ oz = ^c. 


LH r >r k r> lA r> 上 ,所 以 由 上 式 并 应 用 引 理 3.3.4 (1) f y = T. 
这 说 明 除 了 上 及 T 外 均 为 零 因 子 , 即 (1) 成 立 . 

(2) 当 z= 上 或 T 时 , 显然 有 ~r =r. 现 设 ze CN{L,T}, 由 (1) Anz 是 零 
因子 , 从 而 -r > L(A r 是 零 因子 , WFE u> 上 使 zx@u = 上. 于 是 2ul) 
分 以 下 几 种 情况 讨论 : 
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Ë -r <z, W L< -r< z< -~r, Afi 


Or-oz^r-rzG(r- -7), 
at= rAcor- r6 (>r > ~r) 


— oz 8 (z > ~~nt) = ~T 9 (z — -7). 


由 引 理 3.3.4 (2) 得 于 5c =r. 
Ë z «ca, I Sm € oc, X s <~r, H L< z « -< oz, 从 而 
z—rA^cor--orG (t > 1), 
于 是 
-r= [^79 (oz > z)) — L 


=( > z) > (^oz — 1) = (52x > z) > 5x = (52x > £) > x. 


进而 (注意 , 因为 (77x > z) ^ -r = oz > L, BP (~~r > z) £ ~-r, f 5 < 59 — 
z) 


= (^2 > z) ^x = (72x > £) 9 (oz > z) > —x] = (^2 > 1) 9 x. 


由 引 理 3.3.4(1) 得 ~~z — z = T, 所 以 5r = z. 

定理 3.3.4 ”任意 饱和 的 且 不 可 约 的 BL- 8E C, 必 属于 以 下 两 种 情况 之 一 : 

(1) C 是 一 个 MV- 链 , 当 含有 零 因 子 时 ; 

(2) € 是 一 个 I-t, 当 不 含 零 因子 时 . 

证 明 ”如 果 C 有 零 因子 , 则 由 引 理 3.3.5 知 C 是 一 个 MV- 代 数 ( 见 定义 3.2.3). 
如 果 C 没有 零 因 子 , 则 对 任意 re C, z > 上 蕴涵 or = L, 进而 = A or = 上 (显然 ， 
M s= 1 Hd rA-r-1) HAGO 上 <yeC, 则 因为 


zG(r—(z8y)-z^(r8y)-zGy»l, 
故 应 用 引 理 3.3.4 (2) f x 一 (ze y) - y. 于 是 Vz e C, 


[le 82) > (y&z) ^ (z = y)= [z = (z > (v&2)] > (z = y) 
=(z >y) > (2> y) =T =>, 
即 ~~e <[(z 9 1) > (y 8 z))— (z — y). 由 于 此 不 等 式 当 z = 上 时 也 成 立 , 故 据 定 
义 3.2.9 知 C 是 11-8. 
由 推论 3.3.1 及 定理 3.3.4, 可 得 到 饱和 BL- 链 的 结构 定理 : 
定理 3.3.5 ”每 一 个 饱和 链 C 可 表示 为 如 下 的 序数 和 : 


C=@M, 
iel 
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其 中 , 了 是 有 界 全 序 集 , 每 一 个 M, 或 是 G- 链 , 或 是 MV- 链 , 或 是 BE. 

可 以 证 明 , AR BL- 链 一 定 是 饱和 的 , 且 非 平凡 有 限 林 - 链 仅 有 两 元 链 {1, T). 
因此 , 下 面 的 推论 成 立 . 

推论 3.3.3 ERAR BL- 链 是 MV- 链 和 G- 链 的 有 限 序 数 和 . 

定理 3.3.6 ”每 一 个 BL- 链 C 都 可 同 构 嵌 入 到 一 个 饱和 BL- G 中 , 而 
HC 在 C 中 稠密 , 即 对 任意 两 个 C\C 中 的 新 竺 等 元 u <u, 存在 z CC 使 得 
ux&z«u. 

证 明 WC 是 BL- 链 ,5 是 C 的 所 有 非 饱 和 剖 分 构成 的 集合 . 对 任意 ae S, 
a 的 上 半 部 分 记 为 e+, 下 半 部 分 记 为 a-. $ C- CUS, 并 定义 G 上 的 序 关 系 < 如 
下 (注意 , < 是 指 C 中 的 序 关 系 ): 


zyceCHz«y 
zy€eSHaz-Ccy, 
zeOyeSHzey, 
r€SyceC Hyez*, 


则 < 是 G 上 的 全 序 关系 , 且 其 界 为 Lc, Tc (HI C 的 界 ). 同时 , 按 如 下 方法 扩充 C 
的 运算 @ M — 2) EE (vz eð, ac sS, ceco): 
aGz = z&o-min(a, z), 其 中 , min 是 关于 全 序 < 的 ; 


Ty ww T, eea^, 
a>r= c 一 a= 
vy, 4m a, c€a*. 


Vz, y € Č t y 当 且 仅 当 


可 以 验证 , C 关于 上 述 这 些 运算 构成 BL- 链 , 下 证 C 是 饱和 的 . 

设 a 是 C 的 一 个 前 分 , 显然 c=anC 是 C 的 一 个 剖 分 , Hat = a*no, 
a —a- nC. 存在 如 下 两 种 可 能 情况 : (1) adi EET u e C RE; (2) ae S. 

对 于 情况 (1), great. 车 ze 0, 则 zeat, 从 而 uw<z. 车 z=Be5, 假 
E u cpt. 因为 Be 5, 故 有 be B+ 使 得 b< u, FE bea Cac, B <b, 这 是 一 
个 矛盾 . 因此 , z e at — zu. 对 偶 地 , 可 证 明 z e a- s exu. 这 说 明 , a 是 由 
u 决定 的 . 

对 于 情况 (2), 设 r eat. 若 ze C, 则 zeat, 从 而 a< r. 车 z=Be5, 假 
Æ p- Ca^, Ë a ca- M7, W aca- 且 ae B+, 即 B<a, 这 是 一 个 矛盾 . 所 以 ， 
r€à- - ro. 对 偶 的 结果 也 成 立 , 从 而 说 明 a 是 由 a 决定 的 . 

综 上 所 述 , C 是 饱和 的 . 而 由 C 的 构造 方法 知 C 可 同 构 嵌 入 C 中 , 且 满足 稠 
密 性 条 件 . 

注 3.3.4 (1) 上 述 证 明 思 想 的 本 质 是 , 将 原来 的 非 饱和 剖 分 通过 在 “中 间 ” 增 
MEET, 使 其 成 为 新 链 中 的 饱和 剂 分 , 也 可 参阅 文献 [159] 中 Theorem 3 的 证 明 . 
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(2) 如 果 BL- 链 C 不 是 G- 链 、MV- 链 或 I1 8, 则 C 包含 这 样 的 闭 区 间 [os 
B], 其 中 , a, 6 是 在 C PERET, (a, 6)S C, C\((a, BUL, T)7 H [a,Ble 是 
MV- 链 或 I-E. 


3.3.4 ”部 分 嵌入 与 标准 完备 性 


EX 3.3.7 WA, B 是 一 个 BL- 链 , S 是 A 的 有 限 子 集 且 使 得 {1, T)C S. 
具有 定义 域 S 的 从 4 到 B 的 一 个 部 分 嵌入 (partial embedding) 是 一 个 函数 f: 
S — B, 它 满足 以 下 条 件 (Vz, y, z € S): 

(PE1) z < y 当 且 仅 当 f(z) < f(y); 

(PE2 r&y = z HR f(z) @ f(y) = f(z); 

(PE3) z > y = 2 蕴含 f(z) 一 f(y) = f 

(PE4) f(1) = L, f(T)=T. 
称 BL- 链 4 可 部 分 嵌入 到 BL- B 中 , 如 果 A 的 任意 包含 L 和 T 的 有 限 子 集 
均 是 A 到 B 的 一 个 部 分 嵌入 的 定义 域 . 称 4 可 部 分 嵌入 到 一 个 BL- 链 族 { Bi}ier 
中 , 如 果 4 的 任意 包含 L 和 T 的 有 限 子 集 均 是 4 到 某 个 Bi 的 一 个 部 分 嵌入 的 
定义 域 . 

引 理 3.3.6 设 4 是 也 三 链 且 可 部 分 嵌入 到 一 个 BL- SESRK(B; ie; 中 . 如 果 
一 个 BL- 等 式 在 A 中 不 成 立 , 则 必 存 在 i e 了 使 得 这 一 等 式 在 Bi 中 也 不 成 立 . 

证 明 ”假设 一 个 等 式 在 A 中 不 成 立 , 可 假设 此 等 式 的 形式 为 rtzl, im) 
T, 其 中 , r 是 变量 zi, … , zn 的 BL- 项 (BL-term), 则 存在 ai, + , an € A 使 
得 74(a1,… ,an) < T. WS 是 由 r 的 所 有 子 项 通过 赋值 于 4( 用 ai 代替 变量 ri 
i=1, … Qn) 构成 的 集合 (包括 L, T). 由 已 知 条 件 , 必 存 在 ie 了 使 得 S 是 从 4 到 
Bi 的 部 分 嵌入 f 的 定义 域 . 从 而 对 于 T(z1,… ,zn) 的 每 一 个 子 项 (zl … ， zn) 
有 

f(o^ (ai, ,an)) = a (f(a), f(02))- 


所 以 , 由 (PET) 和 (PE4) 可 以 得 到 r (fla), ,f(an)) = f(r^(ai, a) < T. 

注 3.3.5 ”与 系统 BL 的 公式 o 相对 应 的 BI- 项 ( 常 记 为 p*), 是 指 替 换 公 
式 中 o 的 逻辑 联结 词 —, &, ^, V, 0, 1 为 函数 符号 及 常 元 一 , @, A, V, 0, 1 且 将 命 
题 变量 p, 替换 为 对 象 变量 ri 后 得 到 的 表达 式 . 对 于 BL- 代数 L, 容易 验证 , p 是 
厂 - 重 言 式 当 且 仅 当 等 式 p*=1 在 L 中 成 立 (参见 文献 [22] 中 Definition 2.3.17 及 
Lemma 2.3.18). 

一 个 O- 群 (G; +, —, 0) 是 指 全 序 的 可 换 序 群 , 其 中 , 0 为 单位 元 (有 时 也 用 1 
表示 单位 , 但 这 里 用 0 更 方便 一 些 , 目的 是 避免 与 实数 1 混淆 ). 记 R 为 带 有 自然 
顺序 的 实数 加 法 群 , 它 是 一 个 O- 群 . 有 下 述 结论 (可 查阅 文献 [172]). 
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定理 3.3.7 设 G 是 一 个 O- 群 , 对 每 一 个 G 的 有 限 子 集 S, 存在 一 个 函数 f: 
S >R 满足 下 面 的 性 质 (va, b, ce S): 

(PG1) a <b 当 且 仅 当 f(a) < f(b); 

(PG2) a-- b — c HF f (a) + f(b) = flo); 

(PG3) 如 果 0e S, 则 f (0)—0; 

(PG4) b = —a 当 且 仅 当 f(a)—— f(b). 

设 G 是 一 个 O- 群 , 如 果 0< u eG, 则 区 间 [0, uJ-(z € G: 0€ z < 过 构成 
MV- 8t, 其 中 运算 如 下 定义 : z @ y=max{0, z +y — u}, z —^ y-min(u, u — z + yh 
且 1-0. 这 个 MV- 链 记 为 (G, u). 可 以 证 明 ( 见 文献 [25], [173]), 对 每 一 个 MV- 
链 C, 都 存在 一 个 O- G 和 0< ue G, 使 得 C 同 构 于 T(G, u). 此 外 , 标准 MV- 
E T(R, 1) 是 一 致 的 . 

定理 3.3.8 ”每 一 个 MV- 链 C 都 可 部 分 嵌入 到 标准 MV-_ 链 中 . 

证 明 ”对 于 MV- 链 C, 存在 O-WE G Rl Oc u EG, 使 得 C 同 构 于 T(G, u). 
设 5 G 的 任意 有 限 子 集 , 不 妨 设 S={0=a0, a, asa an = ucG. 令 
S*-(ai-aj: 0< i, j < n). 因为 0=ao, 故 有 S C 5+， 由 定理 3.3.7, 存在 一 个 
函数 f:5+ 一 R 满足 性 质 (PG1)~ (PG4). d 9 为 f YE S. 上 的 限制 . 以 下 证 明 
h=(1/g(w))g Æ C F| T(R, 1) 的 一 个 部 分 嵌入 . 

性 质 (PE1) 和 (PE4) 显然 成 立 , 仅 需要 证 明 (PE2) 和 (PE3) 成 立 . 假设 a; @ 
aj =ar. TUR k 0, W aj--aj—u = ax, B aita; = utar. 因为 mi， 0j, U = an, ai 十 oj 
及 v+ak 均 属 于 S+, 所 以 Flai)+fla;) = f(ai--aj), f(u)+ flar) = f(u--a). 进而 ， 
job)+J(oi) = flai+aj) = flu+ak) = f(u)-- f(as), BI f(a;)- f(a;) - f(u) = f(ax), 
glai) + 9(a;) — glu) = g(ax), (1/9(u))(a;)-1/9(u))g(a;) — 1—(1/g(u)) glar), 亦 
即 h(a;) + h(a5) — 1—h(ak), h(ai) & h(aj) = h(axk)， 假 设 k=0, 则 a; + aj <u, 
Flai) + f(aj) = flai + aj) < f(u), 所 以 h(ai) © h(a;)=0. 这 说 明 h 满足 性 质 
(PE2) 假设 ai 一 aj = ar. WẸ k = n, Wa; < aj, 从 而 f(ai) < f(aj), 进而 
h(ai) 一 h(aj)-1. WẸ k < n, W u— a; +aj = ay, 即 u+aj = ai + ay, 于 是 
Flu) + f(a;) = f(u +aj) = f(ai ax) = f (ai) + f(x). 从 而 , h(ai) — h(ay) = h(as). 
这 说 明 h 满足 性 质 (PE3). 

由 引 理 3.3.6, 并 应 用 上 述 定 理 3.3.8 可 得 如 下 的 MV- 代数 完备 性 定理 (此 即 
本 书 前 述 的 定理 3.2.3). 

推论 3.3.4 ”一 个 等 式 在 所 有 MV- 代 数 中 成 立 , 当 且 仅 当 它 在 标准 MT- 链 
中 成 立 . 


E G 是 O- 群 和 上 是 不 属于 G 的 一 个 元 素 , 在 集合 G-U{L} 上 定义 了 二 元 运 
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算 @ 和 一 如 下 (这 里 的 G- 是 G 的 负 锥 ): 


$+ YEG 
rGy— 


Js 其 他 . 


0, zr—1l, 


min(0,y—2), zy€G^, 
z—y- 
L TEG-,y=1 


容易 验证 (G-U(L); &, >, L, 0) 是 一 个 三 代数 , 将 被 记 为 P (G). 在 文献 
[174], [175] 中 证 明 , 对 任意 给 定 的 I1- 8€ C, 必 存 在 一 个 0- 群 G, 使 得 C. 同 构 于 
P (G). 同时 , 可 以 验证 如 下 定义 的 函数 f: [0, 1] 一 R-U{oo} 是 从 标准 也 - 链 到 五- 
链 P(R) 的 同 构 : 
7 四 = { log(z)，z> 0， 
oo, T=0. 
定理 3.3.9 ”每 一 个 了 7- 链 C 都 可 部 分 嵌入 到 标准 了 - 链 中 . 
证 明 ”不 失 一 般 性 , 可 以 假设 C = 多 (G), 这 里 G 是 0- 群 . 只 需 证 明 多 (G) 
可 部 分 嵌入 到 厂 - 链 P(R) rh. 
设 S-(L = ao, a1, 253, an=0}C G-U(1), 且 假 设 ui < aj, OS i < j < n. 
取 S;—(ao, a1, +- ,an_l An, —an-1; … , —ai]. 由 定理 3.3.7 Al, 存在 映射 f: 
S, >R 满足 性 质 (PG1)~ (PG4). 定义 映射 9: S 一 P(R) 如 下 : 


PEE { f) zeSWi) 


oo, zl. 


直接 由 运算 的 定义 可 得 , ai + aj = ak => glai) + g(a;) = g(ax), Vi, j, k=0, 1, +, n. 
如 果 ai — aj = an, 则 ai < aj, 从 而 g(ai) < g(aj), 进而 glai) > g(aj)=0=g(an). 
如 果 ai > aj = ax, XE 0 < k < n, I i >0, j >0, aj 一 ai = ax. 因为 -ai € S1, 
f(a;) — f(ai) = f(ak), 从 而 glai) — g(a;) = glar). 如 果 ai — aj = ao, JW i > 0, 
j=0, 同样 有 g(ai) 一 (aj) = g(a). 

推论 3.3.5 ”一 个 等 式 在 所 有 了 -代数 中 成 立 , 当 且 仅 当 它 在 标准 I- 链 中 
成 立 . 

容易 得 到 如 下 结论 (可 直接 验证 , 也 可 参阅 文献 [22] 中 的 Lemma 4.2.14 及 
Corollary 4.2.15). 

引 理 3.3.7 ”每 一 个 G- 链 C 都 可 部 分 嵌入 标准 G- 链 中 . 

定理 3.3.10 ”每 一 个 BL- 链 C 都 可 部 分 嵌入 到 由 所 有 t 代数 构成 的 族 中 . 


:84 . 第 3 章 ”可 换 模糊 逻辑 系统 BL 5." 


证 明 ”由 定理 3.3.6, 可 假定 C 是 饱和 BL- 链 . 据 定理 3.3.5, C = Q, Mis 这 
里 工 是 有 界 全 序 集 , 且 每 一 个 M; 或 是 G- 链 , 或 是 MV- 链 , 或 是 -BE 设 5 是 
C 的 非 空 有 限 子 集 , WA 了 的 有 限 子 集 {io, i- in- in JC I, 使 得 


Scl) M, 19219. 
大 Sm 


对 于 任意 k < n, 存在 ax, by € C, 使 得 Mi, = [axk,bk]c. 定义 Sy = S 门 (ak, br), 
k S n; Snti=S\ U Sk. 设 0=ro < so STi < s1 S t STan < sn=1 是 有 理 数 , 且 
k£n 


WE rk —suaca—b-lE 


[0, Y= (Yr s) U (Uim. nal) i 


4 E=Idp(C). 如 果 [ax, bkJc € G(E) 或 ok = bk, 则 赋予 BL- 代数 结构 的 区 间 
rx, sy] 同 构 于 标准 G- 链 . 如 果 [ok, br]Jc 是 MV 代数 或 I1 代数 , 则 [rk, sk] 分 
别 同 构 于 标准 MT 一 链 或 标准 IM-HE. 如 果 bk < akpi, 则 可 使 [sk, ra] 同 构 于 
标准 G- 链 . Wb To 是 这 些 区 间 c 代数 的 原始 和 (忽略 那些 满足 sk = reyi 的 平凡 
区 间 [sk, rk+1]). 如 果 Sk 7 e, 则 由 引 理 3.3.6 及 引 理 3.3.7 知 , 存在 部 分 嵌入 f: 
Sk —[re, sk]， 而 函数 foa: Sn+l 一 [0, 1] 是 Sny 到 Tc 的 一 个 部 分 嵌入 , 这 里 
fnti(ak) = Tk(ak € Sn+l BT), fn+1(bk) = sk(bk € Sn+1 FT). 于 是 , 函数 g: S —[0, 1) 
确定 了 一 个 S 到 Tc 的 一 个 部 分 嵌入 , 这 里 g(z) = filz) z € S; 时 , i=0, 1 ,. 
n, n+l). 

推论 3.3.6(B 帮 代数 的 完备 性 ) ”一 个 等 式 在 所 有 BI- 代数 中 成 立 , 当 且 仅 当 
CERA t 代数 中 成 立 . 


3.4 ”模糊 逻辑 系统 v^ 


3.41 Ro- 代数 及 其 完备 性 

定义 3.4.10) i M 是 (^, v, >) 型 代数 , WR M 上 有 偏 序 < 使 (Mi <) 
成 为 有 界 分 配 格 , v 是 关于 序 < 的 上 确 界 运算 , ^ 是 关于 序 < 的 逆序 对 合 对 应 , 且 
(Va, b, ce M) 

(M1) 2a > 2b =b > a; 

(M2) 12 a =a, a > a =]; 

(M3) b > c < (a = b) = (a — 9 

(M4) a — (b => c) =b > (a > c); 

(M5) a — (b V c)=(a — b) V (a > c), a ^ (b^ c)=(a — b) ^ (a — c); 
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(M6) (a > b)v((a — b) > -a v b)-1. 
这 里 1 是 (M; <) 中 的 最 大 元 , 则 称 M 为 Ro- 代数. 

如 果 (^, v, —) 型 代数 M 满足 上 述 除 (Me) 外 的 所 有 性 质 , 则 称 M 为 弱 
Ro- 代 数 . 

以 下 也 用 a' 表示 -a. X, De Morgan 对 偶 律 成 立 , 即 (a v b)! = a' Ab', (anb) = 
a' Vb. 

例 3.4.10 在 单位 区 间 [0, 1] 上 规定 a'=1—a, a V b=max{a, b}, H. 


ds. a € b, 
a' Vb, a»b, 


ole - | 


JU ([0, 1]; ", V, —) 是 Ro- 代 数 , 称 为 Ro 单位 区 间 . 
命题 3.410] 设 M 是 全 序 Ro- 代 数 , 则 (Va, b € M) 


E a € b, 
a—b- 
a Vb, a»b. 


fbi 3.4.20. 3 M 是 Ro- flc 则 以 下 性 质 成 立 (va b, c € M): 

(P1) a — b =1 HHN a < b; 

(P2) a <b> c 当 且 仅 当 b< a 一 c; 

(P3) a V b = c=(a — c) A (b — c), a A b — c=(a — c) V (b — c); 

(P4) 3$ b< c, llla b < a — c; Ż a < b, W bcc <ac 

(P5) a > b > a' vb; 

(P6) (a — b) V (b — a)=1; 

(P7) a^a <bvb'; 

(P8) a — (b > a)=1; 

(P9) a — (a' — b)=1; 

(P10) a V b=((a — b) — b)^((b — a) — a); 

(Pli)a—b&aVc—bVc,a—b&a^c—bAc; 

(P12) a 5 b € (a — c) V (c > b). 

应 用 上 述 性 质 , 容易 验证 (Va € M)a' = a —0. 这 里 0 是 最 小 元 (由 定义 3.441, 
(M; <) 是 有 界 格 , 故 最 小 元 0 是 存在 的 ). 

AE 3.4.3 dM 是 Po- 代 数 , 在 M 中 引入 算 子 @ 与 @ 如 下 : 


a®b=a >b, aQb=(a—>b), a,beM, 


则 
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(P13) (M; @, 0) 是 以 0 为 单位 的 交换 半 群 ; 

(P14) (M; &, 1) 是 以 1 为 单位 的 交换 半 群 ; 

(P15) e 5 @ 都 是 单调 算 子 ; 

(Pl6 agb «a^b«avbscaób; 

(P17) aQ9b < c 当 且 仅 当 a<b 一 ci 

(P18) a 8b => c = a > (b > c), a— (b— (a&b))-l; 

(P19) a ® a'=0, a @ a/—1; 

(P20) na—2a, a” = a°, 这 里 n 22, na =a 9 --- 6a, a” =a 8- Qa; 
pcdes, a 


n^ n^ 


(P21) a (b V c)- (a & b) V (a & c); 

(P22) (a V b)” = a^ v b^; 

(P23) a? — (b — c)- (a? — b) — (a? — c). 

iE3.44 (1) 由 Ro- 代 数 的 上 述 性 质 容易 看 出 , Ro- 代 数 关 于 (^, V, 8, 一 , 0， 
1) 构成 可 换 剩余 格 . 

(2) BIL- 代数 与 Ro- 代 数 互 不 包含 MV- 代数 与 Ro- 代 数 也 是 互 不 包含 的 . 

以 下 结论 的 证 明 留 给 读者 . 

定理 3.4.1 VE (D; ^, V, @, .一 , 0, 1) 是 一 个 可 换 剩余 格 , E L 上 定义 - 为 


z—-r—0, YreL, 
JU (L; 和 ,Vv, 一 ) 构成 Ro- 代 数 的 充 要 条 件 是 L 满足 : 
z= (r2y)V(r—y)—-zvy)-1 VzycL. 
设 {Mili e IJÆ— IK Bo- 代数 , 在 笛 卡 儿 积 M = TM 中 点 式 定义 偏 序 < 及 


iel 
运算 , V, 和 >, 则 M 构成 一 个 Ro- 代 数 , 称 为 {Mili E 刀 的 乘积 Ro_ 代 数 . 
定理 3.4.2 每 个 Ro_ 代 数 都 同 构 于 一 族 全 序 Ro_ 代 数 的 乘积 Ro_ 代 数 的 
某 个 子 代数 . 
定义 S4dU Wiz, zn 是 nn 个 不 同 的 符号 ,X={z1,…, ms), F(X) 是 
由 X ERK (^, v, —) 型 自由 代数 , 这 里 ' 为 一 元 运算 , v 5 ,是 二 元 运算 . 设 
f(z1,…, 24) € F(X), 则 称 形 如 (其 中 , = 与 1 都 是 符号 ) 


jz ,Tn)=1 


的 等 式 为 Ro- 等 式 . Ub M 是 Ro- 代 数 , 1w 是 其 最 大 元 , 如 果 对 M 的 任意 n 个 元 
al, … ,an EA 
Flai, ,an) = 1m, a…… ,an € M, 
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这 里 = 是 等 号 , 且 作用 于 asc ,an 的 方式 恰 如 f EAF ri, … , zn 的 方式 ， 
则 称 上 述 Ro- 等 式 在 Ro- 代 数 M 中 成 立 . 

定理 3.4.3(Ro- 代数 的 完备 性 定理 )I ”一 个 Ro- 等 式 在 每 个 Ro- 代数 中 都 
成 立 当 且 仅 当 它 在 Ro 单位 区 间 [0, 1] PRE. 
3.4.2 ”形式 演算 系统 .2* 的 语义 和 语 构 理 论 


EX 34.30). 设 S={pu, po … ), F(S) 是 S 生成 的 (-,V, 一 ) 型 自由 代数 ， 
称 F(S) 中 的 元 为 .2* 系统 中 的 公式 (或 命题 ), 称 S 中 的 元 为 L 系统 中 的 原子 
公式 (或 原子 命题 ). 在 .2* 系统 中 约定 A B 表示 (AV OB). 

定义 3.4403. 3 v:F(S) —[0, 1] 是 映射 , [0, ro 为 Ro 单位 区 间 (0, 1]. 35 
v 是 F(S) 到 (0, 1]n, 的 (^, v, —) 型 同 态 , 即 


v(-A) = 9w(A) =1 一 v(4)， 


v(AV B) = v(A) V v(B) = max (v(4), v(B)), 
v(A— B) = v(A) — v(B) = Ro(v(A), v(B)), 

JU v 为 F(S) 在 Ro 单位 区 间 中 的 赋值 , 简称 赋值 . F(S) 的 全 体 赋值 之 集 记 为 2. 

定义 3.4.5!! i A, B € F(S). 

(1) 如 果 对 任意 ve 0 均 有 v(4)=1, 则 称 4 为 重 言 式 , 记 为 上 A. 

(2) 如 果 对 任意 ve N HA v(A) = v(B), 则 称 A 与 B 逻辑 等 价 , 记 为 A eB. 

定义 3.4.6[1 ”形式 系统 .2* 中 的 公理 由 以 下 形式 的 公式 组 成 : 

(L*1) A > (B > A^ B); 

(L*2) (7A > 2B) > (B > A); 

(L*3) (A —^ (B ^ C))> (B — (A ^ O)s 

(L*4) (B > C) >((4 > B) > (A = O); 

(L*5) A > ^A; 

(L*6) A— (AV B); 

(L*7) (AV B) 2 (BV A); 

(L*8) (A > C) ^A (B > C) > (AV B > C); 

(L*9) (AA B > C) 2 (A > C) V (B > C); 

(L*10) (A > B)V((A — B) ^ ~A V B). 

.2* 中 的 推理 规则 为 MP 规则 . 

A 中 的 证 明 、 定理 等 概念 可 与 定义 1.5.8 同样 的 方式 定义 , 也 用 上 A 表示 A 
是 .2* 中 的 定理 . 

XX 34.70] i A B € F(S). WR HA> B H+ B>A, WE A BW 
证 等 价 , 记 为 4 ~ B. 
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定理 3.4.4 可 证 等 价 关 系 是 F(S) 上 的 (5, v, 一 ) 型 同 余 关系 , 即 

(1) # A — B, lll -A~ —B; 

(2) # A~ B, C D, AVC ~v BV D; 

(3) # A B, C D, AS C B5 D. 

定理 3.4.50] F(S) 关于 可 证 等 价 关系 的 商 [F]=F(8)/~ 构成 一 个 Ro- 代 
数 , 其 中 的 偏 序 定义 为 

[Al« [B] 当 且 仅 当 - A> B 

-E ~ 网 = [>A], sup{[4], [B]}=[A v B]. 

定理 3.4.6(T MEEMI] gt A e F(5), 车 4 是 .2* 中 的 定理 , W A 是 重 
言 式 , 即 若 上 A, W 上 A. 

定理 3.4.7( 完 备 性 定理 ) 中 Wr A c F(S), 则 4 是 .2* 中 的 定理 当 且 仅 当 A 
是 重 言 式 , 即 上 4 当 且 仅 当 上 A. 

对 于 经 典 逻 辑 形式 系统 CUL 1.5 节 ), 如 下 的 演绎 定理 成 立 : UT C F(S), A, 
B € F(S). WR rU(A)- B, W r - A— B. 在 系统 .2* 中 , 演绎 定理 不 成 立 , 但 有 
下 述 的 广义 演绎 定理 . 

定理 3.4.8( 广 义演 绎 定理 )m H r C F(S) A, Be F(S). 如 果 TU(A)- B, 
则 DC A? 一 B. 这 里 , A? 表示 AG A. 

注 3.4.2 ”关于 形式 系统 2", 文献 [176]~[181] 从 不 同 角度 做 了 进一步 研究 ， 
如 文献 [176] 给 出 完备 性 定理 的 更 为 数学 化 的 证 明 、 并 提出 形式 化 系统 2*; 文献 
[178], [181] 给 出 系统 .2* 的 一 些 等 价 形式 . 

以 下 介绍 裴 道 武 教授 在 文献 [30], [43] 中 给 出 的 形式 系统 .2* 的 强 完备 性 定理 
及 简化 公理 系 . 

设 TC F(S), A € F(S), v 为 F(5) 在 Ro 单位 区 间 中 的 赋值 . 4 称 为 T 的 语 
义 结论 , 如 果 对 任意 的 赋值 v, 当 v(T)c{1} 时 总 有 v(4)=1. 记 为 PF A. 

定理 3.4.9( 强 完备 性 定理 )B9 K TC F(S), Ac F(S), W A 是 .2* rir 
结论 当 且 仅 当 A 是 一 的 语义 结论 , 即 PH A 当 且 仅 当 T= A. 

定义 3.4.8[ ERRA NM 中 的 公理 由 以 下 形式 的 公式 组 成 : 

(Ax*1) (A > B) >((B — C) > (4—0)); 

(Ax*2) ANB > A; 

(Ax*3) AA B > BA Á; 

(Ax*4) A ((A — B) > A A B); 

(Ax*5) ((A > B) > C) >(((B = A) = C) > C); 

(Ax*6) (>A > =B) > (B —^ A); 

(Ax* (A&B — 0) v (A^ B — A&B), 
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NM 中 的 推理 规则 为 MP 规则 . 这 里 , 0 为 真 值 常量 , A&B 是 5 (A — —B) 的 简 
写 , AV B 是 «(2A ^B) 的 简写 . 
定理 3.4.1009]. 形式 系统 NM" 与 乡 " 等 价 . 


习 题 3 


1, 给 出 定理 3.1.1, 定理 3.2.1 及 定理 3.4.1 的 证 明 . 

2， 能 否 通过 在 系统 BL 的 基础 上 添加 推理 规则 得 到 其 扩张 形式 I 及 SBL, 可 参考 定理 
3.2.5, 定理 3.2.6. 

3. 试 证 明 以 下 结论 : 有 限 BL- 链 一 定 是 饱和 的 , 且 非 平凡 有 限 了 7- 链 仅 有 两 元 链 {0, 1). 

4. 深入 研究 3.3 节 , 考虑 能 否 简化 系统 BL 标准 完备 性 定理 的 证 明 过 程 , 或 给 出 其 他 证 明 
方法 . 

5. 举例 说 明 , 在 系统 BL 中 演绎 定理 也 不 成 立 . 研究 系统 BL 的 广义 演绎 定理 和 强 完备 性 
定理 (论证 或 举 反例 ). 

6. 阅读 相关 文献 (如 [22], [165]~[167])， 了解 系统 BL 的 各 种 扩张 形式 (如 BLA, SBL~， 
LII, EIT1/2, PL, PL' 等 ), 并 分 析 它们 之 间 的 关系 . 

7. 讨论 形式 系统 NM" 各 公理 的 独立 性 (这 是 文献 [43] 中 的 一 个 公开 问题 ). 
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4.1.1 ”形式 系统 MTL 与 系统 IMTL/WNM/NM 


由 定理 2.1.2、 定 理 2.1.3 及 定理 2.1.5 知 , 一 个 t- 模 可 确定 一 个 剩余 北 涵 当 且 
仅 当 它 是 左 连续 的 , 文献 [40] 中 也 指出 了 这 一 点 . 逻辑 系统 MTL( 是 独 异 点 CA 
3537 SE (3€ 3c 53, 即 monoidal t-norm-based logic) 正 是 所 有 左 连 续 t- 模 基 多 辑 的 
公共 完备 公理 化 系统 . 

定义 4.1.1097 ”对 于 给 定 的 左 连 续 t- 模 *, 命题 演算 系统 QPC(*) 具有 命题 
变 元 pi, pa, … , 联结 词 &, 一 , A 和 真 值 常量 0. 公式 (formula) 如 下 定义 : 每 一 个 
命题 变 元 是 公式 ; 0 是 公式 ; WR y, % EAR, W yky, ev, e^o EAR. 其 他 
联结 词 定 义 如 下 : 

^p 即 是 o — 0, 

yvy 即 是 ((9v)—v)^(V99)9), 

iz 即 是 (o—)&(9—9). 
一 个 赋值 (evaluation) 是 一 个 作用 于 每 个 命题 变 元 p 的 映射 e, e(p) e[0,1]. e 可 如 
下 唯一 扩展 到 所 有 公式 : 


elpy) = elp) * (V), elp = V) = elp) = elp), e(e ^ V) = min{e(y), e(v)). 


这 里 > 是 与 左 连续 t- 模 * 相伴 的 剩余 蕴涵 (以 后 用 一 表示 >). 

按 常 规 方法 , id S 为 原子 公式 之 集 (可 数 集 ), 即 S- (pi, pa, … ). 记 F(S) 为 
BUS (合式 ) 公式 之 集 . 

定义 4.1.21) ”逻辑 系统 MTL 由 MP 规则 及 以 下 公理 组 成 : 

(A1) (e —v)—(V3)—(0e2)) 

(A2) (p&v)—v; 

(A3) (p&v)- (Y&p); 

(A4) (pay) >y; 

(A5) (ev) (9^); 

(A6) (ip&(e)) (^v): 
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(ATa) (p=—(V—X)) > ((p&Y) =X0); 

(Ab) ((e&v)— x) (e (9): 

(A8) (e (6x))9((99)2x)—x): 

(A9) 0 o. 

注 4.1.1 (1) 容易 知道 , MTL 中 添加 如 下 公理 即 得 BL (Bl BL 是 MTL 的 
语义 扩张 ): 

(A6') (ploy) Elon) 

(2) 命题 3.1.2 及 定理 3.1.1 对 于 MTL 系统 也 是 正确 的 4. 

MTL 的 一 个 理论 (theory) 是 指 一 些 公式 组 成 的 集合 ， 即 一 个 理论 T 满足 
T C F(S). 符号 T He 表示 o 在 理论 T 中 是 可 证 的 ， 对 于 公式 y 与 如 果 
了 Fe 一 多 E T Hy>o, MFK y 55 y Æ T 可 证 等 价 的 , 记 为 P=zy%， 

逻辑 系统 IMTL，WNM 及 NM 是 系统 MTL 的 语义 扩张 (其 名 称 依次 是 
相应 英文 名 称 的 缩写 : involutive monoidal t-norm based logic, weak nilpotent mini- 
mums, nilpotent minimums), 即 

定义 4.1.39 ”形式 系统 IMTL 是 在 MTL 系统 上 添加 下 述 公理 得 到 的 : 

(INV) 279-0. 

定义 4.1.4") ”形式 系统 WNM 是 在 MTL 系统 上 添加 下 述 公 理 得 到 的 : 

(WNM) (ip&y— OV(pA = eR). 

形式 系统 NM 是 在 MTL 系统 上 添加 公理 (INV) 及 (WNM) 得 到 的 . 

命题 41.100 ”以 下 公式 在 IMTL 系统 中 是 可 证 的 : 

(1) e hoop); 

(2) (eV)& ^(e&v); 

(3) ((e&v)—x)&((v&-x)— =p). 

文献 [42] 证 明了 IMTL 系统 与 下 述 的 gu 系统 等 价 . 

定义 4.1.5] gi MP 规则 及 以 下 公理 组 成 的 逻辑 系统 称 为 L: 

(1) A> (B > A); 

(2) (7A > 2B) > (B ^ A); 

(3) (A > (B > C) (B > (A ^ CO); 

(4) (B ^ C) 5((A > B) ^ (A > O)s 

(5) A > 5-4 

(6) A > (AV B); 

(7) (AV B) ^ (BV A); 

(8 (A = C) A (B => C) 2 (AV B > C); 

(9) (AA B > C) > (A > O) V (B > C); 

(10) A > (B > AA B); 


92. 第 4 章 ”基于 左 连续 t- 模 的 模糊 逻辑 系统 MTL 与 UL* 


(11) (A> B) A (A> C) 2 (4— BAC). 

定理 431.102 IMTL 系统 与 S 系统 等 价 , 即 它们 包含 完全 相同 的 定理 . 

文献 [177] 基于 强 正则 剩余 格 提出 如 下 逻辑 系统 2N, 我 们 将 证 明 它 与 vu R 
统 等 价 , 从 而 与 IMTL 系统 等 价 (原始 证 明 来 自 文献 [182]). 

定义 4.1.6071 H MP 规则 及 公理 (1)~(10) 组 成 的 逻辑 系统 称 为 .2N (这 里 
的 公理 (1)~(10) 指定 义 4.1.5 中 的 相应 公理 ). 

引 理 41.107]. fg .gN 系统 中 , 以 下 结论 成 立 : 

(12) AAB > A; 

(13 AAB > BAA; 

(14) {A > B, B2 C) - A >C; 

(15) (A2 B, A2C)- AS BAC; 

(16) - (A > B) ^ (B — ~A). 

命题 4.1.2 ”在 YN 系统 中 , 以 下 结论 成 立 : 

(17) {A> B, C2 D) ANC BAD. 


证 明 (4AC 一 4 (由 引 理 4.1.1 (12)) 

(ii) A> B (已 知 ) 

(üi) AAC > B (由 (i), (i), 9138 4.1.1 (14)) 
(iv) AAC—C (由 引 理 4.1.1 (12), (13), MP) 
()CD (已 知 ) 

(vi) 4AC 一 了 (由 (iv), (v), 引 理 4.1.1 (14)) 
(vii) ANC— BAD (由 (ii) (vi), 9138 4.1.1 (15)) 


定理 4.1.2. .ZN 系统 与 S 系统 等 价 , 即 它们 包含 完全 相同 的 定理 , 从 而 与 
IMTL 有 完全 相同 的 定理 . 

证 明 ”由 .ZN 系统 与 vg 系统 的 定义 , 只 需 证 明定 义 4.1.5 中 的 公理 (11) 是 
-ZN 系统 的 定理 . 下 面 给 出 它 的 证 明 : (4 一 B)A (AA C) (A9 BAO). 

(i) (^B > ~A)A( 2€ > 2A) > (~B V -C 一 一 A)( 由 系统 .2N 的 公理 (8)) 


(ii) (A > B) > (CB.— -4) (由 引 理 4.1.1 (16)) 
(ii) (A > C) ^ (C — ^A) (由 引 理 4.1.1 (16)) 
üv) (A— B) A (A = C) > (B ~A) A (-C 5 ~A) 

(由 命题 4.1.2 (17)) 


(v) (A > B) A (A = C) 2 (2B v 2C > ~A) (由 (iv), (i), 9138 4.1.1 (14)) 
(vi) ŒB v =C > 24) > (~A > -(4B v -0)) (8138 4.1.1 (16)) 
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(vii) (4 一 -4 一 (4 一 ”CCBY-O) 一 (4 一 (CCBV-C)) 
(由 系统 .2N 的 公理 (3), (4) 

(viii) A > ~~A (由 系统 .2N 的 公理 (5)) 

(ix) (“>A > -(-B V -C))> (A > -(^B v -C)) (Hi (vii), (viii), MP) 

(x) (4 > B) ^ (A > C) > (A > -(-B V -O)) 

(由 (v), (vi), (ix), 9138 4.1.1 (14)) 

(xi) (A > B) ^ (A > C) 2 (A— BAC)) 

文献 [179] 中 引入 基础 2* 系统 , 它 是 在 形式 系统 2* 中 去 掉 公理 (L*10) 后 
得 到 的 . 容易 看 出 , 2N 系统 较 基 础 V^ 系统 多 了 一 条 公理 : 4 (B>A). 而 
由 文献 [178] 及 [179] 知 : 在 基础 .2* 系统 中 , 公式 4 一 (B 一 A) 是 定理 . 因此 ， 
-ZN 系统 定义 中 的 公理 : A 一 (B 一 A) TUME. 这 样 , 由 定理 4.1.1、 定理 4.1.2 
得 : 2N、 vs. 3ERI 2*、IMTL 四 个 系统 彼此 等 价 . 另外 , 裴 道 武 教授 在 文献 [43] 
中 给 出 IMTL 系统 一 个 新 的 简捷 而 独立 的 公理 系统 . 

定义 4.1.7) d MP 规则 及 以 下 公理 组 成 的 逻辑 系统 称 为 IMTL*: 

(1) (A > B) >((B > C) ^ (A > C); 

(2 A^B—C; 

(3) (AA B) > (B^ A); 

(4) A—((A > B) > A^ B) 

(5) (A > B) > C) >(((B > A) > €) = C); 

(6) (CA > 5B) > (B > A), 
其 中 , Av B È 5 (CA^ -B) 的 简写 , 另外 A&B 定义 为 ~(4 — -B). 

定理 4.1.3) KA IMTL 与 IMTL* 包含 完全 相同 的 定理 , 即 系统 IMTL 
与 系统 IMTL* 等 价 . 

根据 定义 3.4.8、 定 理 3.4.10 及 定理 4.1.3 知 , 系统 NM 与 系统 .2* 等 价 . 


4.1.2 MTT 代数 及 系统 MTL 的 完备 性 
定义 4.1.8409 — 3 (L; A, V, &, 一 , 0, 1) 是 一 个 可 换 剩 余 格 . (D; ^, V, @, >, 
0, 1) 称 为 是 MTL- 代 数 , 如 果 满 足 如 下 的 预 线性 等 式 (Vvz, y € L): 


(ry) v(y2)-1. 


注 4.1.2 (1) (0, 1] 关于 自然 序 及 运算 min, max, 任意 确定 的 左 连续 +- 模 @ 及 
其 相伴 剩余 蕴涵 一 构成 一 个 MT 三 代数 , 称 ([0, 1]; A, V, &, 一 , 0, 1) 为 标准 MTL- 
代数 . 

(2) MTL 逻辑 中 所 有 公式 关于 可 证 等 价 关系 形成 的 商 代数 是 一 个 MT- 代数 . 

(3) 对 于 任意 MTL- 代 数 L, 可 按 通 常 的 方式 定义 赋值 、L- 重 言 式 等 概念 . 
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定义 4.1.9409 i (D; ^, V, Q, 一 , 0, 1) 是 一 个 MTL 代 数 . (L; ^, V, Q, >, 
0, 1) 称 为 是 IMTL- 代 数 , 如 果 满足 如 下 条 件 (vz € L): 

(Imtl) (z = 0) — 0 = z. 
MTT 代数 (L; ^, V, &, >, 0, 1) 称 为 是 WNM- 代 数 , 如 果 满足 如 下 条 件 (vz， 
y€L) 

(Wnm) (r&y —0) V(rAy— z9y)-1. 
IMTL-3K (L; ^, V, Q, >, 0, 1) 称 为 是 NM- 代 数 , 如 果 还 满足 上 述 条 件 (Wnm). 

定理 4.1.40) MTL 是 完备 的 , 即 对 任意 的 公式 p 以 下 条 件 等 价 : 

(1) e YE MTL 中 可 证 , BI 上 i; 

(2) 对 任意 MTL- 代 数 L, o 是 LEN; 

(3) 对 任意 线性 MTL- 代 数 L, o 是 LE 

系统 MTL 的 一 个 语义 扩张 (schematic extension, 也 译作 模式 扩张 ), 是 指 在 系 
统 MTL 的 基础 上 添加 若干 (有限 或 无 限 多 个 ) 公理 模式 后 得 到 的 逻辑 系统 , 设 C 
是 系统 MTL 的 一 个 模式 扩张 , MT- 代数 L 称 为 是 C- 代 数 , 如 果 C 的 所 有 公理 
都 是 三 重 言 式 . 

定理 4.1.50]. Wt C 是 系统 MTL 的 一 个 模式 扩张 , p 是 一 个 公式 , 则 以 下 条 
件 等 价 : 

(1) e XE C 中 可 证 , 即 CF v; 

(2) 对 于 任意 C- 代 数 L, o 是 LEX; 

(3) 对 于 任意 线性 序 的 C- 代 数 L, o 是 LEG. 

由 上 述 结论 , 系统 MTL 的 扩张 IMTL, WNM, NM, 均 有 相应 的 完备 性 定 
理 , 如 系统 IMTL 的 完备 性 可 叙述 为 : 对 任意 的 公式 p 以 下 条 件 等 价 : 

(1) p 在 IMTL 中 可 证 , 即 Hy; 

(2) 对 任意 IMTL- 代 数 L, o 是 LESE; 

(3) 对 任意 线性 IMTL 代数 L, o 是 矿 重 言 式 . 

对 于 系统 WNM 与 NM 的 完备 性 , 还 可 进一步 具体 化 . 实际 上 , 它们 分 别 是 
3ET SERE BU t- 模 与 突 零 极 小 t- 模 的 模糊 逻辑 系统 

设 (C; <, 0, 1) 是 一 个 有 界线 性 序 集 , 一 个 函数 n:C 一 C 称 为 弱 否定 函数 , 如 
果 它 是 反 序 的 且 n(1)=0, (Yz € C)n(n(z))> z. 称 弱 否定 函数 n 是 对 合 的 或 强 否定 
函数 , 如 果 (Vr € C)n(n(z))=z. 

定义 4.1.1007]. 设 n 是 [0,1] 上 的 弱 否 定 函 数 , 称 如 下 定义 的 A @ 为 弱 
TESEBUIN + 模 : 


eius 0, z < nly), 
T min(z,y), 其他. 
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与 上 述 t- 模 对 应 的 剩余 蕴涵 如 下 (B. n(z) = 7 一 "0): 


T<Sy, 


1, 
cogn -{ max(n(z)y), 其 他 . 


可 以 证 明 , 如 果 ([0, 1]; ^, V, @, 一 , 0, 1) 是 一 个 WNM- 代 数 , 则 @ 一 定 是 弱 
FFR 1-88. 但 不 存在 唯一 的 标准 WNM- 代 数 , 即 [0, 1] 上 的 WNM- 代 数 并 不 
同 构 . 称 [0, 1] 上 的 WNM- 代 数 为 半 标 准 WNM -代数 . 

EE 4.1.60) AR o 在 系统 WNM 中 可 证 当 且 仅 当 对 于 所 有 半 标 准 WNM- 
代数 L K o 是 矿 重 言 式 . 

在 定义 4.1.10 中 , 4$ n 是 [0, 1] 上 的 强 否定 函数 , 则 相应 的 t- 模 on KIRE 
极 小 t- 模 (此 概念 最 早出 自 文献 [183]). 

定理 41.700) ”所 有 由 备 零 极 小 t- 模 构成 的 [0, 1] 上 的 IMTL_ 代数 均 同 构 . 

上 述 结论 说 明 , [0, 1] 上 的 标准 NM- 代 数 存在 , 即 取 n(z) = 1— z 对 应 的 军 堆 
极 小 CHR, 它 正 是 前 面 论述 到 的 Ro t- 模 . 可 以 证 明 系 统 NM 的 标准 完备 性 定理 ， 
它 就 是 定理 3.4.7, 这 里 不 再 装 述 . 
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前 面 介绍 了 系统 WNM 的 半 标准 完备 性 和 系统 NM 的 标准 完备 性 , 本 节 介 
绍 MTL 的 标准 完备 性 , 它 说 明 形式 系统 MTL 是 左 连续 +- 模 基 逻 辑 的 公共 完备 
公理 化 . 本 节 内 容 取 自 匈牙利 学 者 Jenei 与 意大利 学 者 Montagna 的 论文 [41]. 

MTL 的 标准 完备 性 是 指 , 每 一 个 公式 4 在 MTL 中 可 证 ( 即 MTL- A) 当 
且 仅 当 对 每 一 个 标准 MTZ- 代 数 ([0, 1]; @, >, 0, 1) 及 到 其 上 的 每 一 个 赋值 e 均 有 
e(4)=1. 由 定理 4.14(MTL 的 完备 性 定理 ) 知 , 要 证 明 标准 完备 性 , 只 需 证 明 以 下 
事实 即 可 : 车 MTL A, 则 一 定 存在 左 连续 A @( 相 应 的 剩余 蕴涵 为 ，,) 及 (|0， 
1]; &, 一 , 0, 1) 上 的 一 个 赋值 e 使 得 e(4) #1. 本 节 将 证 明 这 一 结论 . 


424. £f MT 代数 的 嵌入 性 质 


由 定理 4.1.4 Ail, 车 MTL 上 A, 则 一 定 存在 线性 序 MTL 代数 L 及 其 上 的 一 
个 赋值 。 使 得 e(4) 41. 显然 , 这 里 仅 与 4 的 子 公式 的 赋值 相关 , 所 以 , 不 失 一 般 性 
可 假设 MTL- 代 数 工 是 有 限 生成 的 , 从 而 是 有 限 的 或 可 数 的 . 这 里 先 证 明 有 限 或 可 
数 线性 序 MTL- 代 数 的 嵌入 性 质 , 后 面 将 利用 它 证 明 标准 完备 性 . 

定理 4.2.10] 4 (L; @, >, OL, 11) 是 任意 有 限 或 可 数 线性 序 MTL 代数 ， 
其 上 的 序 关系 为 <z, 则 存在 一 个 可 数 序 集 (X; x). X 上 的 二 元 运算 © 及 从 工 到 
X 上 的 映射 f, 使 得 下 面 的 条 件 成 立 : 
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(1) X 是 稠密 序 集 , 且 有 最 大 元 zw 和 最 小 元 ms. 
(2) (X; O, <, zm) 是 整 的 可 换 线性 序 么 半 群 . 

(3) 6 关于 (X; x) 上 的 序 拓扑 是 左 连续 的 . 

(4) f 是 结构 (L; @, <r, Or, 11) 到 结构 (X; ©, <, zm, zu) 的 一 个 嵌入 , B. 
(Vs, t € D)f(s = t) Æ f(s) 与 f(t) 在 (X: O, $, zm, zu) 上 的 剩余 . 

注 4.2.1 ”这 里 并 没有 要 求 在 (X; @, <, zu) 中 剩余 一 定 存在 , 只 是 要 求 在 f 
的 值 域 range(f) 中 剩余 存在 且 满 足 (4). 

定理 4.2.1 的 证 明令 X—((s, q): s € L\{0z}, qeQN(0, 1]}U{(0z, 1)), 这 里 
Q 表示 有 理 数 集 . 对 于 (s, q), (t, r) € X, 定义 : 


(s.a) 3 (tr) 当 且 仅 当 (s crt, Rs=t Hq<r). 


显然 , < 有 最 大 元 (1z, 1) 和 最 小 元 (05, 1). 而 且 < 是 稠密 的 : 如 果 (s, q) < (tjr), 
则 

当 s <zt 时 , (5, q) < (67/2) < (t7); 

当 s=t 且 qr 人 时, (sg) < (t, (q +r)/2) < (tr). 
这 说 明 (1) 成 立 . 

对 于 任意 (s, q), (t, r) € X, 定义 : 


min((s,q),(t,r), s ®t= minz{s,t}, 


cooen-{ (s8t,1), 其 他 ， 


其 中 , min 是 关于 < 取 小 , 而 minz 是 关于 <z 取 小 . 以 下 证 明 @ 满足 条 件 (2). 
o 满足 可 换 性 是 显然 的 . 而 且 , (15, 1) 是 关于 © 的 单位 元 . 事实 上 , min; (17, 
s} =s, 所 以 (15, 1)©(s, 9)=min{(1z, 1), (s, 9)}=(s, a) 
接 下 来 证 明 结合 性 , BU vs, q), (t, r), (u, p) e X 有 


(s.a) © [(t,7) © (u,p)] = [(s.a) © (t,r)] © (u, p). (4.2.1) 


以 下 仅 使 用 @ 的 结合 性 来 证 明 (4.2.1) 成 立 , 分 如 下 几 种 情况 讨论 : 

情形 (1). 车 s@ (t& u)- min; (s, t, u}, 则 (4.2.1) 的 两 边 均等 于 min((s, q), (t, 
r), (u, p)- 

情况 (2). 3$ (set) 9u #minz{(s 8t), u} E s8 (t & u) #minz{s, (t & u)), 则 
(4.2.1) 的 两 边 均等 于 (s8 (tu), 1). 

如 果 情 况 (1) 和 (2) 都 不 发 生 , 则 (set) u gfs, t, u (EU, 将 成 为 情形 (1))， 
并 且 , 或 者 (s 8t) 9 u2min; ((s & t), u BERE, 可 以 假定 s@t <z u, 否则 将 成 为 情 
Æ (1), 或 者 s@ (t Gu) minz (s, (t & u)) (此 时 , 可 以 假定 +@ wu <z s, 否则 将 成 为 
情形 (1)). 所 以 , 需要 考虑 如 下 的 情况 (3) 和 (4). 
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情况 (3. (set) Su- set «y u. 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 sot «min; (s, 
二 (否则 将 变 成 情况 (1)), JU [(s q) © (t,7)] © (up) = (se t, 1). 这样, 只 需 证 明 
(4.2.1) 的 左边 也 等 于 (s t, 1), 即 (s a)Ollt, r)o(u, p)]-(s 6 t, 1) 事实 上 , 如 果 
86 (t&u) #minz{s, tu}, 则 (42.1) 的 左边 等 于 (s@ (tou), 1)=(s @ t, 1). 如 
JR s8 (tO u)=minz{s, tO u}, 则 可 以 假设 to@v <r s( 否 则 将 变 成 情况 (1)). 所 以 ， 
se(tGu) -set-t&u. X, tOu <rminz{t, 过 ( 否 则 将 变 成 情况 (1)), 所 以 (t, 
7)O (u, p)-(t & u, 1), 从 而 (4.2.1) 的 左边 变 为 


(£81) 6 (s,q) = min ((t& u,1), (s,4)) = (t& w, 1) = (s&,1), 


即 (4.2.1) 成 立 . 

情况 (4). se (teu) =t@u <r s. 可 类 似 于 情况 (3) 进行 论证 . 

接 下 来 , 证 明 © 的 保 序 性 ( 即 单调 性 ), 由 于 @ 是 可 换 的 , 故 仅 需 证 明 : 

HR (s, q) < (t, r), 则 对 所 有 的 (w p) 有 (u, p)O(s, q) < (u, p)O(t, r). 

分 以 下 几 种 情况 进行 讨论 : 

WR s w=minz{s, u) H. t € u-min; (t, u}, 则 (u, p)o(s, q)-min((u, p), (s, 
4)) < min((u, p), (t, r)}=(u, p)o(t, r). 

如 果 s8 u=minz{s, u)H t&u #minz{t, u}, W s&u <z t& u, (u, p)o(s, 
q)=min{(u, p), (s, q)) < (t& u, 1)-(u, p)o(t, r). 

如 果 s@u Zmin; (s, u) H. tG u-min; (t, u}, 则 s&u «min; (s, u) « min; (1, 
uj-t 6 u.. 所 以 (s, q)o(u, p)-(s & u, 1), 而 (t, r)o(u, p) 的 第 一 个 分 量 是 t@ 
u—min (t, u} >z s&u, W (s, q)G(u, p) < (br) © (u, p). 

WR s Ou #minz{s, u)H tou #minz{t, u}, W s&u <z tOu, (s, q) © (u, 
p)-(s 8u, 1)«(t 9 u, 1)=(t, r) © (u, p). 

所 以 © 具有 保 序 性 (单调 性 ), 进而 说 明 (2) 成 立 . 

下 面 证 明 (3) 成 立 , 即 证 明 © 是 左 连续 的 . 由 © 的 单调 性 和 结合 性 , 仅 需 证 
明 : 对 于 X 中 元 素 的 任意 递增 序列 {(si, q): i EN}, 若 sup((s; qi): i EN}=(s,q), 
则 对 任意 (t, +) € X 均 有 sup((s;, qi) © (t,r) : i € N} = (s,4) © (t,r). 首先 , 对 
几乎 所 有 的 i 必 有 si = s, 而 其 他 的 (si, qi) 组 成 的 序列 以 (s, 9/2) < (s, q) 为 
EFR. Bie, SERTA (si q): i e N} 中 的 有 限 个 元 素 后 , 不 失 一 般 性 , 可 以 
假设 对 所 有 的 i, si = s H g=sup{qi: i € N}. 现在 , 如 果 s Q t-minr (s, t), W 
(5,4) © (tr) = min ((s, a), (t,7)}, (si, qi) © (7) = min ((si,q;), (t,r)), 且 此 时 © 的 
左 连续 性 可 由 min 运算 的 左 连续 得 到 ; 否则 , 对 每 一 个 i, (s, a) O(t, r)=(si, qi) © (t, 
r)=(s & t, 1). 这 就 完成 了 左 连续 的 证 明 , 即 (3) 成 立 . 

最 后 证 明 (4) 成 立 . 对 任意 s € L, 定义 f(s)=(s, 1). 显然 , f 是 递增 的 , 因此 是 
单 射 . 而 且 , f(1z)=(1z, 1) 既是 (X; <) 的 顶 元 又 是 @ 的 单位 元 , 而 f(01)— (07, 1) 
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是 (X; <) 的 底 元 . 同时 , f(s) © f(t)- (s, DOU, 1)=(s 8t, 1) f(set). 所 以 , f 是 
偏 序 么 半 群 的 嵌入 . 余下 需要 证 明 对 所 有 的 s, te L, f(s— t) Æ s 和 t 关 于 @ 的 
剩余 , 即 f(s) © f(s > t) < f(t), B. f(s) © (u, p) < S) > (u p) < f(s > t). 第 一 
个 结论 很 容易 证 明 , 因为 
f(s)o f(s t) = (s.1) © (s > t1) < (1) = f(t). 

对 于 第 二 个 结论 , 证 其 逆 否 命题 . 假设 f(s — t)=(s — t, 1) (u. p). 因为 p «1, 故 
必 有 s 一 t<zu. 因为 s 一 上 是 s 和 t 在 工 中 关于 @ 的 剩余 ,所 以 s@u>Lt. 故 
(t, 1) < (s,1) © (u, p), BI f (t) < f(s) © (up). 这 就 完成 了 整个 证 明 . 
4.2.2 ”标准 完备 性 及 其 他 完备 性 

定理 4.2.2[4 ”每 一 个 可 数 的 全 序 MTI- 代 数 均 可 嵌入 到 标准 MTL- 代 数 中 . 

证 明 ” 设 X, 等 就 是 定理 4.2.1 中 的 相应 概念 . 因为 (X; <) 是 有 最 大 和 最 
小 元 的 可 数 的 、 稠 密 的 线性 序 集 , 它 序 同 构 于 (QNO, 1); <). Wt 9 是 相应 的 同 构 映 
射 , 若 定理 4.2.1 中 的 (1)~(4) 成 立 , 令 (Va, 8 Efo, 1), s € L) 

a@'B=g( (a)©g 8), f'(s) = g(f(s) 

则 Qn(o, 1), <, c', f^ 满足 定理 42.1 中 的 条 件 (1)~(4), 这 只 要 X, «6, f 满足 相 
应 条 件 即 可 . 所 以 , 可 以 假设 X=Qnlo, 1] 且 < 就 是 <. 

现在 定义 (Vo, 2 el0, 1]): 


aGB- sup sup (rOy). 
z€X:z&KayeX:y&B 


由 © 的 结合 性 和 可 换 性 知 c 满足 结合 律 和 交换 律 , Fem E Fog UR o 是 保 
序 的 (单调 的 ) 且 1 为 单位 元 . 

下 面 证 明 o 是 左 连 续 的 . 假设 {an :me N} 和 {B, :n € N) 在 [0, 1] 上 的 递 
增 实数 序列 且 sup{an : n € N} = asup {Bn : n € N} = p, Wh o 的 单调 性 得 
sup{an5Bn } < a02. HA O Æ Qnlo, 1] 上 的 限制 是 左 连 续 的 , 故 


a9 —sup(qGr : q,r E€ Qn[0,1, a < a,r < 8} 
= sup{gOr : q,r E€ Q N [0,1], q < a,r < 8}. 
于 是 , 对 任意 q < o 和 任意 > < 6, 存在 使 得 4 < an Hr < pa. 所 以 ， 
sup (a4 Gf, : n € N} > sup {40r : q < a,r < &,q,r e Qn [0,1]) = a02. 


所 以 百 是 在 [0, 1] 上 左 连续 的 t- 模 . 
由 定义 , O Æ © 的 扩展 . 由 (1)~(4), f 是 (L; &, <z, 0r, 1) 到 ([0, 1]; ©, <， 
0, 1) 的 一 个 嵌入 , 且 百 有 一 个 剩余 , WH 中 . 
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要 完成 证 明 , 只 需 再 证 (Vs, t € L)f (s — t) — f(s) a» f(t). 由 性 质 (4), f(s > t) 

是 f(s) 与 f(t) 在 (QAD, 1j; O, <, 0, 1) 上 的 剩余 , 所 以 
f(s)of(s > t) = f(s) o f(s ^t) < f(t). 
假设 结论 (vs, t e L)f(s > t) = f(s) + f(t) 不 成 立 , 则 存在 a > f(s) o» f(t) 使 
得 aGf(s) < f(t). 因为 Qnl0, 1) 在 [0, 1) 上 是 稠密 的 , 故 存在 q eQn[o, 1] 使 得 
f(s 一 t) <q < a. TR, 
gSf(s) - ao f(s) < f(t). 

这 与 条 件 (4) 矛盾 . 

定理 4.2.3 (标准 完备 性 定理 )( 韦 ”MTL 关于 左 连续 t- 模 及 其 剩余 是 完备 的 ， 
即 对 任意 公式 A, MTL - A 当 且 仅 当 对 任意 标准 MTI- 代 数 工 有 Hr A. 

证 明 ”由 定理 4.1.4, 只 需 证 明 : 如 果 MTLK A, 则 存在 左 连续 t+- 模 @ 及 到 
([0, 1; @, 一 , 0, 1) 上 的 一 个 赋值 e 使 得 e(4) #1 (这 里 , 一 是 LR @ 的 剩余 蕴涵 ). 

设 4 是 一 个 公式 , 使 得 MTLK A, 则 由 定理 4.1.4 A, 存在 线性 序 MTL- 代 数 
工 及 L 上 的 一 个 赋值 e, 使 得 e(4) #1. 设 f^ 是 工 到 标准 MT 代数 上 的 嵌入 ( 即 
由 定理 4.2.2 给 出 的 ), 则 f^ oe 是 标准 MTL- 代 数 上 的 一 个 赋值 且 f'oe(A) z1. 这 
说 明 MTL 的 标准 完备 性 成 立 . 

文献 [184] 给 出 MTL 标准 完备 性 定理 的 另 一 种 证 明 , 并 证 明了 强 标准 完备 性 . 
文献 [185] 证 明了 系统 MTL 的 强 有 理 完备 性 定理 , 同时 还 证 明了 系统 IMTL 的 
标准 完备 性 及 强 有 理 完备 性 定理 . 现 将 相关 结果 罗列 在 下 面 . 

定理 4.2.4 ( 强 完备 性 定理 )(” 设 TCF(5)), Ae F(S), 则 TH 4 当 且 仅 当 
对 任意 MTZ- 链 工 有 了 上 A. 

定理 4.2.5 ( 强 标准 完备 性 定理 )ns4 设 下 GE F(S),4eF(S), 则 ThF4 当 且 
仅 当 对 任意 标准 MTIARM LH T Hr A. 

定理 4.2.6 ( 强 有 理 完 备 性 定理 )ns5 WE TCF(S),AeF(S), WTHA HE 
仅 当 对 任意 的 格 约 简 为 有 理 区 间 Qn[O, 1] 的 MTI- 链 工 有 了 上 z A. 

定理 4.2.7 (系统 IMTL 的 标准 完备 性 定理 )ns5 IMTL 关于 标准 IMTI- 代 
数 是 完备 的 , 即 对 任意 公式 A, IMTL- A 当 且 仅 当 对 任意 标准 IMTL- 代 数 工 有 
Ez A. 这 里 , 标准 IMTL- 代 数 是 指 ([0, 1]; @, 一 , 0, 1), 其 中 @ 是 一 个 左 连续 iE 
且 对 应 的 否定 (^r = z 一 0) 是 对 合 的 , 一 是 @ 的 剩余 蕴涵 . 


4.3 ”系统 MTL 的 扩张 


4.3.1 ”模糊 逻辑 系统 NMG 
本 节 介绍 文献 [181] 中 建立 的 模糊 逻辑 系统 NMG, 它 是 形式 系统 .2* 的 有 趣 
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扩张 , 其 语义 可 解释 为 一 类 序数 和 t- 模 及 其 剩余 蕴涵 , 量具 有 标准 完备 性 . 


定义 4.8.1408] ”系统 NMG 是 系统 MTL 通过 添加 如 下 公理 构成 的 模式 


扩张 : 


2 


(WNM) (P&y 一 DV(PAy 一 pl&y)i 

(NMG) (mp—9)V (pnp pkp). 

相应 地 , 一 个 NMG- 代 数 M 是 一 个 满足 以 下 条 件 的 MTL- Yz, y € M, 
(Wnm) (z 8 y 20) V(z^y > £ & y)-1; 

(Nmg) (~~z > z) V (r^y > £ 8 y)-1. 

一 个 NMG- 代 数 M 称 为 是 严格 的 (strict), 如 果 M 中 有 这 样 两 个 元 素 E 


l 满足 如 下 条 件 : 
M 


d T 1 1 
0) “lm dM! 2x7 2m 
O 对 任意 > > 5. A ~z=0wr, BIHER Ou < z < iu esn 
$E 43409] H a e(O, 1), 在 [01] 上 定义 二 元 运算 Bw WF: 


<Å 


ax (Ženu P), 0<zys<sow 
G a 


Vz, y € [0,1], z8w y = | min(z, y), 其 他 . 


这 里 @wx 是 指 Rot- 模 , 则 


(1) 9w 是 左 连 续 但 非 连续 t- 模 . 
0, r-c-y&a, 


(2) Vz,y € [0,1], z&wy = min(z,y), Xf. 


(3) Bw 的 剩余 蕴涵 为 


1 Ty, 


max{a 一 z,y}， 其他. 
(4) 车 一 元 运算 ~ 定义 为 (Vz e(0, 1]) -z = z 一 wo0, 则 


Vz,y € [0, 1], tel 


1 r=0, 
75:4 e—z, 0«zrc«a, 
0, 其 他 . 


(5) 车 定义 (vz, y el0, 1) z Vy=((z >w y) >w v)ew((z >w y) >w 


y) >w ((y —w z) >w z)), 则 z V y-max(z, y), Yz, y €(0, HN 


(6) 着 定义 (Vas y e[0, 1]) z 和 y=(z 8w y) V (y V -y V >z), HI £ ^ y-min(z, 


y}, Yz, y e[0, 1]. 
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(7) [0, 1]9,—([0, 1]; 9w, >w: V. A, 0, 1) 是 一 个 严格 NMG- 链 . 

注 4.3.1 ”容易 看 出 , @w 是 一 个 序数 和 t- 模 , 它 的 第 一 个 组 成 成 分 [0, a] 是 
RESEBUN t- 模 , 第 二 个 组 成 成 分 [a, 1] 是 取 小 HAR. 

命题 4.3.208) Ya,b e(0, 1), NMG- 代 数 [0, 1]e 同 构 于 [0, 1y . 

对 于 任意 a e(0, 1), id Tg, 为 系统 NMG 中 的 所 有 [0, 1]%- 重 言 式 , 则 由 上 述 
结论 知 , Va, b e(0, 1), T = Tb. 故 用 [0, 1]w 表示 [0, iy, 用 Tw 表示 Th. 同时 ， 
BA W 表示 0,11%- 

M 4.3.39 da e(0, 1), W 

(1) (0, a)U(0, 1) (a, 1)U(0, 1) [0, 1)g, 的 子 代数 , 分 别 记 为 zw 及 WS; 

(2) WAM 代数 同 构 于 标准 NM- 代 数 [0, 1]xw ( 即 Ro 单位 区 间 ); 

(3) WS 代数 同 构 于 标准 G- 代 数 [0, 1]o. 

定理 4.3.1 (标准 完备 性 定理 )ns01 NMG 关于 标准 NMG- 代 数 [0, 1]w 是 
完备 的 , 即 公式 4 是 系统 NMG 中 的 定理 当 且 仅 当 4 是 (0, 1]w- 重 言 式 , 亦 即 
NMGFH A 当 且 仅 当 A € Tw. 

由 上 述 完备 性 定理 及 命题 4.3.1(5), (6) 可 得 如 下 结论 , 这 说 明 在 系统 NMG 中 ， 
^, V 可 以 不 作为 原始 联结 词 . 

定理 4.3.2080) ”以 下 公式 是 系统 NMG 中 的 定理 : 

(1) evum ((ov)—v)&(((e—v)—V)-(V—9)9)); 

(2) e^vs(p&v)v- (UN Ne). 

ik 4.3.2. (1) 由 命题 4.3.3 及 定理 4.3.1 4l, NMG 中 的 定理 既是 系统 G 中 
的 定理 又 是 系统 NM 中 的 定理 . 

(2) 文献 [186] 建立 了 一 个 新 的 具有 标准 完备 性 的 逻辑 系统 NME, 它 是 系统 
MTL 及 IMTL 的 扩张 , 而 系统 NM 与 Luk 均 是 NME 的 扩张 , 即 NME 中 的 
定理 既是 系统 Luk 中 的 定理 又 是 系统 NM 中 的 定理 . 


4.3.2 ”模糊 逻辑 系统 IIMTL 


本 节 介绍 系统 MTL 的 另 一 种 扩张 形式 IIMTL, 它 在 文献 [185], [187]~[189] 
中 讨论 过 (最 早出 现在 文献 [187] F). š 

定义 4.3.20s ”系统 IIMTL 是 系统 MTL 通过 添加 如 下 公理 构成 的 模式 
扩张 : 

(1) 2v 一 [lp&z 一 VS 一 (一切 ]; 

(I2) (g^) 0. 

相应 地 , 一 个 TMT 太 代数 L 是 一 个 满足 以 下 条 件 的 MTL- 代 数 : Vo, y, z € L, 

(1) (z 0)20]—((z 8 z ^ y 8 z) > (z > y)]=1; 

(2) z A (z 一 0)=0. 
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一 个 线性 序 的 MTL- 代 数 称 为 IMTL 链 . 
命题 4.3.405 一 个 MTL 链 工 成 为 MTL 链 的 充 要 条 件 是 满足 消去 
律 , Bp 
Vzyz€eLzZz0 Ë z$9z-yGz,Wbr—y. 


定理 4.3.3 (FAHEEM 系统 IMTL 关于 MTL 链 是 完备 的 ， 即 
IM TL o 当 且 仅 当 对 任意 IMTL 链 L 及 任意 L WB e 均 有 e(p)=1. 

对 于 标准 完备 性 , 需要 用 到 一 个 新 的 概念 , 即 阿 基 米 德 类 (Archimedean class), 
它 来 自 全 序 群 及 全 序 么 半 群 的 相关 理论 (1901. 

EX 4.3.3088189) 。 设 工 是 一 个 MTL-&& a, b € L. SEX L 上 的 关系 ~ 
如 下 : 

4awb 当 且 仅 当 存 在 n EN 使 得 o" «ba SEI" «a b, 

JU ~ 是 工 上 的 等 价 关 系 . 对 任意 a € L, 称 等 价 类 [a] 是 一 个 阿 基 米 德 类 . 

显然 , Vz, y ela]~, 3$ 7 < y, 则 存在 n EN 使 得 y^ < z. 这 就 是 说 [a]. 作为 工 
的 子 集 , 其 元 素 具有 阿 基 米 德 性 质 ( 试 与 定义 2.1.9 (4) 进行 比较 ). 

容易 验证 , 标准 乘积 链 [0, 1]]r 有 3 个 阿 基 米 德 类 ， 即 {0}, {1} 及 开 区 间 (0, 1). 

Blasi) 4 L-Z-xR-Qtrh, Z- 与 R- 分 别 表示 非 正 整 数 和 非 正 实数 
R), L 上 的 序 是 字典 序 , Bn 

(k, r) € (m, s) 当 且 仅 当 (k«m, &k-m H.r« s) 

定义 工 上 的 运算 @ 如 下 : 


(kr) & (m,s) = (k - m,r 4- s), 


_ f (0,0), (k,r) < (m.s), 
T= (maa { (m-k,min{0,s—r}), (k,r) > (m,s), 


JU (L; @, —, (0, 0)) 是 整 的 消去 剩余 链 , 通过 添加 一 个 最 小 元 可 使 成 为 ITMTL- 
链 (如 添加 底 元 LéLVreLzGl-lez-iz—l-ilz-(), 
0); 18 L= 山上 一 上 =(0, 0)). 可 以 验证 , I MTL- ZU{L} 有 4 个 阿 基 米 德 类 ， 
BE CL), (0, 0)), ((0, a) € Lla < 0), {(b, a) € L|b < 0). 

MRA 4.3.5084189) 设 工 是 一 个 MTT & a be L, 则 

(1) [a]. XF @ 封闭 ; 

(2) 四 ~ 是 凸 的 , 即 Yz, y ela]. X z < z < y, D 2 €[a]..; 

(3) [a 9 b].—[a ^ t]... 

由 上 述 结论 (2) 4, L/~ 是 全 序 的 , [a] < [b]. 当 且 仅 当 a d[b].. H a< b. 

命题 4.3.60s41s9| ”一 个 MTGE L 有 有 限 个 阿 基 米 德 类 当 且 仅 当 同 余 格 
Con(L) 是 有 限 的 . 
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定理 4.3.4 (标准 完备 性 定理 )nss'1ls9l ”一 个 公式 p 在 系统 TIMTL 中 可 证 当 
且 仅 当 对 [0, 1] 上 的 只 有 有 限 个 阿 基 米 德 类 的 IT MTL-SE LX o 是 [ 重 言 式 . 

定理 4.3.5 ( 强 完备 性 定理 )nss'la9l V T JE IMTL 上 的 一 个 理论 , o 是 一 个 
公式 , WT Ho 当 且 仅 当 对 任意 ITMTL-SE LR. T 的 任意 工 模型 e 均 有 e(w)=1. 

注 4.3.3 PRT H LARN e 是 指 一 个 LARIN e 满足 (vue T)e(y)=1. 

定理 4.3.6 (有 限 强 标准 完备 性 定理 )nssls9l t T 是 的 一 个 有 限 理论 , p 是 一 
个 公式 , RIT Fe 当 且 仅 当 对 [0, 1] 上 任意 的 只 有 有 限 个 阿 基 米 德 类 的 JMTL 链 
LRT 的 任意 工 模 型 e 均 有 e(p)=1. 

注 4.3.4 ”在 上 述 结论 中 , 对 T 的 有 限 性 限制 不 能 去 掉 , 因为 文献 [191] 已 经 
证 明 TIMTL 不 具有 一 般 的 强 标准 完备 性 . 
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目前 国内 外 大 多 数 基于 t- 模 的 模糊 逻辑 系统 , 通常 将 逻辑 非 SA 取 为 4 50. 
这 未 必 是 合理 的 , 因为 这 样 定义 的 “逻辑 非 "依赖 于 列 涵 算 子 , 选取 不 同 的 蕴涵 算 子 
将 造成 “逻辑 非 ” 的 不 同性 质 . 同时 , “逻辑 非 ” 的 性 质 应 该 相对 稳定 , 特别 是 应 该 保 
持 对 合 性 (BI -~-A ~ A) 和 换 质 位 对 称 性 (contrapositive symmetry, Bl 5A 一 5B ~% 
B — A). 令 人 遗憾 的 是 , 这 在 乘积 逻辑 系统 、G5del 逻辑 系统 、BL 系统 、MTL 系 
统 中 不 再 成 立 . 西班牙 学 者 Esteva、Godo 及 捷克 学 者 Hájek, Navara 也 注意 到 这 
一 问题 , 并 在 文献 [165] 中 建立 了 具有 对 合 否定 的 逻辑 系统 SBL. 但 SBL、 只 对 
严格 连续 t- 模 有 意义 , 这 就 极 大 地 限制 了 它 的 适用 范围. 

我 们 正 是 从 “逻辑 非 ”与 “逻辑 蕴涵 ”彼此 独立 这 一 思想 出 发 , 建立 了 基于 一 
般 左 连续 t- 模 的 保持 对 合 性 、 换 质 位 对 称 性 的 新 的 形式 系统 UL*, 通过 引入 UL- 
代数 、 建 立 相 应 滤 子 理论 及 素 滤 子 定理 , 证 明了 系统 UL* 的 完备 性 , 这 实际 上 是 
Esteva, Godo, Hajek, Navara 已 有 工作 在 更 大 范围 的 拓展 . 此 项 工作 可 参阅 作者 的 
博士 学 位 论文 092 及 发 表 于 《中 国 科学 》 的 论文 199. 需要 说 明 的 是 , 意大利 学 者 
Flaminio 及 西班牙 学 者 Marchioni 在 文献 [194] 中 独立 于 我 们 建立 了 模糊 逻辑 系统 
MTL., 它 与 UL* 等 价 . 他 们 的 论文 晚 于 文献 [192], [193]( 可 参见 文献 [193] 英文 
版 首页 . 实际 上 文献 [193] 的 基本 思想 源 于 作者 更 早 发 表 的 论文 095199. 但 文献 
[194] 给 出 了 标准 强 完备 性 定理 且 建 立 了 相应 的 谓词 逻辑 . 

值得 指出 的 是 在 UL 系统 中 , 逻辑 非 “-” 是 对 合 的 , 但 “_” 与 o 是 相互 
独立 的 (*-^ 的 含义 是 “4 = A 50"). 另外 , 尽管 UL* 中 有 算 子 ^, 但 它 不 是 “ 修 
Hb", & 才 是 “逻辑 与 ”的 抽象 . 文献 [29] 中 给 出 一 般 模糊 推理 的 形式 化 定理 , 体 
现 了 模糊 逻辑 与 模糊 推理 相 结合 的 研究 思路 , 文中 充分 运用 了 运算 “@”, 而 它 相 当 
于 这 里 的 &( 刻 画 的 是 t- 模 的 特征 ). UL* 系统 具有 广泛 适用 性 (基于 左 连续 ED. 
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优良 逻辑 特性 (对 合 否 定 及 换 质 位 对 称 性 ), 并 能 与 模糊 推理 很 好 结合 ( 握 弃 最 大 最 
小 且 照 顾 推理 柔性 — 可 解释 为 带 参 AEZH, I 4.4.4 小 节 ), 因而 具有 重要 
理论 意义 和 实用 价值 . 


4.4.1 系统 UL* 及 其 可 靠 性 定理 


以 一 般 左 连续 t- 模 及 Schweizer-Sklar t- 模 为 背景 ,引入 如 下 逻辑 系统 UL*, 它 
可 以 看 成 逻辑 系统 MTL 的 扩张 一 一 附加 一 个 新 的 对 合 否定 “-” 及 投影 算 子 “An 
的 MTL. 关于 投影 算 子 “A”, 其 原型 是 如 下 函数 A: [0, ]] [0, 1], 

Vz el0, 1], 当 z=1 时 Az=1; 34 z #1 时 Az=0. 

这 相当 于 将 [0, 1] 上 的 真 值 “ 投 影 ” 到 {0, 1) 上. 

定义 4.4.1 设 5 是 可 数 集 ,“-” 和 “A” 是 5 上 的 一 元 运算 , &, S AES 
上 的 二 元 运算 , 0 为 真 值 常量 . F(S) 是 由 S 生成 的 (—, A, &, —, ^) 型 自由 代数 . 
称 F(S) 中 具有 以 下 各 种 形式 的 公式 为 公理 : 

(UL*1) (A => B) =>((B = C) > (A ^ O)); 

(UL*2) (A&B) 一 A; 

(UL*3) (A&B) — (B&A); 

(UL*4) (AA B) > A; 

(UL*5) (AA B) > (B^ A); 

(UL*6) (A&(A > B)) — (A^ B); 

(UL*7) ((A&B) > C) = (A — (B > C); 

(UL*8) (A > (B > C)) =((A&B) — C); 

(UL*9) ((A > B) > C) =(((B — A) > C) = C); 

(UL*10) 0 — A; 

(UL*11) (A > (- - A))&((- — A) — A); 

(UL*12) AA V (AA); 

(UL*13) A(A V B) > (AA V AB); 

(UL*14) AA > A; 

(UL*15) AA — AAA; 

(UL*16) A(A — B) — (AA — AB); 

(UL*17) A(A > B) ^ A((-B) — (-A)), 
其 中 , -4 是 4 一 0 的 简写 , Av B 是 ((4 一 B) > B)A((B 一 A) > A) 的 简写 . 有 
下 述 两 个 推理 规则 : 

MP 规则 (分 离 规则 ) 一 一 由 4 和 4 一刀 推 得 B. 

必然 推理 规则 一 一 由 A 推 得 A4. 
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由 公式 集 F(S). AM (UL*1)~ (UL*17) 以 及 上 述 推理 规则 组 成 的 系统 称 为 
UL*. 

系统 UL* 中 的 证 明 、 定理 等 概念 可 以 按 定义 1.5.8 及 定义 1.5.9 的 方法 进行 定 
X, 记号 F 的 意义 也 与 之 一 致 . 

由 于 公理 (UL*1)~(UL*10) 与 定义 4.1.2 中 系统 MTL 的 公理 一 致 , 故 可 类 似 
证 明 下 面 的 结论 成 立 (它们 在 MTL 中 也 成 立 , 见 注 4.1.1(2)). 

定理 4.4.1 ”以 下 公式 是 系统 UL* 的 定理 : 

(T1) A > (B ^ A); 

(T2) (A ^ (B > C))> (B ^ (A => O)s 

(T3) A > 4; 

(T4) (A&B) — (A^ B); 

(T5) A > (B > (A&B)); 

(T6) (B > C) — (A&B — A&C); 

(T7) A&(B&C) — (A&B)&C, (A&B)&C — A&(B&C); 

(T8) (B ^ C) >((A > B) > (A — C); 

(T9) A > (AV B), B > (AV B); 

(T10) (A V B) > (B V A); 

(T11) (A > B) v (B > A); 

(T12) (A^ B) > (B^ A), (A V B) — (B V A); 

(T13) (A > C) ^A (B > C)) ^((A V B) ^ C); 

(T14) ((A > B) ^ (A > 0))— (A — (B ^ 0)). 

Hi (UL*1) 及 推理 规则 易 得 

定理 4.4.2 ”在 系统 UL* 中 成 立 

(T15) # r={A > B, B > C}, W r + (A > C). 

定理 4.4.3 ”在 系统 UL" 中 成 立 

(T16) A > (--4,(--4— A; 

(T17) $ - A H.- B, W - AA B. 

证 明 (T16) 的 证 明 如 下 : 


(1) (4 > (- - A)&(- - A) ^ A) (由 (UL*11)) 
Q) (A9 (- - AJ&(C- — A) > A) ^ (A (7 - A) (Ht (UL*2)) 
(3) 4 一 (-— A) (由 (1), (2) 及 MP 规则 ) 


同 理 可 证 (- — A) 一 A 是 定理 . 
(T17) 的 证 明 如 下 : 


( 

(2) A > (B > (A&B)) 

(3) B —(A&B) 

(4) B 

(5) A&B 

(6) (A&B) — (A^ B) 

(7) A^ B 

定理 4.4.4 ”在 系统 UL* 中 成 立 
(T18) 3$ - A— B, W - (-B) > (—4A); 
(T19) 3$ - (-4 > (-B), Bl - B— A. 
证 明 FÆ (T18) 的 证 明 : 
()A—B 

(2) A(A— B) 

(3) A(A — B) ^ A((-B) ^ (-A)) 

(4) A((-B) > (-A) 

(5) A((-B) 一 (-A)) > ((-B) ^ (-4)) 
(6(-B) ^ (-4) 

(T19) 的 证 明 如 下 : 
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(已 知 ) 

(由 (T5)) 

(由 (1), (2) 及 MP 规则 ) 
(已 知 ) 

(由 (3), (4) 及 MP 规则 ) 
(由 (T4)) 

(由 (5), (6) 及 MP 规则 ) 


(已 知 ) 

(由 必然 推理 规则 ) 

(由 (UL*17)) 

(由 (2), (3) 及 MP 规则 ) 
(由 (UL*14)) 

(由 (4), (5) 及 MP 规则 ) 


(1) (-4) > (-B) (已 知 ) 

(2) (-(-B)) > (-(-4)) (由 (1) 及 (T18)) 
(3) B > (-(-B) (由 (T16)) 

(4 B^ (-(- rd (由 (3), (2) 及 (T15)) 
(8) (-(C-A)—^ (由 (T16)) 

(6) B^ A (由 (4), (5) 及 (T15)) 


定义 4.4.2 W A,Be F(S),lnR- A^ B H +B- A, WK A 55 B nTE 
等 价 , 记 作 A = B. 

定理 4.4.5 ”可 证 等 价 关 系 = 是 F(S) 上 的 等 价 关 系 且 是 (-, A, &, 一 , ^) 型 
同 余 关系 , 即 

(1) # A & B, W (A) ~ (B); 

(2) # Az B, I] AA ~ AB; 

(3) # A~ BH C «D, lll A&C ~ B&D; 

(4) # AxB HC xD, M] A> C 7x B D; 

(535; Ax BH C«D,Wl ANC BAD. 

证 明 HA (2), (5) 为 例 进行 证 明 . 设 AB, W-AGBHR-B—A. 从 
上- 4 B 出 发 , 应 用 必然 推理 规则 得 F A(A 一 B). 由 此 及 (UL*16), 应 用 MP 规 
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WẸ - AA — AB. 同 理 可 证 上 AB — AA, 即 AA e AB. 这 说 明 (2) 成 立 . 
WARBHOCzsD,W 


(2) (A^C)— A (Hi (UL*4)) 
(2A—B (已 知 ) 

(3) (4^0) >B (由 (1), (2), (T15)) 
(4 (A^ C) 5 C (由 (UL*4), (UL*5)) 
(CD (已 知 ) 

(6) (ANC) — D (由 (4), (5), (T15)) 
(7) (A^C) > B)A(A^C) — D) (由 (3), (6), (T19)) 
(8) ((A^C) = B)A(A ^C) — D) (A^ C — B^ D) (H (T14)) 

(9) (A^ C) ^ (BA D) (由 (7), (8) 及 MP 规则 ) 


同 理 可 证 (B ^ D) > (AA C),  AAC e B ^ D, Hi (5) RX. 

定理 4.4.6 ”在 系统 UL* 中 有 如 下 的 De Morgan fft: 

(T20) -(AA B) ~ (A) V (-B); 

(T21) -(A V B) ~ (~A) ^ (-B); 

(T22) (A^ B) ~ (-A) V (-B); 

(T23) -(A V B) ~ (-A) ^ (- B). 

证 明 ”由 于 系统 UL 是 MTL 的 扩张 (添加 了 投影 算 子 及 新 的 对 合 否定 - 
故 (T20), (T21) 成 立 (参见 文献 [40] 中 的 Proposition 1(34), (35)). 

(T22) 的 证 明 如 下 : 


(1) (AA B) > A, (A A B) > B (由 (UL*4), (UL*5)) 
(2) (~A) ^ (-(4 ^ B)), (-B) > (-(A^ B)) (由 (1)), (T18)) 
(3) (~4) = (-(4 A B))) ^ ((-B) > (-(4 ^ B))) (由 (2), (T17)) 
(4) ((-4) ^ (C(4 ^ B))) ^ (-B) = (-(A^ B))) = (((-4) v (-B)) 
> (-(A^ B)) 
(由 (T13)) 
(5) (—4) v (-B)) > (-(A^ B)) (由 (3), (4) 及 MP 规则 ) 


(6) (~A) (C4 v (-B)), (-B) = ((-A) V (-B)) (H T9) 
(7) -(-4) v (-B)) > (-(-4)), -((-4) v (-B)) > (-(-B)) 
(由 (6), (T18)) 
(8) -((-4) v (-B)) > A,-(-A) v (-B)) > B (& (7), (T16), (T15)) 
(9) (~A) v(-B) > A) A (-((-A) V (-B))— B) (di (8), (T17)) 
(10) (-(—4) v (-B)) > A) ^ (-((~A) v (-B)) ^ B) > (-((-4) v (-B)) 
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=> (A^ B)) 
(11) -((7A) V (-B)) ^ (A^ B) 


(2) (-(4^ B)) ^ -(-(CA) v (-B))) 


(13) (-(A ^ B)) ^ ((-A) v (-B)) 
(14) -(A^ B) ~ (-A) V (-B) 
Hi (T22) 及 (T16) 即 得 (T23). 


(由 (T14)) 

(由 (9), (10) 及 MP 规则 ) 
(由 (11), (T18)) 

(由 (12), (T16), (T15)) 
(由 (5), (13) 


定理 4.4.7 F(S) 上 的 可 证 等 价 关系 x 具有 下 述 性 质 : 


(T24) 4&(B&C) ~ (A&B)&C, (A&B) —^ C ~ A > (B > C) 


5 


(T25) Av (BV C) ~ (AV B) VC, A^ (BA C) (A^ B) AC; 


(T26) AA ~ A(A&A); 
(T27) AA & AA&AA; 
(T28) A(A&B) ~ AA&AB. 


证 明 ”容易 证 明 (T24), (T25) 成 立 . 


对 于 (T26) 可 如 下 证 明 : 
(1) A&A > A 
(2) A(A&A — A) 


(3) A(A&A — A) — (A(A&A) — AA) 


(4) A(A&A) > AA 

(5) A — (A — A&A) 

(6) AA — (AA — A(A&A)) 
(7) 0 — A(A&A) 

(8) -AA — (AA — A(A&A)) 
( 


(由 (UL*2)) 

(由 (1) 及 必然 推理 规则 ) 

(由 (UL*16)) 

(由 (2), (3) 及 MP 规则 ) 

(由 (T5)) 

(由 (5), (UL*16), 必然 推理 规则 ) 
(由 (UL*10)) 

(由 (7), (T8) 及 MP 规则 ) 


9) (AA — (AA — A(A&A)))A(^AA — (AA — A(A&A))) 


(10) (AA V (2A4))— (AA — A(A&A)) 


(11) AA > A(A&A) 

(12) AA x AAEAA 

(T27) 的 证 明 如 下 : 

(1) AA > (AA — (AA&AA)) 
(2)0— AA&AA 

(3) -AA — (AA — (AA&AA)) 


(由 (6), (8), (T17)) 

(由 (9), (T13) 及 MP 规则 ) 
(由 (UL*12), (10) 及 MP 规则 ) 
(由 (4), (11)) 


(由 (T5) 
(由 (UL*10)) 
(由 (2), (T8) 及 MP 规则 ) 


(4) (AA > (AA — (AA&AA)))A(^AA — (AA — (AA&AA))) 


(5) (AA v (A4)) (AA — (AA&AA)) 


(6) AA ^ (AA&AA) 


(由 (1), (3), (T17)) 
(由 (4), (T13) 及 MP 规则 ) 
(由 (UL*12), (5) 及 MP 规则 ) 
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(7) (AA&AA) — AA (由 (UL*2)) 

(8) AA ~ AA&AA (由 (6), (7)) 

(T28) 的 证 明 如 下 : 

(1) A(A&B) — (A(A&B)&A(A&B)) (由 (T27)) 

(2) (A&B) > A (由 (UL*2)) 

(3) A((A&B) — A) (由 (2) 及 必然 推理 规则 ) 

(4) A(A&B) —^ AA (由 (3), (UL*16) 及 MP 规则 ) 
(5) (A(A&B)&A(A&B)) (A(A&B)&AA) (Hi (4), (T6) 及 MP 规则 ) 

(6) A(A&B) — (A(A&B)&AA) (由 (1), (5), (T15)) 

(T) A(A&B) ^ AB (F3 (4) 的 证 明 ) 

(8) (AA&A(A&B))— (AA&AB) ` (由 (7), (T6) 及 MP 规则 ) 

(9) A(A&B) — (AA&AB) (由 (6), (8), (UL*3), (T15)) 
(10) A > (B > (A&B)) (由 (T5)) 

(11) AA > (AB — A(A&B)) (由 (10), (UL*16), 必然 推理 规则 ) 
(12) (AA&AB) — A(A&B) (由 (11), (UL*8) 及 MP 规则 ) 
(13) A(A&B) ~ AA&AB (由 (9), (12)) 


定义 4.4.3 ”函数 v: F(S) —[0,1] 叫做 F(S) 的 [0, 1]- 赋 值 , 如 果 v 满足 (* 为 
任意 左 连续 t- 模 , — 为 与 * 相伴 的 剩余 蕴涵 ) 

(1) v(-A4)=1-v(A4); 

(2) v(A4) = A(v(4)), 右 端 A 的 定义 如 下 : 


1 2-1, 


Vz € [0, 1], | o, Xi. 


(3) v(A&B) = v(A) « (B); 

(4) v(A > B) = v(4) = v(B); 

(5) «(A ^ B)-min(v(A), v(B)). 

用 Ron 表示 F(S) 的 全 体 [0,]] -赋值 之 集 . 

EX 4.4.4 VW 4 是 F(S) 中 的 公式 , 如 果 对 任意 的 v ENo 均 有 v(A)=1, 
则 称 4 为 1- 重 言 式 . 

以 下 定理 表明 : UL* 中 的 语 构 关于 语义 Noy 是 可 靠 的 . 

定理 4.4.8 (可 靠 性 定理 ) ”UL* 中 的 定理 一 定 是 1- 重 言 式 . 

证 明 ”只 需 证 明 UL* 中 的 公理 (UL*1)~(UL*17) 都 是 1- 重 言 式 , 并 且 UL* 
中 的 MP 推理 规则 、 必 然 推理 规则 保持 1- 重 言 式 . 

容易 证 明 (UL*1)~(UL*17) 都 是 -EFA (对 于 (UL*1)~(UL*10)， 它 们 在 
MTL 中 都 是 1- 重 言 式 , 当然 在 MTL 的 扩张 UL* 中 也 是 1- 重 言 式 . 对 于 (UL*11)~ 
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(UL*17), 直接 验证 知 , 它们 都 是 1- 重 言 式 ). 

设 4 和 4 一 B 都 是 1- 重 言 式 , 则 对 任意 赋值 v 均 有 v(4) = v(A > B)-1 
从 而 v(B)-1— v(B) = v(4) 一 v(B) = v(A 一 B)-1. 所 以 B 为 1 重 言 式 , 这 说 
H MP 规则 保持 重 言 式 . 类 似 地 , 必然 推理 规则 也 保持 1- 重 言 式 . 事实 上 , 设 A 是 
1- 重 言 式 , 则 对 任意 [0,1j- 赋 值 v 均 有 v(A)—1, 从 而 v(A4) = A(v(A))-A1—1, 所 
以 AA 为 1- 重 言 式 . 

注 4.4.1 (1) 文献 [165] 提出 了 具有 对 合 否定 的 逻辑 系统 SBL、( 其 中 的 对 合 
否定 “~” 相当 于 本 书 的 —, 它 是 基于 严格 t- 模 的 , 且 0-1 投影 算 子 A 可 由 两 个 非 运 
HEX, Bl Ap = -~(~ p). 但 系统 UL 基于 左 连续 H o a, Aa” 相互 独 
X, A 不 能 由 两 个 非 运 算 定义 . 比如 , 对 于 如 下 t 模 ( 它 是 p= —2 的 Schweizer-Sklar 
t- 模 , 详 见 4.4.4 节 ): 


VT +y], siyol 
rew-{ dd. MM 


取 z=0.4, 则 有 Az = 0,(1 - z) 一 0=0.8. 这 说 明 , 此 时 文献 [165] 中 的 Az => ~ z 
不 成 立 . 

(2) 可 以 仿照 文献 [22] 中 为 系统 BL 添加 投影 算 子 A 得 到 扩张 BLA 的 方法 ， 
建立 IMTL 的 扩张 系统 IMTLa. 如 果 系统 UL* 中 的 两 个 否定 —, - 正好 重合 
(UL*17) 成 为 自然 的 公理 , 从 而 此 时 的 UL* 正好 是 IMTLa. 
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依据 自由 代数 F(S) 关于 可 证 等 价 关系 = 构成 的 (—, A, &, 一, A) 型 商 代数 
四 = F(S)/ = 为 背景 , 引入 UL*- 代 数 的 概念 , 并 研究 它 的 滤 子 理论 , 它们 将 在 系统 
UL’ 完备 性 定理 的 证 明 中 发 挥 重要 作用 . 

EX 4.4.5 UM 是 (-,A, @, >, A) 型 代数 , 称 M 是 UL*- 代 数 , 如果 M 
满足 

(1) (M; &, 一 , ^, V, 0, 1) 构成 可 换 剩余 格 (相应 的 序 为 '<), 这 里 0、1 分 别 是 
最 小 元 、 最 大 元 , 而 v 定义 为 

(P1) a v b-((a — b) — b)A((b — a) — a), Va, b, c € M, 
EE TS 

(P2) (a — b) v (b — a)=1, Va, b, c € M. 

(2) 一 是 关于 序 < 而 言 的 M 上 的 逆序 对 合 对 应 , 即 有 a < b> (-b) < (—a) 
且 对 任意 的 ae M 成 立 (—- — a) — a. 

(3) “A” 是 M 上 的 一 元 运算 , 且 对 任意 a, b, ce M 成 立 

(P3) Aa v (-(Aa))=1 
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(P4) A(a V b) < (Aa) V (Ab); 

(P5) Aa < a; 

(P6) Aa € A^a; 

(P7) A(a — b) < (Aa) — (Ab); 

(P8) A(a — b) = A((-b) > (—a)); 

(P9) A1=1, 
其 中 , - 的 意义 是 -a = a 一 0, Va € M. 

容易 证 明 F(S) 关于 可 证 等 价 关系 ~ 构成 的 (—, A, &, 一 , A) 型 商 代数 [F]= 
F(S)/ = 是 一 个 UL*- 代 数 . 同时 , 在 [0, 1) 上 任意 确定 的 左 连续 t- 模 @ 及 其 相伴 
剩余 蕴涵 一 关于 自然 顺序 及 如 下 定义 的 —, A 构成 UL*- 代 数 ([0, 1]; ^, A, 9, >, 
^) (这 里 ^ 即 为 min): 


1, z=1, 


0， 其 他 ， 


定理 4.4.9 B M 是 UL*- 代 数 , 则 对 任意 a, b, ce M 成 立 

(P10) (-1)=0, (-0)-1; 

(P11) # a < b, IJ Aa < Ab; 

(P12) Aa = AAa; 

(P13) Aa & A(-a)=0; 

(P14) Aa=1 当 且 仅 当 a=1; 

(P15) Aa ® Aa = Aa; 

(P16) Aa & Ab = A(a & b); 

(P17) A(-a) = A(7a). 

证 明 ”因为 1 为 最 大 元 , 故 有 (-0)«1, 应 用 定义 44.5 (2) 得 (-1)« -(-0)- 
0. 于 是 (-1)=0, 而 (-0)= —(-1) —1, Bl (P10) 成 立 . 

车 a < b, 则 a 一 b=1( 这 是 可 换 剩余 格 的 基本 性 质 , 见 定理 2.2.1). 故 应 用 (P9) 
及 (P7) 得 1=Al=Al(a — b) < (Aa) — (Ab), Bl (Aa) — (Ab)=1, Aa < Ab. 这 说 明 
(P11) 成 立 . 

由 (P5) 有 AAa < Aa, 再 据 (P6) 有 ^a < AAa, 所 以 Aa = AAa, HI (P12) 
成 立 . 

在 (P7) 中 取 6=0 得 Ala —0)& (Aa) — (A0). 又 据 (P5) 得 A0<0, 此 即 
A0=0. 从 而 A(a —0)« (Aa) —0, Bl A(~a) < (Aa) 一 0. 由 于 (@, —) 是 伴随 对 , 故 
A(^a) @ Aa —0. 因 @ 是 可 换 的 , 所 以 Aa @ A^(^a)—0, (P13) 成 立 . 

车 Aa=1, 则 由 (P5) 有 1=Aa < a, B a=1. 再 据 (P9) 知 (P14) 成 立 . 


-r-1-z; a-f V z € [0,1]. 
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对 于 (P15), (P16), 可 类 似 于 定理 4.4.7(T27), (T28) 进行 证 明 (应 用 可 换 剩余 
格 的 相关 性 质 ). 
由 (P8) 及 (P10), (P9) 可 得 


A(7a) = A(a — 0) = A(-0) — A(-a) = A1 > A(-a) = 1 > A(-a) = A(-a). 


这 说 明 (P17) 成 立 . 

注 4.4.2 ”上 述 结论 中 的 (P17) 与 文献 [165] 中 Lemma 6 (10) 不 同 , 即 一 般 
地 A(-a) 7 —a. 例如 , W M=[0,1], 非 运算 — 定义 为 (-z) =1-z, A X 0-1 BE, 
&, 一 分 别 为 p= -2 时 的 Schweizer-Sklar t- 模 ( 见 注 4.4.1(2)) 及 其 剩余 蕴涵 , A 为 
min, Jl] M 是 UL*- 代 数 , 而 A(—0.6)=0#0.8=-0.6. 同时 说 明 , UL*- 代 数 中 一 般 不 
成 立 Az = 一 (-z). 

EX 4.4.6 UM 是 UL*- 代 数 , M 的 非 空子 集 F 称 为 是 M 的 一 个 滤 子 , 如 
RME: 

(F1) ¥ a, bE F, W agbe F; 

(F2) Ë a €F, a <b, W be F; 

(F3) 3$ a € F, WJ Aa € F; 

(F4) 3$ a — be F, ll] (-b) — (—a) € F. 

一 个 滤 子 F 称 为 是 素 的 , 如 果 还 满足 

(F5) 对 任意 a,be Mila bc FRE b—acF. 

注 4.4.3 ”由 于 在 UL*- 代 数 中 一 般 不 成 立 Az = ^ (r), 故 上 述 定义 中 的 条 
件 (F3) 不 能 像 文献 [165] 那样 由 其 他 条 件 推出 . 另外 , 容易 证 明 下 面 的 结论 成 立 . 

定理 4.4.10 M 是 UL*- 代 数 , M 的 非 空子 集 F JE M 的 一 个 滤 子 , 当 且 
仅 当 满足 : 

(FL) le F; 

(FX) #acF,a—beF, W beF; 

(F3) # a € F, W Aa € F; 

(F4) 3$ a— be F, WJ (—b) > (-a) € F. 

类 似 文献 [165] 中 Lemma 7, Lemma 8 的 证 明 , 可 以 得 到 如 下 结果 . 

定理 4.4.11 ”对 于 UL ORC M, 以 下 结论 成 立 : 

(1) 如 果 M 是 线性 序 的 , 则 对 任意 ae M- (1) Aa=0. 

(2) 如 下 定义 的 关系 =r 是 M 上 的 一 个 同 余 关 系 ， 

a 三 Fb 当 且 仅 当 a 一 be F,b 一 a€e FF， 

其 中 , F 是 M 的 一 个 滤 子 . 

(3) M 关于 =r 的 商 代数 M/=r 是 一 个 UL*- 代 数 . 

(4) 商 代数 M/=r 是 线性 序 的 当 且 仅 当 F 是 M 的 素 滤 子 . 
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(5) 如 果 M 是 线性 序 的 , JU M 是 单 的 , 即 仅 有 的 滤 子 是 {1} 与 M. 

定理 4.4.12( 素 滤 子 定理 ) i M 是 一 个 UL*- 代 数 , a e M - (01), 则 存在 M 
的 一 个 素 滤 子 F WE ag F. 

证 明 ”首先 证 明 如 下 结论 成 立 : 

(P18) 包含 一 个 滤 子 F 及 元 素 z 的 最 小 滤 子 是 F'-(u|3v € F, u > v8 (Aa) }. 

事实 上 , 对 于 F KÜ, (F1), (F2) 显然 成 立 ， 假 设 u e F,Wfvertt 
fh u > ve (Az), 据 定理 449 (P11), (P16), (P12) 得 Au > A(v 8 (Az))-(Av) & 
(AAz)- (Av) @ (Az), 注意 到 Av € FORET. F EA (F3), 所 以 Au € F^, BD F’ 
满足 (F3). WR a 一 be F', 则 有 ve 使 得 a 一 b>v@ (Az), 据 (P5), (P8), 
(P11), (P12) 可 得 


(=) ^ (a) 2 A((-0) — (-a)) = A(a — b) > A(v & (Aa) 
7 (Av) 8 (AAz) = (Av) 8 (Az), 


这 说 明 (—b) — (—a) e F', BI F' 满足 (F4). FÆ PRÉ M 的 一 个 滤 子 , 而 它 是 “ 包 
RET FREK z 的 最 小 滤 子 " 则 是 显然 的 . 

现在 证 明 : 对 于 ac M-(1), 存在 M 的 一 个 素 滤 子 WE a g F. 假设 所 是 
不 包含 a 的 滤 子 (这 样 的 滤 子 一 定 存在 , 如 {1}), 而 z, ye M AWE r> ye F, 
y 一 天 天， 利用 上 面 的 结论 , 可 以 构造 两 个 滤 子 Fu, 它们 分 别 是 包含 F 与 
zy — c 的 最 小 滤 子 .可 以 断定 A, o 中 至 少 有 一 个 不 包含 a, 否则 , 由 
a€ Fi, a€ Fi 可 得 (存在 vios € F) 


a >u®(Ar > y)) Vva 8 (A(y — 7)) 
> (vi & v2) 8 (A(z — y))) V ((i 9 v2) 8 (Aly — 1))) 
(可 换 剩 余 格 性 质 , @ 单 调 性 ) 


= (vı 8 v2) 8 (A(z — y) V Aly — 7)) (可 换 剩余 格 性 质 ) 
> (vı 6 v2) 8 (A((z — y) V (y — 2) (由 (P4) 

= (vı 8v2) 8 (A1) -(u&w)&1 (由 (P2), (P9)) 
-uGvcF (Ñ (F1)) 


从 而 有 a € F, 这 是 一 个 矛盾 . 于 是 , 按照 这 种 方式 , 可 以 构造 一 个 不 包含 a 的 嵌 套 
的 滤 子 序列 , 而 它们 的 “并 ” 正 是 要 寻找 的 素 滤 子 . 
4.4.3 系统 UL* 的 完备 性 

文献 [144] 给 出 剩余 格 的 如 下 等 式 定义 : 


引 理 4.4.1040 ”所 有 可 换 剩余 格 构成 一 个 簇 , 它 可 以 由 以 下 等 式 组 定义 ， 
(1) aV (bV c)=(a V b) V c, a ^ (B^c)-(a ^b) ^ c; 
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(2avb-bva,a^b-—b^a; 

(3) a^ (a V b) = a, a V (a ^b) = a; 

(4) a8 (b8 c)=(a 9b) $c, a9b=b8a; 

(5) a®1=a, a 51-1, 0 一 a=1; 

(6) (a8 b) => c= a => (b = e) 

(7) a& (a — b) Vb =b; 

(8) a — (a V b)=1. 

ik 4.4.4 ”上 面 的 等 式 (1)~(3) 正好 构成 格 的 等 式 定义 . 

定理 4.4.13 ”所 有 UL*- 代 数组 成 的 类 是 一 个 代数 簇 , 它 可 以 由 等 式 (1)~(8) 
及 以 下 等 式 组 定义 : 

(9) (a — b) v (b — a)=1; 

(10) a V b-((a — b) — b)A((b — a) — a); 

(11 --a-a; 

(12) Aa V (Aa —0)-1 

(13) A(a V b) — (Aa V Ab)-1; 

(14) Aa — a1; 

(15) Aa 一 AAa-1; 

(16) A(a — b) — (Aa — Ab)=1; 

(17) A(a > b) = A((—b) > (—a)); 

(18) A1-1. 

证 明 ”容易 看 出 ,UL*- 代 数 一 定 满足 等 式 (1)~(18). 现 假定 代数 结构 (M; V, 
^, ^, A, @, 一 , 0, 1) 满足 等 式 (1)~(18), 下 证 M 是 UL*- 代 数 . 

由 引 理 4.4.1 知 , M. 是 可 换 剩余 格 . 根据 UL*- 代 数 的 定义 , 只 需 再 证 明 以 下 条 
件 在 M 中 成 立 : 

(*) a — b-1- (-b) — (-a)-1, Hl a < b => (—) < (—a). 

事实 上 , WR a b=1, 则 由 (18) 知 Ala 一 b)=1. 应 用 (17) 得 A((-b) > 
(-a))21. 于 是 应 用 (14) 及 可 换 剩余 格 的 性 质 得 

工 = A((-5) 一 (-a)) ^ ((—b) ^ (-a)) = 1 ((-5) — (-a)) = (—b) = (a). 

这 说 明 (+) 成 立 . 

应 用 泛 代数 的 结果 可 以 得 到 

定理 4.4.14 “全体 UL*- 代 数 构成 的 类 关于 子 代数 、 同 态 像 以 及 直 积 封闭 . 


EX 4.4.7 设 M 为 ULAZ, 函数 u: F(S) 一 M 叫做 一 个 AM 赋值 , 如 
A v 是 (-, A, @, 一 , ^) 型 同 态 . 
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用 Amu 表示 全 体 M- 赋 值 之 集 . 设 4 是 F(S) 中 的 公式 , 如 果 对 任意 的 we Nm 
IA v(4)=1, 则 称 A 为 M- 重 言 式 . 

类 似 定理 4.4.8 可 证 如 下 结论 成 立 . 

定理 4.4.15(M- 可 靠 性 定理 ) ”对 于 任意 的 UL*- 代 数 M, 系统 UL* 中 的 定 
理 一 定 是 M- 重 言 式 . 

定理 4.4.16 UM 是 UL*- 代 数 , 则 存在 一 簇 全 序 UL*- 代 数 {Mili e 1), 使 
得 M 可 以 同 构 嵌 入 M*, 这 里 M*- TT. 


ier 

证 明 设 T={PIP 是 M 的 素 滤 子 }, WU D.» o (容易 证 明 , 每 一 个 滤 子 都 可 扩 
充 成 一 个 极 大 滤 子 , 而 极 大 滤 子 必 是 素 滤 子 ), 由 定理 4.4.11, 对 任意 P € T, M/P 
是 全 序 UL*- 代 数 , 记 这 簇 全 序 UL*- 代 数 的 积 为 M*. 可 以 证 明 , 映射 f:M 一 M*, 
TP([zjp)per 是 从 M 到 M* 的 单 同 态 , 即 M 可 以 同 构 嵌入 M*. 

事实 上 , f 显然 是 同 态 映射 . 设 r, y e M, r žy, Waes yy se RRR 
RX, 不 妨 设 z < y 不 成 立 , 即 z — y Z1. 应 用 定理 4.4.12, 存在 M. 的 素 滤 子 P 
使 得 z 一 y P. FE, 在 M/P 中 四 P < [y]p 不 成 立 , 因此 [zjp + (y] p, 进而 

F(z) # f(y). 

定理 4.4.17( 系 统 UL 的 完备 性 定理 ) ”逻辑 系统 UL 是 完备 的 , 即 对 系统 
UL* 中 的 任意 公式 A, 以 下 各 项 等 价 : 

(1) 4 是 UL* 系统 的 定理 ; 

(2) 对 任意 的 UL*- 代 数 M , A 是 M- 重 言 式 ; 

(3) 对 任意 线性 序 的 UL*- 代 数 M , A 是 M- 重 言 式 . 

证 明 — (1). (2). 见 定理 4.4.15. 

(2)2(3). 显然 成 立 . 

(3) (2). 根据 定理 4.4.16, 只 需 证 明 对 于 任意 一 簇 全 序 UL*- 代 数 {Mili € 1), 
当 对 于 每 一 个 Mi 来 说 4 是 MERR, A 是 M*- 重 言 式 , 这 里 M*=]] Mi. 事 
实 上 , 对 任意 M* 上 的 赋值 有: fiv 也 是 M; 上 的 赋值 , 这 里 f M* > M; 是 投 
影 映射 . Æ v(4)=(ai)ier #1, WEE ai #1, 从 而 fi(v(4)) #1. 这 与 “对 于 每 一 个 
Mi 来 说 4 是 Mi- 重 言 式 ”的 假设 矛盾 . 

(2)5(1). 由 于 F(S) 关于 可 证 等 价 关 系 = 构成 的 商 代数 [F] 是 一 个 UL*- 代 
数 , 故 据 (2) 知 4 是 [F]- 重 言 式 , 即 对 [F] 上 的 所 有 赋值 v 有 v(A)—1. 特别 地 , 对 
于 典型 映射 

v: F(S) > [F], A [4], A € F(S) 

应 有 v(4)=1. 从 而 [4]=1, 这 说 明 4 是 系统 UL* 的 定理 ( 易 证 [F] 的 最 大 元 1 46 
是 系统 UL* 的 全 部 定理 ). 
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定理 4.4.18( 系 统 UL" 的 标准 完备 性 定理 )ned ”对 系统 UL* 中 的 任意 公式 
4 来 说 , 4 是 定理 当 且 仅 当 A 是 1- 重 言 式 . 或 者 说 , F 4 当 目 仅 当 4 是 [0, 1]uz.- 
重 言 式 , 这 里 [0, vr 表示 标准 UL*- 代 数 , 即 ([0, 1]; —, A, @, >, ^) 这 里 — X 
示 强 否 (Hl -r=1- r, 并 非 -z = 2 0), 6 与 一 分别 是 左 连续 RRNA 
W, A 为 通常 的 投影 算 子 , ^ 为 取 小 运算 . 


4.4.4. Schweizer-Sklar t- 模 及 系统 UL* 的 若干 注 记 


如 前 所 述 , 逻辑 系统 UL 关于 左 连续 t- 模 是 标准 完备 的 . 不 过 , 作者 当初 引入 
逻辑 系统 UL* 时 , 是 从 Schweizer-Sklar t- 模 ( 它 属于 左 连续 tH) 出 发 的 , 并 从 含 
参 二 模 及 柔性 推理 的 角度 阐述 了 它 的 重要 性 . 现在 看 来 ， 这 些 论述 仍 有 积极 意义 ， 
有 助 于 认识 t- 模 基 逻 辑 在 应 用 中 的 灵活 性 , 故 本 节 对 此 作 一 介绍 . 


1. Schweizer-Sklar t- 模 的 定义 及 其 剩余 盖 涵 


Schweizer 与 Sklar 在 文献 [127], [128] 中 提出 如 下 t- 模 定义 ， 也 可 参阅 文献 
[129], [130], 称 为 Schweizer-Sklart- 模 , 


Tp(z, y), p —oo, 
Tp(z, y), 2 一 0， 
Tj*5(z,y) = 4 Tu(z,y), poo, 
(P +y 1), a7? y-? 21, 
€ (—09,0) U (0, oo). 
0, 其 他 ， p € (—20,0) U (0, oo) 


注 4.4.5 (1) 上 面 的 To, Tp, Tu 分 别 表示 突变 积 、 乘 积 、 最 小 值 +_ 模 ( 见 
2.1.1 小 节 ); 

(2) YE p >0 时 (z-? + yP — 1) 可 能 无 意义 , 比如 z—0 BÈ y-0 REO 出 现在 分 
BEE. 此 时 令 其 对 应 的 tC 0. 

图 4.1 分 别 给 出 p=2 及 p= —2 时 Schweizer-Sklar t- 模 的 三 维 图 形 . 

容易 证 明 , Schweizer-Sklar t- 模 对 应 的 剩余 蕴涵 为 ( 见 文献 [49]) 


l r&y, a 
v, Xf, p i 
l, zgy, 
20, 
I5(5,)— { u/s, Ftb, A 
y r—l, A Ret 
1, Jtt, As 


min(l, (1—2-? +y?) $}, pe (—oo,0) U (0, o0). 
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É - SEDE 
> T_2:=(x,y)-> if (x^2+y°2>=1, (x^2+ Ë 
y/2-1)^ (3/2) ,0) 

plot3d(T 2(x, y) ,x-0. .1,y-0..1); 


[> r2:-G, y) if^ (x^ t-2) y^ C2), El 
(x^(72) *y^ C2) -1)^ (-1/2) ,0) 
plot3d(T2 (x, y) ,x-0. .1,y-0. .1); 


图 4.1 735( 左 图 ) & TS2 (598) 的 三 维 图 形 (用 Maple 绘制 ) 


注意 , 对 于 p € (-co, 0)U(0, oo) 时, 文献 [49] 中 没有 对 若干 特殊 点 进行 讨论 ， 
这 使 得 最 后 的 剩余 蕴涵 表达 式 出 现 歧义 . 为 此 , 特 作 以 下 分 析 : 

(1) 当 p > 08, (m, »-[ : zm " 这 是 因为 , 按照 剩余 蕴涵 的 定义 0-,0= 
sup{z|Tp(0,z) «0)—sup(z|0«0)—1. 而 当 z #0 Rf, z 一 0=sup{z|Tp(z, 2) <0}=sup 
{z|Tp(z, z)=0}=0, 这 是 因为 (p > 0, z #0) 时 只 有 z=0 满足 T, (z, z)=0. 

(2) 34 p > 0 Rf, (1— z-? +y”) 可 能 非 正 (比如 1—0.17?.-0.57? = 一 95， 
1-0.2-!4- 0.25-!— 0). 此 时 , 按照 剩余 蕴涵 的 定义 易 得 ple, y)=1( 实 际 上 , 此 时 必 
有 z < y). 当然 , 也 可 以 仍 用 一 个 表达 式 

Ip(z,y) = min{1, (1—z^? + yP) E}, p € (—20,0) U (0, o0) 
来 表示 与 Schweizer-Sklart- 模 相伴 的 剩余 蕴涵 , 但 需要 作 如 下 约定 (34 p>0 时 ): 1, (0, 
0) =1; z #0 时 I, (z, 0)—0; 如 果 (1 一 zz 二 2?) FEE, Ip(z, y)=1. 

本 节 主要 讨论 p € (一 00, 0)U(0, oc) 的 Schweizer-Sklar t- 模 , 并 用 @, 表示 t- 模 

TRS, >p 表示 其 对 应 的 剩余 蕴涵 . 另外 , 用 p 表示 Schweizer-Sklar t 余 模 , BI 
z6,y — 1— (max(0, (172)? - (179)? 195. 

2. Schweizer-Sklar t- 模 的 基本 性 质 

由 于 (Sp, >p) 为 伴随 对 , 故 o, 与 一 p 满足 可 换 剩余 格 的 所 有 性 质 , 以 下 将 直 
接应 用 它们 . 

命题 4.4.1 ”对 任意 z elo, 1], 规定 
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z—1-z -—r-z-,0, 
则 对 任何 实数 p 及 任意 x, y el0, 1] 有 
(1) z < y ^y € yz; 
(2) (z&, y 22 6, y'; 
(3) (6, y) 22' py’. 
证 明 (1) 显然 成 立 . 由 于 
(z 8p y) —1- (£ p y) = 1 — (max(0, z-? +y- — 1))-*, 
zO,y —(1-2)65(1- y) 2 1— (max(0, (1— (1 - z))-* 
*ü-ü0-y)-197*, 
故 (z 8, y)! = z' 6, y, BI (2) 成 立 . 应 用 (2) & ' 的 对 合 性 可 得 (3). 
命题 4.4.2 ”对 于 任何 实数 p < 0 及 任意 z, y elo, 1,4 
(1) (£ >p y) >p y-(y >p 1) >p T; 
(2) ^p = 2; 
(3) £ p y = -~p[z >p (^py)]. 
证 明 令 入 = -p, B p «0, CA » 0. 先 证 (1) 成 立 . 
nA z > y, lll z >p y = (min(1,1-2 4^] = (0 22 + y)3. 从 而 
(€ =p y) >p y= (min(1,1— (1—2^ + yò) +>}? 
— (min(1,25)) — z, 
而 此 时 (y >p 2) =p = 1 >p 2-2. (z —>p y) >p y = (Y >p 2) — 
TUR y > z, 据 对 称 性 知 (z >p Y) >p Y = (y >p 1) >p 1 =y. 总 之 ， (1) 成 立 . 
在 (1) 中 取 y=0 即 得 — (5,2) = z, 这 说 明 (2) RX. 
最 后 证 明 (3) 成 立 . 因为 
(2 — 799) -pz —, (1 — 7)t) 
=-p(min{1, 1 - zò + (1 — y>)})? 
=(1— min{1, 1— zò + (1,5) 
7 (max(0, z^ +y>-—1})}, 
H z 8p y = p(t >p (9). 
注 4.4.6 ”上 述 结论 在 p > 0 时 不 成 立 , 比如 取 p=1, z=2, y=1, JUI “p (npz)= 
(2 一 p0) 一 p0 =0 一 z0=1 天 z( 计 算 2 一 0 时 遵循 前 面 的 约定 ), 这 说 明 (1), (2) 不 成 立 . 
而 £ 8p y=2#1= —(z —, (59), 即 此 时 (3) 也 不 成 立 . 
命题 4.4.3 ”对 于 任何 实数 p > 0 及 任意 z, y, z elo, 1] 有 
(1) Az = 2 >p 0 = — (z^). 
(2) z ^ (7552)-0. 
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(3) 2” < (r&y z >p y Bp 2) ^ (x —p y). 

证 明 车 z=l, W Az=l, 而 z' —>p 0 = (1-2) >p 0 = 0 —>p 0 = 1, B 
Az = z! 一 p 0. 

车 z #1, W z'— 1— r #0, 从 而 当 p > 0 Rf z' 5, 0 —0, 而 此 时 也 有 Az=0. 
总 之 , (1) 成 立 . 

由 4.4.1 小 节 对 Schweizer-Sklar t- 模 的 说 明 , 当 p > 0 时 , z —,0 或 者 等 于 
1(z=1 时 ) 或 者 等 于 0(z Z1 R). 由 此 , 可 直接 验证 (2), (3) 成 立 . 

注 4.4.7 (1) 一 般 地 , 当 p < 0 时 Az zz —, 0. (2) 由 文献 [130] 中 Table 
4.1 知 , 当 p el0, oo), TSS 是 严格 t- 模 ; 当 p € (—oo, 0), TSS ERR A8. 对 所 有 
PE (oo, oo), Ts 是 阿 基 米 德 t- 模 . 文献 [130] 中 的 相当 于 这 里 的 (-p). 

由 命题 4.4.2 及 定理 3.2.1 容易 看 出 , 对 于 p < 0 的 Schweizer-Sklar t- 模 ,([0， 
1]; 8p, >p: 0, 1) 构成 一 个 MV- 链 . 由 命题 4.4.3 及 定义 3.2.9 容易 看 出 , 对 于 p >0 
的 Schweizer-Sklar t- 模 , ([0, 1]; @p, 一 p, 0, 1) 构成 一 个 11-8. 因此 , [166] 中 建立 的 
逻辑 系统 LIE 可 看 成 传统 意义 上 ( 即 取 逻 辑 非 为 4 一 ?0) 的 Schweizer-Sklar t- 模 基 
逻辑 . 

3. 广义 相关 性 及 UL” 系统 在 近似 推理 中 的 应 用 

在 引言 中 曾 指出 : 在 模糊 逻辑 中 , 选择 怎样 的 蕴涵 算 子 对 模糊 推理 的 效果 有 直 
接 影响 . 由 于 t- 模 较 好 地 反映 了 逻辑 “与 ”的 性 质 , 因而 模糊 逻辑 系统 中 所 选择 的 
蕴涵 算 子 基 本 上 都 与 某 种 t- 模 相伴 . 然而 要 刻画 人 们 日 常 推理 中 的 灵活 性 (或 柔 
性 ), 选择 带 参数 的 t- 模 似乎 更 为 合理 . 实际 上 , 对 于 逻辑 系统 UL*, 它 是 基于 一 般 
左 连续 t- 模 的 , 当 将 其 特 化 为 Schweizer-Sklar t- 模 时 , 可 以 对 其 中 的 参数 p 进行 多 
种 理解 , 比如 Yager 的 “与 度 "He 、Whalen 的 “模糊 规则 交互 作用 的 强度 "el 、 何 
华 灿 教授 的 广义 相关 系数 71, 将 这 三 者 结合 起 来 可 以 展现 逻辑 系统 UL* 在 近似 
推理 中 的 应 用 价值 . 

Yager 在 文献 [197] 中 首次 提出 “与 ” 度 的 思想 , 就 是 说 人 类 在 推理 时 对 “与 ”、 
“或 " 有 不 同 的 要 求 , 这 是 人 脑 灵活 性 的 表现 . 陈 永 义 在 文献 [198] 中 , 如 下 定义 了 
"Ej" 度 : igi 
AD(f)-1-3 "i J f (z, y)dzdy. 

何 华 灿 教授 在 文献 [17] 中 , 进一步 将 fuzzy 算 子 的 “与 ” 度 拓展 到 命题 之 间 , 认为 命 
题 之 间 有 “广义 相关 性 ”, 它 反 映 命题 之 间 的 关联 关系 , 用 广义 相关 系数 h 来 表示 ， 


并 给 出 如 下 定义 : de 
n=3 | {ftwaray, 


其 中 , f(z, y) 是 fuzzy SET. (通常 选用 (C5 对 于 不 连续 的 t8, 可 以 像 文献 
[199] 建议 的 那样 取 Lebesgue 积分 ). 
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值得 说 明 的 是 , 按照 文献 [198] “与 度 的 定义 , “最 大 与 算 子 A” 的 “与 度 最 小 
( 恰 为 0), 这 与 直观 感觉 恰好 相反 , 因此 , 广义 相关 系数 h 实际 上 是 文献 [198]“ 与 ” 
度 相 对 于 1 的 补 , 从 而 更 具 直 观 性 (可 以 类 似 [198] 中 定理 4.1 的 证 明 得 到 0< 
h <1). 不 仅 如 此 , “最 大 与 算 子 ”对 应 的 体积 正好 为 1/3, 因此 , h 的 几何 意义 就 
是 Fuzzy“ EF f(z, y) 与 “最 大 与 算 子 人 ”的 体积 之 比 . 有 趣 的 是 Whalen [49] 
认为 应 该 考虑 模糊 规则 之 间 的 相互 作用 问题 , 并 提出 相互 作用 “强度 ”的 思想 , 将 
Schweizer-Sklar t- 模 中 的 参数 p 与 “强度 ”联系 起 来 , 这 与 广义 相关 系数 的 思想 如 
出 一 航 (文献 [17] 也 选择 了 Schweizer-Sklar t- 模 作为 其 构造 命题 联结 词 的 基本 模 
型 ) 下 面 借助 广义 相关 系数 及 三 I 算法 , 来 分 析 系 统 UL* 在 模糊 推理 中 的 作用 . 

考虑 如 下 的 模糊 推理 问题 : (GMP) 由 公式 4 > B 和 4* 推 得 B*. 

用 系统 UL* 及 三 1 算法 , 可 给 (GMP) 一 个 解 : 因为 (4 >p B) >p (4A* >p 
B*)= (A'&,(A —, B))>p B*, 要 使 (4 >p B) 与 (4* —, B") 更 接近 , 自然 取 
B* = A*&,(A >p B). 而 这 实际 上 正好 与 &p 的 “ 合 取 ”语义 一 致 . 

同样 用 文献 [27] 中 的 例子 来 说 明 问题 . 假设 公式 4 表示 “西红柿 红 了 ”, 公式 
B 表示 “西红柿 熟 了 ”, A 表示 “ 蘑 西 红 柿 相当 红 了 ”. 而 对 于 A B 的 真 值 , 可 能 
有 多 种 理解 , 比如 0.7, 0.8, 0.9 等 ; 对 于 4* 的 真 值 , 同样 可 能 有 多 种 理解 , 比如 0.7, 
0.9, 0.95 $. A 与 B 之 间 有 “广义 相关 性 ", 直观 上 看 , 本 问题 中 4 与 B 之 间 “有 
较 大 的 相关 性 ”, 故 应 取 h >0.75( 相 对 应 的 p > 0). 

经 计算 有 表 4.1 所 示 的 结果 ( 取 p=2, 使 用 数学 软件 Maple 计算 可 得 相应 的 
h ~0.92). 


表 4.1 
一  - 
B 
* JR Schweizer-Sklar t- 模 Ro t- 模 


0.7 0.7 0.59 0.7 


0.3 0.7 0.29 0 


AR 4.1 可 看 出 , 引入 参数 可 以 较 好 反映 常识 推理 , 特别 重要 的 是 ， 人们 可 以 
根据 对 4 与 B 之 间 “ 相 关 性 ”的 不 同 理解 选择 不 同 的 参数 p, 使 推理 具有 一 定 的 
和 柔性 (但 总 的 趋势 大 至 相当). 而 系统 .2* 总 取 A 与 4 一 B 中 真 值 最 小 者 , 过 于 
刚性 , 比如 (0.9, 0.7) 与 (0.7, 0.7) 没有 区 别 ; 同时 , 对 于 .2* 来 说 (0.5， 0.5) 5j (0.3, 
0.7) 其 结果 均 为 0, 这 尽管 可 从 文献 [93] 中 “过 半 可 信 " 原则 得 到 一 定 程度 的 解释 ， 
但 对 于 A 与 B 之 间 关 联 程度 较 大 时 丢弃 所 有 不 过 半 的 情况 似乎 有 些 生硬 . 
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关于 系统 UL* 的 意义 再 作 些 说 明 : 

(1) 如 前 所 述 , 系统 UL* 是 对 系统 MTL 的 扩张 , 但 MTL 没有 对 合 否 定 , 这 
与 通常 -A = 4 的 “直观 " 意义 相差 较 远 , 也 与 系统 v 的 整齐 结构 形成 鲜明 对 
比 . 系统 UL* 保留 MTL 的 广泛 性 (基于 一 般 左 连续 t-BD, 同时 又 具备 系统 -2* 
的 对 合 否 定 , 这 是 系统 UL 的 理论 意义 之 一 

(2) 文献 [165] 建立 了 逻辑 系统 SBL., 但 它 限制 在 严格 连续 +- 模 之 下 (名 称 中 
的 S 正 是 “严格 ”的 英文 strict 缩写 ). 而 系统 UL* 去 掉 了 “严格 的 限制 , 并 且 仍 
然 具有 完备 性 , 从 而 较 好 地 拓 广 了 系统 SBL., 这 是 系统 UL* 的 理论 意义 之 二 . 

(3) 本 章 建立 完备 的 UL 系统 的 方法 ， 对 于 非 可 换 模糊 逻辑 的 形式 化 有 直接 
的 推广 价值 , 比如 可 用 类 似 方法 可 以 建立 基于 一 般 左 连续 伪 t_ 模 ( pseudo t-norm) 
的 非 可 换 模糊 逻辑 系统 , 见 本 书 第 6 章 . 

上 面 提 到 的 各 种 逻辑 系统 及 其 与 +- 模 的 关系 可 用 图 4.2 表示 


逻辑 系统 的 语义 扩张 ( 实 的 单 向 箭头 
逻辑 系统 的 +- 模 背景 表示 语义 扩张 , 虚 的 单 向 箭头 表示 在 
( 虚 的 双向 箭头 表示 “相关 联 ” ) 两 个 否定 联结 词 一 致 时 UL 就 是 IMTLA) 


图 4.2 若干 +- 模 基 逻 辑 之 间 的 关系 


习 题 4 


1. 给 出 定理 4.1.3、 定 理 4.1.7 及 定理 4.2.4 的 证 明 . 

2. 阅读 文献 [184], 简 述 MTL 标准 完备 性 的 新 证 明 . 

3. 阅读 文献 [181], 给 出 4.3.1 节 所 有 结论 的 证 明 . 

4. 给 出 系统 UL* 标准 完备 性 定理 的 完整 证 明 . 

5. 研究 Schweizer-Sklar t- 模 与 模糊 逻辑 系统 ETT 的 关系 , 讨论 Schweizer-Sklar t- 模 非 可 
换 推广 的 可 能 性 . 

6. 查阅 国内 外 最 新 文献, 综述 MTL- 代 数 结构 的 已 有 研究 成 果 ;并 在 此 基础 上 ,研究 UL*_ 代 
数 的 结构 及 其 滤 子 的 特性 . 
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粗糙 集 (rough set) 是 波兰 数学 家 Pawlak 于 1982 年 提出 的 2001, 是 一 种 新 的 
处 理 含糊 性 和 不 确定 性 问题 的 数学 工具 . 相对 于 概率 统计 、 模糊 集 等 处 理 不 确定 性 
问题 的 数学 工具 而 言 , 粗糙 集 理论 有 其 独特 的 优越 性 . 统计 学 需要 概率 分 布 , 模糊 
集 理论 需要 来 属 函数 , 而 粗糙 集 不 需要 关于 数据 的 任何 预备 的 或 额外 的 信息 , 它 有 
确定 的 数学 公式 描述 , 完全 由 数据 决定 , 所 以 更 有 客观 性 . 

由 于 粗糙 集 理论 有 前 述 的 优势 , 因而 自 提出 以 来 , 许多 计算 机 科学 家 和 数学 家 
对 其 进行 了 坚持 不 懈 的 研究 , 使 之 在 理论 上 日 趋 完善 , 特别 是 由 于 20 世纪 80 年 代 
末 和 90 年 代 初 在 知识 发 现 等 领域 得 到 成 功 的 应 用 而 越 来 越 受 到 国际 学 术 界 的 广泛 
关注 .1995 年 ACM Communication 将 粗糙 集 列 为 新 浮现 的 计算 机 科学 的 研究 课 
题 , 现在 粗糙 集 理论 已 成 为 信息 科学 最 活跃 的 研究 领域 . 目前 , Rough 集 理论 已 成 
功 应 用 于 知识 发 现 、 机 器 学 习 、 决 策 支 持 、 模 式 识别 、 专 家 系统 、 归 纳 推理 等 领域 ， 
还 广泛 应 用 于 医学 、 化 学 、 材料 学 、 地 理学 、 管理 科学 和 金融 等 其 他 学 科 . 

Rough 集 理 论 的 内 容 十 分 丰富 , 本 章 主要 是 介绍 作者 提出 的 基于 Rough 集 的 
逻辑 系统 RSL 及 相关 代数 结构 方面 的 研究 成 果 , 因此 对 Rough 集 的 论述 是 初步 
的 和 局 部 的 , 对 Rough 集 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 相关 书籍, 如 文献 [201]~[204] 等 


5.1 Rough 集 理 论 基 础 


5.1.1 Pawlak 粗糙 集 的 基本 概念 


定义 5.1.1 WU 是 对 象 集 ( 论 域 ), R JEU 上 的 等 价 关 系 , 由 R 产生 的 等 
价 类 之 集 ( 商 集 , 构成 U 的 一 个 划分 ) 记 为 UVR={[zlalz € U}, 其 中 , zla ={yl(z， 
y) e R}. 称 U 与 R 构 成 的 整体 (U, R) 为 近似 空间 (approximation space). 对 于 任 
€ XCcUu,id 

R-(X) = Uf[z]nl [z]a € X}={z| [z]a € X) 
R(X) = Uflz]al [la n X # 2)- (zl [r] N X 7 2) 

分 别称 为 X 的 下 近似 (lower approximation) 和 上 近似 (upper approximation). 如 果 
X 的 下 近似 和 上 近似 相等 , 则 称 X 是 可 定义 的 集合 , 否则 称 X 为 粗糙 集 或 Rough 
集 . 有 时 也 称 序 对 (R (X), R-(X)) 为 Rough R. 集合 bnR(X) = R- (X) - R-(X) 
称 为 X WI RF (boundary), 集合 posR(X) = R- (X) 称 为 X H R IER (positive 
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domain), 集合 negR(X) =U 一 R- (X) A X 的 R 负 域 (negative domain). 
图 5.1 直观 地 表示 了 Rough 近似 的 基本 概念 . 


图 5.1 Rough 近似 


注 5.1.1 ”将 等 价 关 系 R( 或 由 R 确定 的 U 的 划分 U/R) 看 成 知识 , U 的 子 
集 理解 成 一 个 概念 或 范畴 , 等 价 类 [z]a 理解 为 基本 概念 或 基本 范畴 , 则 对 于 U 的 
任意 子 集 X, R_(X) 是 那些 根据 知识 已 判断 肯定 属于 X 的 U 中 元 素 组 成 的 集合 ， 
R-(X) 是 那些 根据 知识 n 判断 可 能 属于 X 的 U 中 元 素 组 成 的 集合 . 当 X 能 表 
达成 RR 基本 范畴 的 并 时 , X 是 RR 可 定义 的 , 否则 X 是 R 不 可 定义 的 (BD R 粗糙 
R). 显然 , X 是 R 可 定义 集 当 且 仅 当 R_(X) = R-(X), X 是 R HERAN 
R_(X)#R-(X). 

人 工 智能 最 主要 的 目的 是 为 人 类 的 某 些 智能 行为 建立 适当 的 形式 化 模型 , 以 便 
利用 计算 机 能 再 现 人 的 智能 的 部 分 功能 . 什么 是 人 类 的 最 主要 的 智能 , 或 者 说 智能 
的 最 重要 表现 形式 是 什么 ? 各 家 有 不 同 的 看 法 , 如 Simon. 等 认为 人 的 智能 表现 为 对 
问题 求解 目标 的 搜索 (search) 能 力 . Pawlak 则 认为 人 的 智能 表现 为 对 事物 的 分 类 
能 力 . Rough 集 理论 正 是 基于 此 而 提出 来 的 , 它 从 一 定 程度 上 体现 了 人 类 的 智能 ， 
为 处 理 复杂 系统 提供 了 有 效 方法 . 

定理 5.1.1 (U, R) 为 近似 空间 , X, Y C U,' 为 集合 的 补 运算 , 则 

(1) R-(X) € X € R(X); 

(2) R-(Ø) = R- (2) = Ø, R-(U) = R-(U) = U; 

(3) R-(X nY) = R-(X)n R-(Y); 

(4) R"(X)U R"(Y) = R-(XUY); 

(5 X CY 2 R-(X)C R-(Y); 

(6) X CY > R-(X) C R-(Y); 

(7) R-(X^) = (R- (X))s 


.124 第 5 章 ”与 模糊 逻辑 相关 的 Rough 逻辑 系统 


(8) R- (X) = (R-(X))'s 

(9) R- (XU Y) 2 R-(X)U R(Y); 

(10) R-(X nY) € R-(X)n R-(Y); 

(11) R-(R- (X))- R- (R-(X))- R-(X); 

(12) R-(R- (X))-R- (R- (X))-R" (X). 

上 面 Rough 集 的 定义 是 构造 性 的 , 即 上 、 下 近似 算 子 由 等 价 关系 或 划分 等 更 
基本 的 概念 刻画 . Rough 集 还 可 以 使 用 公理 化 方法 进行 定义 , 即 用 一 组 公理 来 描述 
上 、 下 近似 的 特征 性 质 , 而 公理 集中 出 现 的 仅 是 两 个 抽象 的 近似 运算 . 当然 , 能 作 
为 Rough 集 公理 化 定义 的 公理 集 , 必须 能 唯一 地 导出 近似 空间 并 与 Pawlak 的 标准 
Rough 上 、 下 近似 一 致 . 

定理 5.1.2005]. WE U ERR, LÆ V 上 的 一 元 运算 ( 即 L: 2U 一 20),' 为 集 
合 的 补 运算 . 如 果 L 满足 以 下 公理 : 

0) L(X) € X; 

(2) L(X AY) = L(X)n L(Y); 

(3) (L(X))' = L(OX)))), 

WEE U 上 的 等 价 关系 RES (YX C U)L(X) = R-(X). EEL 2". 上 的 一 元 运 
A H: 20 —2" 如 下 : 
YXCU, H(X)=(L(X")), 


W (YX C U)H(X) = R-(X). 此 外 , 上 述 公理 (1)~(3) 是 独立 的 . 

定理 5.1.3009. dU ERR, LÆ V 上 的 一 元 运算 ( 即 L: 2U —2U), ' 为 集 
合 的 补 运算 . 如 果 L 满足 以 下 公理 

(1) LU) - U; i 

(2) L(X) € X; 

(3) L(L(X) UY) = L(X)U L(Y), 
则 存在 U 上 的 等 价 关系 RER (YX C U)L(X) = R-(X). 若 定义 2" 上 的 一 元 运 
算 H: 20 52" 如 下 : 

VXCU, H(X)=(L(X")), 


W (YX C U)H(X) = R-(X). 此 外 , 上 述 公理 (1) (3^) 是 独立 的 . 
5.1.2 ”知识 库 、 知识 约 简 与 信息 系统 


设 U 是 论 域 , R 是 U 上 的 一 族 等 价 关系 , 称 KK=(U, R) 为 一 个 知识 库 . 如 果 P 
E R HERTE, 则 nP 也 是 一 个 等 价 关系 , WA P 上 的 不 可 分 辨 (indiscernibility) 
关系 , 记 为 ind(P), 易于 验证 , [zjina(p) = nf 四 alR EP}. 这 样 , UVind(P) 表示 与 等 
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价 关系 族 P 相关 的 知识 , 称 为 K 中 关于 U 的 PP 基本 知识 (P. 基本 集 ), ind(P) 的 
等 价 类 称 为 知识 P 的 基本 概念 (基本 范畴 ), 也 称 为 P 基本 集 . 

定义 5.1.2 Üt K-(U, P), Ki-(U, Q) 是 两 个 知识 库 . 如 果 ind(P)=ind(Q)， 
即 U /ind(P)—U /ind(Q), 则 称 K 与 K;(8& P 5j Q) 等 价 , 记 作 K ~ Ki( 或 P~Q). 

注意 , 这 里 的 Q 及 下 文 的 及 并 不 代表 有 理 数 集 及 实数 集 , 它们 均 表示 等 价 关 
RIR. 读者 应 能 从 上 、 下 文中 区 别 其 不 同 含义 . 

知识 库 K 与 Ki 等 价 , 意味 着 它们 有 相同 的 基本 范畴 集 , 从 而 能 表达 关于 论 域 
的 完全 相同 的 事实 . 

知识 约 简 就 是 在 保持 知识 库 分 类 能 力 不 变 的 条 件 下 , 删除 其 中 不 相关 或 不 重要 
的 知识 . 知识 约 简 中 有 两 个 基本 概念 : 约 简 (reduct)、 核 (core). 

EX 5.1.3 WR 是 一 族 等 价 关 系 , RER. 如 果 ind(R)= ind(R- (R)), 则 称 
RER 中 是 不 必要 的 (多 余 的 ), 否则 称 RER 中 是 必要 的 . 如 果 对 每 一 个 R cR, 
RER 中 是 必要 的 , 则 称 R 是 独立 的 , 否则 称 R 是 依赖 的 . 

定理 5.1.4 WMR R 是 独立 的 , PCR, 则 P 也 是 独立 的 . 

EX 5.1.4 HP 是 等 价 关系 族 , QcP. 如 果 Q 是 独立 的 且 ind(Q)= ind(P)， 
则 称 Q 为 P 的 一 个 约 简 . P 的 所 有 约 简 组 成 的 集合 记 为 red(P). 

定义 5.1.5” 设 PP 是 等 价 关系 族 , P 中 所 有 必要 关系 组 成 的 集合 称 为 P 的 核 ， 
记 为 core(P). 

定理 5.1.5 BP 是 等 价 关 系 族 , 则 core(P)-n(Q|Qered(P)). 

这 说 明 核 包 含 在 所 有 约 简 之 中 , 它 是 知识 约 简 时 不 能 消去 的 知识 特征 集合 . 

知识 发 现 就 是 要 从 大 量 的 原始 数据 信息 中 分 析 和 发 现 (挖掘 ) 有 用 的 规律 信息 ， 
即 是 将 知识 从 一 种 原来 的 表达 形式 转换 为 一 种 新 的 目标 表达 形式 (人 类 或 计算 机 便 
于 处 理 的 形式 , 如 逻辑 规则 等 ) 显然 , 知识 表达 是 知识 发 现 的 基础 ,Rough 集 理论 
中 用 “信息 表 " (或 关系 表 ) 来 表达 知识 , 其 基本 要 素 是 对 象 集合 及 对 象 的 属性 集 , 关 
于 这 些 对 象 的 知识 是 通过 指定 对 象 的 属性 值 (特征 值 ) 来 描述 的 . 

以 下 先 给 出 信息 系统 (又 称 为 知识 表达 系统 ) 的 一 个 抽象 定义 , 再 给 出 信息 表 
的 具体 例子 . 

定义 5.1.6 ”信息 系统 (information system, 也 称 为 知识 表达 系统 ) 是 一 个 四 
元 组 S-(U, A, V, f), 其 中 U 是 对 象 的 非 空 有 限 集 ( 即 有 限 论 域 ), A 是 非 空 有 限 集 ， 
V = UaeaVa( 这 里 的 V, 是 属性 a 的 值 域 ), f:U x A 一 V 是 一 个 信息 函数 (为 每 一 
个 对 象 的 每 一 个 属性 赋予 一 个 信息 值 或 称 属性 值 , 即 Vz € U, Va € A, f(z, a) € Va). 
信息 系统 通常 也 简写 为 5=(U, A). 

信息 系统 的 数据 以 信息 表 (关系 表 ) 的 形式 表达 , 表 的 行 对 应 要 研究 的 对 象 , 列 
对 应 对 象 的 属性 , 关于 对 象 的 信息 通过 指定 对 象 的 各 属性 值 来 表达 . 在 信息 表 中 , 一 
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个 属性 对 应 一 个 等 价 关系 (可 根据 某 个 属性 对 对 象 进行 分 类 )， 整 个 表 可 看 作 一 族 
等 价 关系 , 即 知识 库 . 这 样 , 知识 约 简 实际 上 就 是 属性 约 简 . 

例 5.1.1 4 U-(ei, es, es, e4, es, es, ev, es} 是 一 组 病人 构成 的 集合 , A— (3k 
痛 , 肌肉 痛 , 体温 } 是 属性 集 . 关于 这 组 病人 的 信息 系统 (知识 表达 系统 ) 由 如 表 5.1 
的 信息 表 表 示 . 


表 5.1 


= 
EI 


体温 
正常 
高 
很 高 
正常 
高 
很 高 
高 
很 高 


分 别 用 Ri, Ro, Rs 表示 由 属性 “头痛 "、* 肌 肉 痛 "、“ 体 温 ”生成 的 U 上 的 等 
价 关系 ( 即 属性 值 相 同 的 对 象 等 价 . 由 于 在 信息 表 中 属性 与 等 价 关系 互相 对 应 , 故 
常 直接 用 Ri, Ro, Rs 表示 属性 ), 则 有 


2 
3 3 um ome e e| 
EEEE EEIE 


U/Rı = {{e1, €2,23}, {e4, 65,66, 67, es}}; 
U/Ra = ((e1, 62, 63, e4, €6, €s}, {es, e7}}; 
U/ Rs = {{e1, e4}, {e2, €s, e), (es, e6, es) ). 


W X={e1, es, es), W R = Rs, 则 对 近似 空间 (U, R) 来 说 ,， R (X)-(ei, ex), 
R-(X)={e1, ea, e4, €s, es}. W P—(Fi, R2}, 则 


U/ind(P) = {{e1,e2, e3}, (ea, e6, es}, {es, e7}}, 


即 P 基本 集 是 {fel, ez, ea), (ea, e6, es}, (es, e7}. 

4 R={Rı, Ro, Rs), 则 K=(U, R) 是 一 个 知识 库 . 根据 定义 易 得 

U/ind(R)={{e1}, {e2}, {e3}, {e4}, (es. ec). {ee, es}}. 

U/ind(R-{R1})={{e1, ea), (ea). (ea. eo. es}, (es. €7]) Z U /ind(R), BI Ri 在 
R 中 是 必要 的 . 

U/ind(R-{R2})={{e1}, {e2}, {e3}, {e4}, (es; e7}, (eo, e)) -U /ind(R), Hl Ra 
在 R 中 是 不 必要 的 . 

U /ind(R-(R3))- (ei, ez, es). (ea, e6, es}, (es, €:)) z U /ind(R), Hl Rs Æ R 
中 是 必要 的 . 
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4 Q= R-{R2}={R1, R5), 由 于 U/ind(Q)# U/R, F U/ind(Q)z U/Rs, 所 
以 Q 是 独立 的 , 从 而 Q 是 R 的 一 个 约 简 . 容易 验证 , core(R)-Q. 

定义 5.1.7 ”具有 条 件 属性 和 决策 属性 的 信息 系统 (知识 表达 系统 ) 称 为 决策 
R, 即 决策 表 是 信息 系统 S-(U, A. V, f), 其 中 , A=CUD, CAD = e, C 称 为 条 
件 属性 集 , D 称 为 决策 属性 集 . 

在 决策 表 中 , 不 同 的 条 件 属性 对 于 目标 分 类 来 说 作用 是 不 同 的 , Rough 集 可 用 
于 分 析 属 性 的 重要 性 , 也 可 用 于 从 决策 表 中 发 现 决策 规则 . 这 方面 的 内 容 在 此 不 作 
详细 说 明 , 仅 以 下 例 简单 说 明 . 

考虑 病例 诊断 信息 系统 , 将 例 5.1.1 中 的 信息 表 扩充 为 如 表 5.2 所 述 的 决策 表 . 


表 5.2 
病人 头痛 肌肉 痛 体温 流感 
e 是 是 正常 "m 
ez 是 是 m 是 
es 是 是 很 高 是 
es "u 是 正常 G 
es "u 理 高 a 
es 否 是 很 高 是 
e7 " 否 高 是 
es " 是 很 高 " 


表 5.2 中 , U- (ei, ea, es, e4, €s, e6, er, es}, C={ 头 痛 , 肌肉 痛 , 体温 } 是 条 件 属 
性 集 , D={ 流 感 } 为 决策 属性 集 . 对 上 述 决策 表 中 的 条 件 属性 进行 分 析 , 其 重要 性 从 
高 到 低 依次 是 “体温 "、“ 头 痛 "、“ 肌 肉 痛 ". 对 上 述 决策 表 进 行 属性 约 简 , THIR 
RE MAR ME (这 样 做 不 会 改变 整个 系统 的 分 类 能 力 )， 进一步 分 析 , 可 从 决 
策 表 得 到 如 下 决策 规则 : 

(头痛 , 是 ) 且 (体温 , 正常 ) 一 (流感 , 否 ); 

(头痛 , 是 ) B. (体温 , 高 ) 一 (流感 , 是 ); 

(头痛 , Æ) B. (体温 , 很 高 ) 一 (流感 , 是 ); 

(头痛 , 否 ) 且 (体温 , 正常 ) 一 (流感 , 否 ). 


5.1.3 Rough 集 与 模糊 集 一 一 粗糙 模糊 集 与 模糊 粗糙 集 


模糊 集 和 粗糙 集 都 推广 了 经 典 集合 论 , 都 可 以 用 来 描述 知识 的 不 精确 性 和 不 完 
全 性 . 然而 它们 的 描述 方法 不 同 , 模糊 集 是 通过 对 象 关 于 集合 的 隶属 程度 来 近似 描 
述 的 , 而 粗糙 集 是 通过 一 个 集合 关于 某 个 已 知 的 可 利用 的 信息 库 ( 即 近似 空间 ) 的 
一 对 上 、 下 近似 来 描述 的 . 模糊 集 理论 和 粗糙 集 理论 有 很 强 的 互补 性 , 将 这 两 个 理 
论 进行 整合 后 , 去 处 理 知识 的 不 确定 性 和 不 完全 性 , 比 它们 各 自 去 处 理 可 望 显示 出 
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更 强 的 功能 . 法 国学 者 Dudios 和 Prade 在 1990 年 提出 了 rough fuzzy set 和 fuzzy 
rough set. 的 概念 2061, 之 后 有 众多 学 者 对 其 进行 了 深入 研究 , 本 节 仅 介绍 一 些 基本 
概念 . 

EX 5.1.8 (U, R) 为 近似 空间 , 对 U 上 的 模糊 集 AU 一 [0, 1], 记 


R-(A)(z) = MAly)ly € [z]r}, 
R (A)(z) = V(A(y)ly € [z]r}, 


FK R-(A) 为 模糊 集 A 关于 (U, R) 的 下 近似 , 称 R-(A) 为 模糊 集 A 关于 (U, R) 
的 上 近似 . 车 R_(4) = R-(4), 则 称 4 为 可 定义 的 模糊 集 , 否则 称 4 为 粗糙 模 
yit. 

显然 , R-(A) 与 R-(A) 仍 是 U 上 的 模糊 集 ， 当 A 为 经 典 集合 时 ， R.(A) 与 
R-(A) 也 是 经 典 集合 , H R (A)(z)-1 当 且 仅 当 [zjR C A, R-(A)(z)-1 当 且 仅 当 
[zjan A Zø. 所 以 粗糙 模糊 集 是 粗糙 集 的 自然 推广 . 

令 U =[0, 4), U/ R-(I0, 0.5), [0.5, 1), [1, 1.5), (1.5, 2), (2, 2.5), 2.5, 3), [3, 3.5), 
[3.5, 4). A 是 U 上 的 模糊 集 , 其 隶属 函数 如 图 5.2 所 示 (图 中 曲线 ), 则 R_(4) 的 
隶属 函数 图 像 由 图 中 实 线段 构成 , R-(4) 的 隶属 函数 图 像 由 图 中 虚线 段 构成 . 


u 


图 5.2 ”粗糙 模糊 集 


对 于 U 上 的 模糊 集 4( 记 作 A € F(U)) 及 实数 ae[0, 1), A 的 o RÆ 4。 作为 
经 典 集合 , 它 关 于 近似 空间 (U, R) 有 上 、 下 近似 , Bn 


R-(A«) = {zllzla € Aa}, R-(Ao)= (zl[z]n N Aa # 2) 
且 当 a <B8 时 有 (这 里 belo, 1]) 


R-(As) C R-(As), R'(Ag) C R (Aa). 
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于 是 , {R-(Aa)lac[0, 1] (R- (Ao)lae(0, 1]} 都 是 集合 套 , 从 而 由 模糊 集合 论 中 的 
表现 定理 知 可 以 确定 U 上 的 两 个 模糊 集 : 


R.(A)(z) = V{alz € R-(44)) = V(allz]a € Aa}, 
R*(A)(z) = V(alz € R-(A)) = Vv{allz]la N Aa 7 2}. 


定理 5.1.6207) Wt (U, R) 为 近似 空间 , A 为 U 上 的 模糊 集 , 则 
R.(A) = R-(A, R'(A)- R'(A). 


定理 5.1.7. UE (U, R) 为 近似 空间 , 关于 (U, R) 的 模糊 集 的 上 、 下 近似 具有 
以 下 性 质 : 

(1) R-(4) € AC R-(A); 

(2) R-(2) = R-(2) = Ø, R-(U) = R"(U) = U; 

(3) R-(An B) = R-(A)n R-(B), R-(AU B) = R-(A)U R- (B); 

(4) R"(An B) C R-(A)n R-(B), R-(AU B) 2 R-(A) U R-(B); 

(5) R-(A') = (R-(A))s R (A)  (R-(A))s 

(6) R-(R- (A))- R- (R- (A))- R-.(A); R-(R- (A))-R-(R- (A))-R" (A), 
其 中 , A, B € F(U), ' 为 集合 的 补 运算 . 

前 述 的 粗糙 模糊 集 (一 些 文献 也 称 其 为 模糊 粗糙 集 ) 是 在 Pawlak 近似 空间 中 
用 (模糊 ) 上 、 下 近似 来 表示 模糊 集 , 它 是 Pawlak 标准 粗糙 集 的 推广 ， 关 于 模糊 
Rough 集 , 文献 中 有 各 种 不 同 的 定义 , 其 中 大 部 分 是 在 模糊 近似 空间 中 用 (模糊 ) 
上 、 下 近似 表达 模糊 集 , 而 对 模糊 近似 空间 又 有 各 种 不 同 的 定义 (或 者 依据 模糊 关 
系 、 或 者 依据 模糊 近似 关系 、 或 者 依据 模糊 等 价 关系 ), 且 有 基于 一 个 论 域 或 基于 两 
个 论 域 的 区 别 . 此 外 , 还 有 基于 t- 模 、 模 糊 覆 盖 、 模 糊 划分 、 模 糊 拓 扑 等 各 种 不 同 
的 模糊 Rough 集 模型 . 以 下 仅 介绍 基于 一 般 模 糊 关 系 以 及 基于 t- 模 的 模糊 Rough 
集 的 基本 概念 . 

定义 5.1.9 HU 为 非 空 论 域 , R 是 UV 上 的 模糊 关系 , 即 Re F(U xU). 对 
U 上 的 模糊 集 4:U 一 [0, 1], id 


R.(A)(z) = ^(A(y) V (1 — R(z, y))ly € U}, 
R-(A)(z) = V(A(y) ^ R(z,y)ly € U}, 


称 R.(A) 为 模糊 集 4 关于 (U, R) 的 模糊 下 近似 , 称 R- (A) 为 模糊 集 4 关于 (U, 
R) 的 模糊 上 近似 . 

注 5.1.2 ”从 上 述 定义 可 以 得 到 如 下 特殊 模糊 Rough 集 模型 : 

(1) 当 A4cU,REUxU 时 (即将 经 典 集合 与 经 典 关系 分 别 看 成 特殊 的 模糊 
集合 和 模糊 关系 ), R- (A)(z)-1e (Yy EU)A(y) V (1 — R(z, y))-1e (Vy € U)y ¢ A 
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蕴涵 (z, y) € R; R- (A)(z)-1e (3y € U)A(y) ^ R(z, y)-1& (3y € U)y € A H (z, 
y) € R. WR R J&5)ftX&, WU R. (A) (z)-1e[r]n € A, R- (A (z)-1e[z]nnA # Ø. 
这 说 明 Pawlak 标准 Rough 下 、 上 近似 是 模糊 下 、 上 近似 的 特例 . 

(2) 当 A € F(U), RC U xU Bf, R_(A)(z) = A{A(Y)V(1-R(z, y))ly € 
U}=A{A(W)l(z, y) € R}; R (A)(z) = V(A(y) ^ R(z, y)ly € U)y- V(AQ)l(Gs y) € R}. 
如 果 R ESNKR, W R-(A)(z) = ACAQ)ly elz]a}; R-(4)(z) = V{A(y)ly elelr}. 
这 说 明 前 述 的 粗糙 模糊 集 也 是 定义 5.1.9 中 模糊 Rough 集 概念 的 特例 . 

定理 5.18 WU 为 非 空 论 域 , REU 上 的 模糊 关系 , R- 与 R- 是 定义 5.1.9 
中 的 模糊 下 、 上 近似 算 子 , 则 

(1) R-(4)S4SR (A); 

(2) R- (2) = Ø, R-(U) =U; 

(3) R-(4)-(R7 (A^), R- (A)-(R- (A): 

(4) R-(An B) = R-(A)n R-(B), R-(AU B) = R-(A)U R-(B); 

(5) R-(An B) C R-(A)n R-(B), R-(AU B) 2 R-(A)U R- (B); 

(6) R-(AU o^ ) = R-(4)Uo^, R-(Ano^) = R-(A)no^, 
其 中 , A, B € F(U), ' 为 模糊 集 的 补 运算 , o^ 表示 恒 取 常数 ae[0, 1] 的 模糊 集 . 

定理 5.1.92] g U 为 非 空 论 域 , RÆ U 上 的 模糊 关系 , R- 与 R 是 定义 
5.1.9 中 的 模糊 下 、 上 近似 算 子 , A € F(U), 则 (其 中 A, 为 A 的 a RE, Aas 为 4 
的 a 强 截 集 ) 

(1) R-(A)(z) = V{aARG-a-(4aj(zjlaslo, 1]) -v(a^Ra-a)- (Aa« )(x)]ae(0, 
1] 

(2) R-(A)(z) = V(a^R; (Aa)(z)lae[0. 1]}=V{aN\Ra (Aa..)(z)]aelo, 1]). 

Radzikowska 5j Kerre 在 文献 [208] 中 研究 了 基于 蕴涵 算 子 和 t- 模 的 (7, T)AR 
糊 Rough 集 , 文献 [209], [210] 对 此 进行 了 进一步 研究 . 

定义 5.1.1009. ”函数 7:(0,1] x (0,1][0,1] 称 为 蕴涵 算 子 (implicator), 如果 
满足 : 


Z(1,1) =7(0,1) =7(0,0) — 1, 2(1,0)- 0. 


一 个 蕴涵 算 子 称 为 边界 蕴涵 算 子 (border implicator), 如 果 (vz el[0, 1]) Z(1, z) = z. 
一 个 殖 涵 算 子 称 为 是 左 单调 的 (left monotonic), 如 果 对 任意 z el0, 1], T(。, z) 是 递 
减 的 ; 一 个 蕴涵 算 子 称 为 是 右 单调 的 (right monotonic), 如 果 对 任意 x e[0, 1], Z(z, 
e) 是 递增 的 . 一 个 蕴涵 算 子 称 为 是 混合 单调 的 (hybrid monotonic), 如 果 它 既是 左 
单调 的 又 是 右 单调 的 . 

定义 5.1.1103 i U 是 非 空 论 域 , UV 上 的 一 个 模糊 关系 R 称 为 是 (模糊 ) 
相似 关系 (similarity relation), 如 果 R 是 
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(1) 自 反 的 , 即 (Vz € U)R(z, z)=1; 

(2) 对 称 的 , 即 (Vz, y € U) R(z, y) = R(y,2); 

(3) sup-min 传递 的 , 即 (Vz, y € U)R(z, y) 2sup(min(R(z,z), R(z,y))lz € U}. 
对 于 模糊 相似 关系 RR x € U, 定义 相似 类 [x] 为 如 下 模糊 集 : 


四 Ra = R(z,y), Yy €U. 


注 5.1.3 ”有 时 称 自 反 、 对 称 的 模糊 关系 为 模糊 相似 关系 , 这 里 以 上 述 定义 
为 准 . 
引 理 5.1.1203) dr U 是 非 空 论 域 , R 是 U 上 的 模糊 相似 关系 , 则 
(1) 对 任意 LET A R(z, y)=sup{T(R(z,z), R(z,))lz € DjYz y € U; 
(2) 对 任意 连续 (HET. 及 其 剩余 蕴涵 工 有 


R(z,y) = inf(Z(R(z,z) R(z,y))|z €U}, Vz,y€U. 


EX 5.1.1220) i U 是 非 空 论 域 , R 是 U. 上 的 模糊 相似 关系 , 称 FAS=(U， 
R) 为 模糊 近似 空间 (fuzzy approximation space). 设 T, T 分 别 是 边界 蕴涵 算 子 和 
t- 模 , FAS. 上 的 一 个 (Z, T) 模糊 Rough 近似 是 指 如 下 定义 的 映射 Aprins: 


Apit% : F(U) = F(U) x F(U); vAEF(U), Aprgjs(A) = (FASz- (4), FAS" - (A), 
其 中 , (Vr eU) 


FASz-(4)(z) = inf (Z(R(z, y), A(y))ly € U}, 
FAST- (A)(z) = sup(T (R(x, y), A(y))ly € U}. 


模糊 集 FASz_(4), FAST- (A) 分 别称 为 4 YE FAS 上 的 模糊 Rough Z- PEM, T — E 
近似 . 

定义 5.1.13[209 ” 设 FAS-(U, R) 为 模糊 近似 空间 , T, T 分 别 是 边界 蕴涵 算 
FH iR. JEX (P, Q) € F(U) x F(U) 称 为 是 FAS 上 的 (T, T)- 模 糊 Rough $, 
如 果 存 在 A € F(U) 使 得 (P, Q)- AprES (A) - (FASz (A), FAS7-(A)). X, 一 个 模 
糊 集 A c F(U) 称 为 是 (T, T)- 可 定义 的 , 如 果 FAS; (A) = A-FAST- (A). 

定理 5.1.1009) 3 FAS-(U, R) 为 模糊 近似 空间 , T, T 分 别 是 边界 蕴涵 算 
FA CR, 则 对 任意 A, B € F(U) 有 

(1) FASz_(4) C A CFAS7- (A). 

(2) FASz- (2) = Ø=FAST- (Ø). 

(3) FAS7- (U) = U; 若 工 是 左 单调 的 , FASz (U) =U. 

(4) A € B > FAST-(A) C FAST- (B); 车 工 是 右 单调 的 , AC B > 
FAS; (A) C FASz (B). 
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定理 5.1.1128] i FAS-(U, R) 为 模糊 近似 空间 , T, T 分 别 是 连续 二 模 及 
其 剩余 蕴涵 , 则 对 任意 A € F(U) 有 

(1) FASz_(4) 及 FAS7-(A) 是 (T, T)- 可 定义 的 . 

(2) (Yz € U) [z] a 是 (Z, T)- 可 定义 的 . 

定理 5.1.1220] i FAS=(U, R) 为 模糊 近似 空间 , T, 工 分 别 是 RRM 
RAR, 则 对 任意 A, Be F(U) 有 

(1) FASz- (An B) = FASr_(A)N FASz..(B), FAST-(A N B) C FAS7-(A)n 
FAS?-(B). 

(2) FAS;-(AU B) 2 FASz;-(A)U FASz. (B), FAS7-(AU B) C FAS7- (Au 
FAS 7-(B). 


5.2 Rough 逻辑 系统 RSL 


5.2.1 Rough 集 与 正则 双 Stone 代数 


对 于 Pawlak 标准 Rough 集 模型 , 若 将 所 有 偶 序 对 ( 下 近似 , 上 近似 ) ( 即 可 以 
作为 某 经 典 集 下 、 上 近似 的 序 对 , WR U 上 的 两 个 粗 相等 的 子 集 对 应 同一 个 序 对 ) 
作为 整体 , 在 其 上 定义 相关 运算 , 可 以 构建 基于 Rough 集 的 正则 双 Stone 代数 . 这 
一 工作 , 在 文献 [211], [212] 中 有 论述 (文献 [201] 的 5.1 节 和 5.2 节 对 此 作 了 介绍 )， 
但 原文 运用 等 价 类 和 选择 函数 等 知识 , 不 够 直接 和 简明 . 本 节 首先 说 明 相 关 运 算 的 
封闭 性 , 然后 仅 用 定义 及 经 典 集合 的 基本 运算 性 质 导出 Rough XC Stone 代数 . 作 
为 预备 知识 , 先 罗列 相关 基本 概念 . 

定义 5.2.19213] IX Stone 代数 是 一 个 满足 以 下 条 件 的 (2, 2, 1, 1, 0, 0) 型 
代数 结构 (L; V, A, *,+, 0, 1): 

(1) (L; V, ^, 0, 1) 是 有 界 分 配 格 ; 

(2) 对 任意 a € L, a* 是 a 的 伪 补 , BH aA z—0 e z € a*. 

(3) 对 任意 a € L, at 是 a 的 对 偶 伪 补 , Bla v z-1 & at < a. 

(4) 对 任意 a € L, a* V a**=1, at ^ a**—0. 

iE 5.2.1 XT Stone 代数 的 概念 请 见 定义 1.3.7. 

命题 5.2.1213119| ”在 双 Stone 代数 (L; v, ^, *,+, 0, 1) 中 成 立 (Va, b € L): 

(1) (a ^ b)* — a* V b*, (a^ b)** — a** ^b; 

(2) (a v b)** = a** v b**; 

(3) (a v b)+ 2 a* Abt, (a v b)**— att v btt; 

(4) (a^ b)** =att Ab**; 

(5) a — a** ^ (a V a*) — a** v (a ^at); 
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(6) a A b=0 & a** A b=0, a V b=1 & a** V b=1; 

(Dagsb= <a, a<b=bt<at; 

(8) att <a <a"; 

(9) a* < at; 

(10) a** =at+, a*t = a**; 

(11) a*** =at, a*** — a*. 

对 于 双 Stone 代数 (L; v, ^, *,+, 0, 1), FÆ B(L)- (z*|z € 工 } 构 成 工 的 Boole 
子 代数 , 称 为 工 的 中 心 . 常用 DL) 表示 L 的 稠密 集 {fz € L|z*-0). 对 于 M C L, 
id M*-(z*|r € M), M*-(z*|z € M). 

定义 5.2.2 —^ 3X Stone 代数 (L; v, ^, *,*, 0, 1) 称 为 是 正则 的 , 如 果 满足 
以 下 条 件 之 一 (它们 彼此 等 价 ): 

(RDSA) 对 任意 a,beL, (a*=b,at = bt) > a =b; 

(RDSA1) 对 任意 a, be L, a < b & (a** < b**, att < btt); 

(RDSA2) 对 任意 a, be L, a ^at «bvb'. 

定理 5.2.1:19215214] — Wr (B; V, ^, ’, 0, 1) Æ Boole 代数 , F 是 B 的 滤 子 (F 
可 以 等 于 B), id 


(B,F) = ((a,b) € Bx Bla b, b Vac F}, 


则 L-(B, F) 是 Bx B 的 有 界 子 格 , 且 附加 以 下 运算 后 构成 一 个 正则 双 Stone 
TOR 
(a,b)* = (b',b'), (a,b)* = (a',a'), V(a,b) € (B,F). 


并 且 , B(L)-((a, a)a € B), D(L)-((a, 1)a € F}. RÈ, 如 果 M 是 任意 正则 双 
Stone 代数 , & B = B(M), F = D(M)**, 则 映射 f: M 一 (B, F), z — (z**,a**) 
是 同 构 映 射 . 

ENX 5.2.3 i (U, R) 为 近似 空间 , 对 任意 X C U, 序 对 (R (X), R- (X) 
称 为 (UV, R) 上 的 一 个 Rough 集 . (U, R) 上 所 有 Rough 集 构成 的 族 称 为 完全 Rough 
集 代 数 (full algebra of rough sets), 记 为 Sb,(U, R). 

定理 5.2.2 it (U, R) 为 近似 空间 ，5b,(U，R) 为 全 体 Rough 集 构成 的 族 ， 
b=(C, Ø), I = (U, U). 对 任意 (R- (X), R-(X)), (R-(Y), R-(Y)) eSbr(U, R) 定 
X 

(R- (X), R- (X) < (R- (Y), R-(Y)) SERŽ (R-(X) C R-(Y) E R (X) C 
RC (Y); 
(R- (X), R-(X)) v (R-(Y), R-(Y)) = (R-(X) U R-(Y), R (X)U R" (Y); 
(R-(X), R- (X) ^ (R- (Y), R (Y)) = (R-(X)n R-(Y), R (X) n R"(Y)), 
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(R-(X), R-(X))* = (~ R(X), ~ R-(X)), 
(这 里 的 ~ 表示 集合 论 中 的 补 运算 ) 
则 (Sb.(U, R); V, ^, *, 6, I) 是 一 个 Stone 代数 ( 称 其 为 粗 Stone 代数 )， 若 在 粗 
Stone 代数 中 再 定义 如 下 一 元 运算 : 


(R-(X), R"QO)* = (~ R(X),~ R-(X)), WR_(X),R-(X)) € Sbr(U, R), 


JU (5b-(U, R); V, A, *, +, 0, I) 是 一 个 正则 双 Stone 代数 ( 称 为 Rough 3X Stone 
代数 ). 

证 明 (1) 首先 证 明 在 SbL(U, R) 上 定义 的 上 述 运算 是 封闭 的 . 

对 于 56.(U, R) 上 的 运算 v, 需要 证 明 对 任意 a, BeSbr(U, R), oV BeSb,(U, R). 
Üt o-(R- (X), R- (X), 8-(R (Y), R-(Y)), kB X CU,Y CU. 根据 v 的 定义 ， 
需要 证 明 (R- (X) UR (Y), R-(X)UR- (Y) 正好 是 U 的 某 个 子 集 的 下 、 上 近似 构 
成 的 序 对 , 即 存在 Pc U 使 得 R_(P)=R_ (X)UR-(Y), R-(P) = R-(X)UR-(Y). 
事实 上 , 取 


P=(X- {zllzla € XUY, H [zla € X, [z]a ZY} UY, 


则 P 满足 要 求 . 故 Sb.(U, R) 关于 运算 v 封闭 . 

对 于 Sb, (U, R) 上 的 运算 A, 需要 证 明 对 任意 w 865b, (U, R), aABESbr(U R). 
V a-(R- (XO, R- (X), 8( (Y), R-(Y)), iX X cU, Y C U. 根据 ^ 的 定义 ， 
需要 证 明 (R_(X)nR_(Y), R-(X)n R-(Y)) 正好 是 U 的 某 个 子 集 的 下 、 上 近似 构 
成 的 序 对 , 即 存在 Q C U 使 得 R_(@) = R-(X)nR.(Y), R-(Q) = R-(X)NR-(Y). 
事实 上 , 取 


Q- (XU (zlízia E~ (X nY), B. [s]an X 4 Ø, [z] NY # Ø} NY, 


则 Q 满足 要 求 . 故 5b.(U, R) 关于 运算 A 封闭 . 

对 于 Sb-(U, R) 上 的 运算 *, 容易 验证 , 对 任意 X CU 有 (R-(X), R- (X) = 
(R-(Z), R (2)) 这 里 取 Z = R(~ X). M SEU, R) 关于 运算 * 封闭 . 

对 于 Sb(U, R) 上 的 运算 +, 容易 验证 , 对 任意 X CU (R-(X), R-(X))+ = 
(R-(W), R-(W)). 这 里 取 W = R-(~ X). 故 5b,(U, R) 关于 运算 + 封闭 . 

(2) 直接 检验 知 , (Sb, (U, R); v, ^, 0, T) 是 有 界 分 配 格 . 

(3) 证 明 56.(U, R) 上 的 * 是 伪 补 运算 . 设 a=(R-(X), R-(X)), B=(R_(Y), 
BR (Y)) € $b-(U, R). 车 a^8-6, WI (R_(X)NR_(Y), R-(X)n R-(Y) = (e, e), 
由 R-(X)nR-(Y) = Ø fü n-(Y) c~ R-(X), 进而 R (Y) C R-(Y) c~ R-(X), 
KC (R-(Y), R^ (Y) < (~ R-(X), ~ R-(X)), Bl B<a*. 
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反之 , 车 B«o*, 则 (R- (Y), R- (Y) < (~ R-(X), ~ R(X)), Bl R_(Y) c~ 
R(X), R (Y) C~ R (X). 人 而 R-(X)nR.(Y) € R-(X)n( R-(X))C R-(X)n 
(~ R-(X))-2, R-(X)nR-(Y) € R- (X)n( R-(X)) =Ø, Hl R (X)nR.(Y) = 2 
HR. R-(X)n R-(Y) = e, 所 以 oA8—8. 

(4) 类 似 于 (3) 可 以 证 明 , Sb.(U, R) 上 的 + 是 对 偶 伪 补 运算 . 

此 外 , 直接 检验 可 知 定义 5.2.1 (4) 及 定义 5.2.2 (RDSA) 在 Sb,(U, R) 中 均 
成 立 . 

综 上 所 述 , (Sb. (U, R); V, ^, *,+, 0,1) 是 一 个 正则 双 Stone 代数 

注 5.2.2 ”对 于 5b.(U, R) 中 运算 v, ^ 的 封闭 性 , 后 面 的 5.3.1 节 将 在 更 广泛 
的 框架 下 给 出 详细 证 明 . 

定理 5.231421. A (L; v, A, *,+, 0, 1) 是 正则 双 Stone 代数 , 则 必 存 在 近 
似 空间 (U, R) 使 得 L FHF Rough X Stone 代数 (Sb,(U, R); V, ^, “+, 6,1). 

注 5.2.3 ”上 述 结果 即 是 文献 [215] 中 的 Corollary 4.2, 它 与 文献 [214] 中 
Proposition 2.3 的 表述 略 有 不 同 , 不 过 从 后 者 的 证 明 过 程 不 难得 到 上 述 结果 


5.2.2 ND 型 Rough 蕴涵 及 其 性 质 


英国 学 者 Diintsch 在 文献 [216] 中 建立 了 基于 Rough 集 的 逻辑 系统 £, 其 中 用 
如 下 赋值 函数 赋予 命题 以 ( 下 近似 , 上 近似 ) 型 的 真 值 (其 中 , P 为 原子 命题 集 , W 
为 论 域 ): 

v: P —2W x 2W;Yp E€ Pv(p) = (A, B), 这 里 ACB. 

Düntsch 将 等 式 v(p) = (A, B) 解释 为 命题 p 在 所 有 4 的 情形 下 成 立 , 而 在 任何 B 
之 外 的 情形 下 不 成 立 . 上 述 赋值 函数 v 可 进一步 扩展 到 所 有 公式 之 集 Fr 上 , Bp 
文献 [216] 中 的 函数 mng: FmI52" xW. FÆ, 根据 c 中 蕴涵 式 的 定义 , 通过 映 
射 mng 得 到 蕴涵 公式 ov 的 真 值 如 下 : 


mng(e > v) = (-BUCU(Dn-B),-Bu D), 


这 里 ,mng(y)=(4，B), mng(w)=(C，D),“-” 表 示 集合 补 运 算 . 这 实际 上 导出 了 
( 下 近似 , 上 近似 ) 型 偶 序 对 之 间 的 一 个 北 涵 算 子 , 即 


(4,B) > (C, D) = (-BUC U (DN -B),-B U D). 


然而 , 此 算 子 有 明显 的 缺陷 (文献 217] 对 此 也 进行 了 分 析 ), 比如 , 很 容易 举例 说 明 
以 下 等 式 不 被 满足 : 


(£500-ff—(g—5h)-g—(f—h) 
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这 里 , 0 表示 (Ø, 2), f, g, h 为 任意 ( 下 近似 , 上 近似 ) 型 偶 序 对 . 将 上 述 蕴涵 算 子 
改进 为 ND EH, 从 结果 看 , 一 wp 有 较 好 的 性 质 . 基于 此 建立 新 的 逻辑 形式 系 
统 , 并 证 明 它 的 标准 完备 性 定理 ( 见 5.2.4 节 ). 

为 了 书写 方便 , 以 下 将 R_(X), R(X) 分 别 简 记 为 Xa, Xu 并 用 “表示 集合 
LESS 

定义 5.2.480218] i (U, R) 为 近似 空间 , (Sb. (U, R); V, A, *,*, 0,1) 为 Rough 
3 Stone 代数 . 定义 Sb,(U, R) 上 的 算 子 一 wp 如 下 : 


V(Xa, Xu), (Ya, Yu) € Sb. (U, R), 
(Xa, Xu) 一 ND (Ya Yu) = (X, U Ya U (Yu N X4), X, U Ya). 


称 为 Sbr(U, R) 上 的 ND 型 蕴涵 算 子 . 

注 5.2.4 (1) 上 述 蕴涵 是 Diintsch 文献 [216] 中 Rough 蕴涵 概念 的 改进 , 故 
称 为 ND 型 , 即 new D-type. 

(2) 上 述 定义 在 文献 [90] 中 给 出 , 最 早 源 自 文献 [218], 不 过 那里 是 基于 Boole 
代数 上 广义 Rough 集 模型 的 , 也 没有 论证 其 封闭 性 . 下 面 将 给 出 ND 型 蕴涵 算 子 
封闭 性 的 证 明 . 

定理 5.2.40) i (U, R) 为 近似 空间 , (Sb. (U, R); V, ^, *,*, 0,1) 为 Rough 
X Stone 代数 , 一 wp 是 ND 型 蕴涵 算 子 , 则 

() V(Xa, Xu), (Ya, Yu) ESb-(U, R), (Xa, Xu) 一 ND (Ya, Yu) = (X4 U Ya) N 
(Xu U Yu), X4 U Yu); 

(2) Yp, Y € Sb- (U, R) p —Np V = (p+ VV) A pV yt), XB ~y = pt AloV 
9) 

(3) Ve, veSb.(U, R), e^ unpV —-(e + VP) Np * Vy **)A(e Ve “Vy **); 

(4) Sb.(U, R) 关于 一 wp 是 封闭 的 ; 

(5) VpeSb.(U, R), ^p 2e—wp6. 

证 明 (1) 设 (Xa, Xu), (Ya, Yu) eSbr(U, R), W Xa C Xu, Ya C Ya. W 
Xa C X4, Y4 UYu = Yu. 于 是 由 集合 并 、 交 运算 的 分 配 性 得 


Xu U Ya U (Yu N X3) - (Xt U Ya U Yu) n (X; U Ya U X2) 
=(X; U Yu) N (X4 U Ya) 
=(X4U Ya) N (X, U Yu). 
从 而 (Xa, Xu) 一 ND (Ya, Yu) = (Xu UYaU(YuN X4), X4UYu) = ((X4UYa)n(X2UY.), 
EAA AN 
(2) 4 e-(Xa, Xu), $— (Ya, Yu) € Sb-(U, R). 首先 证 明 -p = pt A (p Vg") = 
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(Xis X2. 


^e pt ^(pv e) 
= (Xa, Xa) ^ (Xa, Xu) V (Xi, X2)) 
= (X4, X4) ^ (Xa U Xi, Xu U X1) 
= (Xa Xa) ^ (Xa U Xp: U) 
= (X4 N (Xa U X1), Xa) 
= (X4 N Xa) U (Xa N X;), X2) 
= (ØU Xu Xa) (由 Xa < Xu 得 X < X4) 
= (Xu, Xa)- 


以 下 证 明 一 wp Y =(p *V)A(oe Vy **). 


(P+ V V) ^ (^p v Y) = (GG X2) V (Ya, Yu)) ^ (X1, X1) V (Yu Ya) 
= (X4 U Ya, X4 U Yu) ^ (X, U Yu, X4 U Yu) 
= ((X4 U Ya) n (X, U Yu), X4 UY.) 
=9>np Y. (由 (1)) 


(3) 易 验证 v 与 人 的 两 个 分 配 律 成 立 , 再 根据 (2) 并 应 用 分 配 律 可 得 o p 
-(e* VY) pt vy **)A(pvie “Vv **). 

(4) 由 于 Sb,(U, R) 关于 V, ^, *,+ 封闭 , 故 由 (3) 知 Sb,(U, R) 关于 一 wp 
封闭 . 

(5) 根据 定义 直接 验证 得 到 . 

定义 5.2.58028 i (U, R) 为 近似 空间 , (Sb. (U, R); V, A, *,*, 0,1) 为 Rough 
双 Stone 代数 . 定义 Sb,(U, R) 上 的 运算 @wp 如 下 : 


V(Xa, Xu), (Ya, Yu) € Sbr(U, R), 
(Xa, Xu) OND (Ya, Yu) = (Xa N Ya, Xu N Ya N (Xa UYa)). 


称 为 5b.(U, R) 上 的 ND 型 模 算 子 . 

EE 5.2.5 i (U, R) 为 近似 空间 , (Sb, (U, R); V, ^, *,+, 0,1) 为 Rough 
X Stone 代数 , gwp 是 Sb-(U, R) 上 的 ND 型 模 算 子 , 则 

(1) Ve, yesbr(U, R), eon pi-(e** ^j) V(eNv**); 

(2) Ve, veSb.(U, R), c8 pi—-(e—Np ^v); 

(3) Sb.(U, R) XF &wp 是 封闭 的 . 
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证 明 ”依据 定义 , 可 直接 验证 (1), (2) 成 立 . 而 由 (1) 及 v, ^, + 的 封闭 性 知 ， 
5br(U, R) 关于 &wp 封闭 . 

直接 验证 可 得 如 下 结果 . 

定理 5.2.69] i (U, R) 为 近似 空间 , (5b.(U, R); V, ^, *,*, 0,1) 为 Rough 
XL Stone 代数 , 一 wp 是 ND MAWAT, gwp 是 Sb(U, R) 上 的 ND 型 模 算 子 ， 
则 

(1) (56r(U, R); Snp, I) 是 以 了 为 单位 的 交换 半 群 ; 

(2) Ve; v, xESbr(U, R), P<y% 一 wDX 当 且 仅 当 p@wpy<x; 

(3) vpeSbr(U, R), ^ev; 

(4) Vie, veSb, (U, R), (p^ NpV)V(6—nup9)-1. 

由 定理 5.2.6 及 定义 4.1.9 可 得 如 下 结果 . 

定理 5.2.70 i (U, R) 为 近似 空间 , (Sb. (U, R); V, ^, *,*, b,7) 为 Rough 
双 Stone 代数 , 一 wp 是 ND 型 草 涵 算 子 , ep 是 Sb(U, R) 上 的 ND 型 模 算 子 ， 
则 (Sb. (U, R); V, ^, OND, —ND.6,I) 是 一 个 IMTL- 代 数 . 


5.2.3 RSL- 


本 节 将 ND 型 蕴涵 算 子 和 ND 型 模 算 子 推广 到 一 般 的 正则 双 Stone 代数 上 ， 
为 下 节 建 立 基于 Rough 集 的 逻辑 系统 做 准备 . 

定义 5.2.0899 i (L; v, ^, *,+, 0, 1) 是 正则 双 Stone 代数 , 在 工 上 定义 一 元 
运算 5. 二 元 运算 一 与 @ 如 下 : 

(1) Yz € L, ~z = z* A(z V z^); 

(2) Yz, y € L, zr > y-(z* Vy) ^(z* V y**) ^(zVz* V y**); 

(3) Yz, y € L,z&y-(z** ^y) V (z^y**). 

EH 5.2.80) W (L; V, ^, *,*, 0, 1) 是 正则 双 Stone 代数 , 运算 5, 一 与 @ 
如 定义 5.2.6, 则 (Yz, y € L): 

(1) =z = z —0; 

(2) z > y =(2*+ Vy) A (ox V y**); 

(3) 18y — —(z > y); 

(4) 18y =y 8r, z&l—z. 

直接 检验 即 可 , 证 明 略 去 . 

定理 5.2.9 H (L; V, ^, *,*, 0, 1) 是 正则 双 Stone 代数 , 运算 —, 一 与 @ 如 
定义 5.2.6, 则 以 下 结论 成 立 : 

(1) Vz € L, ^oz = z; 

(2) Vz, y E€ L, t > y = -y > ~T. 
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证 明 (1) 由 运算 -的 定义 及 命题 5.2.1 可 得 
i EA)| 
=[zt A(z V z*)]* A{lzt ^ (zv z*)] V [z+ ^ (z V. z*)*) 
= 区 + v (z+ ^ 2**)] ^ (Ix* ^ (z V z*)] V [z** V (z* ^ a)i} 
—|[z** v (z+ ^2**)] ^ f[z* ^ (z V z*)] V (z** v 0)} 
—[z** v (z+ ^z**)] ^ ([r* ^ (zv z*)] V ztt 
=rtt v ((z* ^z**) A [z+ ^ (z V z*)) 
—az** V [r* Az** ^ (z V z*)] 
—a** V {z+ ^[(z** Az) V (z** ^z*)]) 
—az** V [z+ ^ (z v 0)] 
—(r** Vz*)A(z** va) 
-lAr 


=T. 
(2) 由 运算 ~, 一 的 定义 及 命题 5.2.1 可 得 


Dy ^ow- [yt ^ (y V y*)] > [z* ^ (z V 2*)] 
7 (lv* ^ (y V y*)]* V [r* ^ (z V z*)]Y ^ {lyt ^ (y V y*)]* 

Víz* A (z Va*)]*) ^ ([y* ^ (y V y*)] 
Vly* ^ (y V y')]* V [z+ ^ (zv z*)]**) 
{yt ^ (y V y)]* V [+ ^ (z V 2*)]) ^ {lyt ^ (y V y)]* 
V[z*** ^ (z** V z***)]Y ^ {ly* ^ (y V y*)] 
Vyt ^ (y vy) V [z*** ^ (z** Va***)]) 
{yt ^ (y V y*)]* V [æt ^ (z v z*)]E A {lyt ^ (y V y*)]* 
VE ^ (z** V z*)]) ^ {ly* ^ (uV y*)] V lyt ^ (y V y*)]* 
V[z* ^ (z** v z*)]) 
{lyt ^ (y Vy V [z+ ^(zvz*)]) ^ {lut A (yv y)]* v s+} 
^(ly* ^ (y V v) V [yt ^ (yv y] vzt} 
{yt ^ (y Vw) v [et A (z V z*)]E^ {yt ^ (yv y )]* vzt} 
^lly* ^ (u V v')] V [v** V (y! ^y**)] v z*) 
{yt ^ (uv v')]* v fet ^ (zv z*)^ {lyt ^ (yv y*)]* vz*) 
^lly* ^ (y V y) Vy** vz*) 
7 (ly* ^ (uv V v'))* V [et ^(z V z*)]E^ {lyt ^ (y y')]* vat} 

^| 

{ 

^ 


(ut Vy** Vz*) A (y vy Vy** vzt)] 
y+ A (y V y*)]* Vv [zt ^(z v z*)]) 
(ly* ^ (yv y)* v z+} A [lyt vy** v z+) A (y v y** vy va*)] 
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= {ly* A (y V y*)]* V [et A (z v z*))} 
Alyt A (y V y)]* Vz*) ^(yVy* V z*) 
7 (lv* ^ (y vy) V [z+ A (z V z*)]) ^ (y V y* vzt) 
7 ([y** V (yt ^y**)] V [zt A (z V *)]} ^ (y V y* Vz*) 
7 ([u** V y+) ^(y** Vy**)] v [et ^ (ev z*)])^ (y Vy V x*) 
= (y V [et A(z Vo)} A(y Vy V z+) 
= (y** Vat)^(y* VaV z*)A(yVy* Vz*) 
7 (z* Vy) ^(zVa* V y**) A [(y* Vz*) ^ (y V y* V z*)] 


(注意 : 根据 ^ HESH, 这 里 多 添加 了 一 项 z+ vy) 


= (zt Vy) ^(z Ve Vy") ^ {ly A (y VY) Vct} 

= (z+ Vy) A (£ Vz* V y'*) ^ ([y** ^v) V (y* ^y] V zt} 
= (2+ Vy") A(z Va Vy") ^ {ly ^v) V (y ^y) Vat} 
= (z+ Vy**) A (£ Vz* Vy**) ^(yV z*) 

= (zt Vy**) ^(zVa* Vy**) ^(z* Vy) 

= (zt Vy) A (z+ Vy**)^(zvz* vyt*) 


= 了 一 从 


引 理 5.2.3. UE (L; V, ^, *,*, 0, 1) 是 正则 双 Stone 代数 , 运算 — 如 定义 5.2.6, 
则 以 下 结论 成 立 (Vr € D): 

(1) (^2)* = z**; 

(2) ~(z+) = r++; 

(3) «(z*) = 2**; 

(4) (7z)* 2a**. 

证 明 E-r 的 定义 及 命题 5.2.1 得 

(1) (7z)*—[z* ^ (x V z*)]* =z+*V(z*Az) 一 zh*V0=z+*. 

(2) -~(z+) = z** A (zt V z**)9x** A (z+ V z**) = 3** Ala. 

(3) *(z*) = z** ^ (z* Va**)22**A1oa**. 

(4) (nz)+=[z+ ^ (z V z*)]* = z** v (z+ ^z**)-(x** V +) A (z** V attis 
Iar" = z**. 

定理 5.2.10 Ü (L; V, ^, *,*, 0, 1) 是 正则 双 Stone 代数 , 运算 —, > 与 @ dm 
定义 5.2.6, 则 成 立 (Yz, y, z € L): 

()z€ye&z—y-l 

(2z€y--y&r 

(3) >(£ V y) = =£ ^ ^y, ~- A y) = oz V —y; 
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(z25(y252)-z89y—z 

(r&y zezey&z 

(6) (189) $2 2x (y8 z); 

(7) (£ > y) V (y  z)-1. 

证 明 (1) 由 定理 5.2.8 有 z — y-(z* vy)A (^x Vy*), M o — y-le rtVy=1 
且 ozvyt*-1. 从 而 ， 


r—5y-lezt2ytH(-)'«y'*. 


由 引 理 5.2.1 及 命题 5.2.1(10) 得 , z y-1e rt > yt Hat <y". 

设 z <y 则 由 命题 5.2.1(7) 得 z+ > yt 及 z* < y", Mu ER AUR GE 
z—y-l RZ, Ùt z> y=1, W 1+ > yt 且 z** < yr*. 这 样 , (zy)* =r" Vy = 
TVY m zr = x°, (rAy)* rt Vyt = 1t. FÉ r^y =r, Hr «y 

(2) 由 定理 5.2.9(2) 及 刚 证 明 的 (1) 易 得 , z <y> -y X o. 

(3) 由 定理 5.2.8 及 命题 5.2.1 可 得 


DE ^c [z* A (zV z*)] A [yt ^ (y V y*)] 
=(z+ ^y*) A [(z V z*)] ^ (y V y*)] 
7 (z V y)* ^ ([(z V z*) ^y] V (z Vz) ^ y*]) 
7 (e V y)* ^ (fe ^v) V (z* ^y)] V [(£ ^ y") V (z* ^y*)]) 
7 (z V y)* ^ (fr ^v) V (z* ^y)] V (z^ y*) V (£ V y)']) 
7 (z V y)* ^ (fr Ay) V (^y) V (z* ^y)] V (£ v y)*) 
=(z V y)* A {læ A (y Vy) V (zt ^y) V(zv yy) 
&(z V y)* ^[(z V y) V (z V y)*] 
(rV y). 


另 一 方面, 由 (2) 及 = < zvy 可 得 -(zVy) < =z, 同 理 有 -(zVy) < -y, 所 以 
7^(x V y) < -~£ ^^y. 从 而 , -(zVva) = 5r A y. 

由 结论 -(z V y) = -r ^ —y, 并 应 用 定理 5.2.9 (1) 可 得 -(z Ay) = >r V -y. 

(4) 由 定理 5.2.8, FIM 5.2.1 及 (3) 可 得 


z > (y => z)=z => [(y* V z) A (~y V 2*+)] 
= (z* V [fyt V 2) A Cu V 2**)]} ^ Cor V [yt Vz) A Cy V 2*+)]*+} 
=[(z*+ V y* V z) A (z+ v Sy V z**)] 
[oc V {yt V z+) ^ [Cg)** v ent] 
=[(zt v yt V z) A (z+ V -y V z*+)] 
^(oz V [(y*** v z**) (ytt Vatt) 
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= [(z* V y* V z) ^(z* v —y V z**)] 
Afoz V [(y* V at) ^ (yt V z**)]) 
—(z*vytVz)^(z* Voy V 2*+) A (~r V yt V z**). 


又 


rOy—z-o(r—-y)z 
=~{(z+ V ~y) A þe V (~y)*+]} 一 = 
7 (^(z*) ^o) V [pme ^-C)**l > z 
=(z+t Ay) V (r AV) =z 
7 (((z** ^y) V (z^y**)]* Vz} a {ollet Ay) V (z^y**) v 2*+} 
7 (((z*** V y+) A (st vy***)l va) 
Alto(rt*) V o9] ^ [oz V (y **)]) v z**) 
— (z* V y* Vz) ^ ([(z* V oy) ^ Cz V y*)] V 2**) 
—(r*Vy*Vz)^(z* Voy Vz**) ^ (oz V yt Vz**). 


比较 上 述 结果 即 得 r (y 2z) =r 8y 一 z=(z+ Vyt Vz)A(zt voyvzt*)^ 
(7x V y* V z**). 

(5 由 (2) 及 (1) 易 得 , z«y—z2ergy&z. 

(6) 对 任意 u € L, 应 用 (4) 可 得 


(BY BDza u-(rG8y)— (2 
=z > [y > (eu) 
=r > |(y8 2) u] 
-r9(y9z)—u. 


H u 的 任意 性 即 得 (z @y) 8z 2r (y8 2). 
(7) 由 定理 5.2.8、 引 理 5.2.1 及 (3) 得 


(z => y) V (y 2) - ((z* V y) ^ Cz V y*+)] V yt V z) ^ Cy V z**)] 
= [(z* V y) V (yt V z)] ^ l(^z V y**) V (y* V 2)] 
ALt v y) V Cy V z**)] ^ [oz V y**) V (oy V z**)] 
7 [(x* v z) v (yt V y) A [y ^v*)* v (^e V 2)] 
A(z ^a*)* V (^y V y)] ^ [Coe V z**) V Cv V y**)] 
—1A1ALA[(^z V z**) V (^y V y**)] 
7 (lr* ^ (zv a*)] va**] V (~y V y?) 
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—[(z* vz**)^(zvz* V z*+)] v (^y V y**) 
-[(z^z*)* ^(zv1)] v (^y V y'*) 
=(1A1)V (Sy V y**) 
三 1. 
根据 定理 5.2.8 (4)、 定 理 5.2.9 (1)、 定理 5.2.10 (5)~(7) 及 定义 4.1.9 可 得 如 下 
结论 : 
定理 5.2.1100 Wb (L; v, A, *,*, 0, 1) 是 正则 双 Stone 代数 , 运算 一 与 @ 如 
定义 5.2.6, 则 (L; V, ^, @, >, 0, 1) 是 一 个 IMTL 代数 . 
根据 以 上 结论 , 引入 如 下 定义 : 
EX 5.2.70) 代数 结构 (L; V, 人 ,+ ©, >, 0, 1) 称 为 RSL 代数 , 如果 (L; 
V, A 5,5, 0, 1) 是 正则 双 Stone 代数 , (L; V, ^, @, —, 0, 1) 是 IMTL 代数, 目 运 
算 一 与 @ 由 定义 52.6 ME. 设 (U, R) 为 近似 空间 , 由 定理 5.2.2 及 定理 5.2.7 知 
(Sbr(U, R); V, A, *, +, OND, 一 ND,9,7) 是 一 个 RSL- 代 数 , 称 它 为 标准 RS 代数. 


5.2.4 ”逻辑 系统 RSL 及 其 完备 性 


É Pawlak 创立 Rough 集 理 论 一 来 ， Rough 逻辑 的 研究 一 直 受 到 包括 Pawlak 
本 人 在 内 的 大 批 学 者 的 广泛 关注 (0022192201: 然而 , 涉及 Rough 蕴涵 的 研究 却 很 有 
限 . 另 一 方面 , Rough 集 与 模糊 集 理论 作为 处 理 不 确定 性 现象 的 两 种 数学 方法 , 其 结 
合 研究 同样 是 活跃 的 研究 方向 (20972101. 然而 , 把 Ruogh 逻辑 与 近年 模糊 逻辑 最 新 
进展 直接 进行 结合 的 逻辑 学 研究 却 未 曾 见 到 .本 节 在 前 述 构建 的 新 Rough 蕴涵 算 
子 的 基础 上 , 建立 基于 Rough 蕴涵 的 逻辑 形式 系统 RSL, 证 明 它 的 标准 完备 性 , 并 
阐明 它 是 著名 模糊 逻辑 系统 IMTL 的 扩张 , 从 而 从 一 个 特殊 的 视角 揭示 了 Rough 
集 与 模糊 逻辑 的 密切 关系 , 对 上 述 两 个 方面 的 不 足 给 出 一 种 全 新 的 解决 方案 . 

需要 说 明 的 是 文献 [221] 中 虽然 也 给 出 一 个 基于 Rough X Stone 代数 的 逻辑 
演算 系统 , 但 没有 给 出 Rough 蕴涵 的 具体 定义 且 没 有 证 明 标准 完备 性 定理 . 

定义 5.2.8 00 设 原子 命题 集 5={p1, pa, … },F(S) 是 S 生成 的 C, +， ^, 
一 ) 型 自由 代数 , | 是 命题 常 元 . 形式 系统 RSL 中 的 公理 由 以 下 形式 的 公式 组 成 : 

(Ax1) (ev) ((—x)—(e—1)); 

(Ax2) PAY 一 Pi; 

(Ax3) p^U — ^e; 

(Ax4) e (oV) pnp); 

(Ax5) ((e)—)(( $—6)—x)x): 

(Ax6) (59 2) (09); 

(Ax) palpat)" 一 PAW pay" palon)"; 

(Ax8) eV(gvu)* —evi*, evi —uv(pvv)*; 
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(Ax9) e L*, T+ —p; 

(Ax10) 1** > L, T2 TH; 

(Ax11) T —o*Vo**, g* Ag** — 1; 

(Ax12) papt pV”; 

(Ax13) (9 一 光一 (P *vv)A(e tvy **)^(e Ve “Vy **), 

(e *vy)A(p * vy **)A(e Ve Vy **) (ev). 

RSL 中 的 推理 规则 为 MP 规则 ( 即 由 o 及 oov 推出 v). 这 里 , pvw 是 
^(^ve^wv) 的 简写 , -~ 是 o L 的 简写 , T 是 上 一 上 的 简写 . 此 外 , 用 pey 表示 
-(p— ^). 

由 上 述 定义 容易 看 出 , RSL 中 的 公理 (Ax1)~(Ax6) 正好 是 IMTL HERA 
H ( 见 定义 4.1.7 及 定理 4.1.3), 因此 IMTL 的 定理 均 是 RSL 的 定理 . 由 第 4 章 中 
的 相关 结果 , 有 下 述 定理 : 

定理 5.2.12 ”以 下 公式 是 形式 系统 RSL 中 的 定理 : 

(T1) pop; 

(T2) (pU) (^v ^e) 

(T3) (p= —v)(9— ^e), (CV) >e); 

(T4) 9 一 ^w, 709v; 

(T5) (e (9x))5 (9 (ex) 

(T6) T; 

(T7) e T; 

(T8) L >; 

(T9) e (09); 

(T10) 5e (eV), p> (^ev); 

(T11) (yx) ((2v)— (9x) 

(712) g&v e; 

(T13) P&y 一 kepi; 

(T14) (p&v)&x—o&(V&x), e&(v&x)(o&v)&y; 

(T15) p&y 一 PAWi 

(T16) (e (v —x))—(e&v—x), (e&v—x)— (e (9x))s 

(T17) 9 一 (一 P&y); 

(T18) eovv; 

(T19) cvy —)vo; 

(T20) (g—v)— (p&x—v&x); 

(T21) ((e—V)^(ex))^ (e (^x): 

(122) (o X)^(9—3))— (e V9): 
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(T23) (p—V)v(9); 

(T24) (eA) xo^ (PAX); PAVA) = (pA) Ax; 

(T25) (ev) Vx—vev(ovx), ev(vvx)- (evu)vx; 

(T26) 9 一 PA(PV 芒 ,eV(PAW) 一 Pi 

(T27) PA(WVX) 一 (PAVW)V(PAX)，(PAV)V(PAX) 一 PA(WVX); 

(128) eV(VAX) 一 (PVW)A(PVX，(P2VW)A(PVX) 一 PV(WAX)i 

(T29) (-PA-W) 一 (eV), -(evv)- (pa); 

(T30) (pv) = (ev), -PAY) = (V). 

定理 5.2.13 ”以 下 推理 规则 在 系统 RSL 中 成 立 : 

(1) (ev, v—x)Fex; 

(2) (e, V) -e^v; 

(3) (e (x), x5t)-e—(v£); 

(4) (ev, x—&)-e^x—wVb^£; 

(5) (ev, x—&)-evx—wv£; 

(6) (ov, x—t)-p&x—v&t. 

EX 5.2.9 H p, VE F(S), WR o5 5 vo 都 是 定理 , 则 称 p 55 y TE 
等 价 , 记 作 o =y. 

定理 5.2.14 ”以 下 结论 在 系统 RSL 中 成 立 : 

(1) 1*=T, T+ 三 山 

(2j D espe 

(3) pAT zo, ev 1 = 

(4) pa = L, PVeor = T; 

(5) {pAw= LT} =p’, (T 2e vu)-v* —v; 

(6) (e—v)-v* =y", (e—v)-v* =t; 

(7) p=, ptt —p, ore xot, p+++ 三 PH 

(8) (pnp) =p ny", (gvu)** =pttvyt+; 

(9) (Y> }HpAyE L, {y+ —e)- T Sovys 

(10) (gvu)* zw* v*, (Pnp) Sp*vy*; 

(11) e*vg** = T, po+APp++ = L; 

(12) 1* 2 T, T* & 1; 

(13) pr*+ =p", o** ETE 

(14) =p=p+A(pVp"); 

(15) ev z(e* VU)A(evu*t*). 

证 明 — (1) 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (Ax9) 得 T > 1*, 而 由 定理 52.12 (T7) 有 
1* 一 T, 所 以 1* = T. 同 理 可 得 T^ — 上 . 
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(2) 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (Ax10) 得 1** 一 1, 而 由 定理 5.2.12 (T8) 有 15 
1**, 所 以 1** =L. 同 理 可 得 T++ — T. 

(3) 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (Ax4) 得 wp 一 ((p 一 T) pAT), 由 此 并 应 用 定理 
5.2.12 (T5) 及 MP 规则 得 (p— T) 一 (p 一 PAT), 再 应 用 定理 5.2.12 (T7) 及 MP 规 
则 得 pg 一 pAT. 而 据 公理 (Ax2) 有 pAT >p, 所 以 pAT =p. 应 用 定理 5.2.12 (T22), 
(T8), (T18) 及 定理 5.2.13 (2) 可 证 pv1 =ọ. 

(4) 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (Ax) 得 pA(pAL*)* —gALt*. X, 据 定 义 5.2.8 中 
的 公理 (Ax2) 得 AL 一 1"*, 而 由 (2) 有 424”*=14, 故 pAlL* 一 二. 从 而 , 应 用 定 
理 5.2.13 (1) 得 pA(pAL*)* — L. 再 应 用 (1) 和 (3) 有 pAl* So. 于 是 pAp* — L. 
据 定理 5.2.12 (T8) 有 L php", 这 说 明 pAyp* = L. 类 似 地 , pvp+ =T. 

(5) 设 p^ L, 则 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (Ax3) 得 %Ap= L. 而 由 定义 5.2.8 中 
的 公理 (Ax7) 得 wAp* =yA(VAp)"， 据 yAy= 上 并 应 用 (1) 及 (3) 得 WA(yAp)* = 
UAL* VAT zu, 所 以 pap m. 进而 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (Ax2) 及 MP 规则 
得 vot. 类 似 地 , 从 定义 5.2.8 中 的 公理 (Ax8) 出 发 可 证 明 {T =V} yt >y. 

(6) 设 o, 则 由 定理 5.2.12 (TI) 及 定理 5.2.13 (4) 得 pAw* yay", 而 由 (4) 
得 Yay = L, 所 以 pAw"* 一 L. 据 定理 5.212 (T8) 有 上 一 pAy%*, 于 是 pAy* =L. 
应 用 (5) 即 得 v* 一 2*. 同 理 可 证 {p 一 轨 Hy+ p+t. 

(7) 由 (4) 中 pap = L, 应 用 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (Ax3) 得 p*Ap= L, 再 应 
用 (5) 得 p 一 9p**. h o 的 任意 性 可 知 , p* 一 yp***. 而 从 =y 出 发 , 应 用 (6) 可 
得 oo t. 所 以 Ep 同 理 可 证 wp+++ sp. 

由 上 述 证 明 过 程 知 , 以 下 结论 成 立 : oot. 同 理 ptt —. 

(8) 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (Ax2) 及 (Ax3) 得 pAy 一 p, ei. 应 用 (6) 得 
(eAD)** 一 Po (pND)** 一 ww**, 进而 应 用 定理 5.2.13 (4) 得 (pay) >p vt". 

另 一 方面 , 由 (4) 有 (pAW)A(pAW)* = L, 进而 WA(pA(pAW)*) = L, 应 用 (5) 
可 得 (eA(eND)*) =". BH (T) y =y, 所 以 (pA(pAY)*) y. RUBXE 
H 5.2.13 (4) 得 (palpa) Jay —(U)* vv**, 而 据 (4) Way“ = L, 于 是 
(ONON N 一 L, 进而 (PA(pAW)*)Ay" = L, 即 PA((pAy)*Ay**) = L. 应 
用 (5) 可 得 (pay) vj** 一 p*. 而 据 (7) e* =p**, 所 以 (pay) n o. 应 用 
定理 5.2.13 (4) 得 (pay) aao — (oao, 而 据 (4) (e*)* ^et = L, F 
EÈ (PAb) Ni**)Ne** 一 L, HETT (onb) nno = L, BI (pay) alay) = 
1. 再 应 用 (5) 即 得 (pay) 一 (pAW)*， 从 而 , (pAW)”” = wo"*Ay**， 同 理 可 证 
(PVW)++ mpttvwytt. 

(9) 设 u—o*, 则 由 定理 5.2.13 (4) 得 pAy 一 pAp*, 而 据 (4) pAyp* = L, 所 以 
9Ay 一 L, 进而 有 wAy= 上 (应 用 定理 5.2.12 (T8)). 同 理 可 证 {y+ >y )- T Sevy. 

(10) 由 定理 5.2.12 (T18) 及 (T19) 有 eov 及 wpvw, 应 用 (6) 可 得 


5.2 Rough 逻辑 系统 RSL aT 


(e vv)* — e. (pVW)* >y. 再 据 定理 5.213 (4) 得 (pV)* >p ^v. 

另 一 方面 , 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (Ax2) 得 pny" u^, 应 用 (6) 有 e 一 
(ny), 再 应 用 (7) 中 pop 及 定理 4.3 (1) 可 得 oe (et ^v*)*. 同 理 , % 一 (P* 和 人 
v*)y*. 从 而 应 用 定理 5.2.13 (5) 得 evo (o^ ^v*)*. BR (6) 有 (e* ^v*)** A(ev)*, 
而 由 (8) 及 (7) E (pn) =p N^, TE e^ i^ — (ovi). 所 以 (pv)* Set ^u*. 

同 理 可 证 , (pAv)* =p+Vw+. 

(11) 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (Ax11) 及 定理 5.2.12(T7), (T8) 即 可 推 得 . 

(12) 由 (1), (2), (6) 即 可 推 得 . 

(13) 首先 , 由 (11) 有 yp*vVp”* 三 T, 即 =p*Vyp*. 应 用 (5) 得 p*+ tn. 

其 次 , 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (Ax7) 有 p*+Ayp*++* =p*+A(p*+Ap*++)*, 而 由 
(11) 及 (12) 有 (p**^g***) = 1* = T, 故 p*+Vp*++* =p*+ AT, 又 由 (3) 有 
pt ^T 三 p*+, FÆ ott vont +, 从 而 p*++* 一 p*+( 应 用 定理 5.2.12(T18)). 
同时 , 由 (7) 有 p*++ >o, 应 用 (6) 得 p 一 p*++*. 所 以 , 应 用 定理 5.2.13 (1) 即 
得 o'* 一 p*+. 综合 前 述 结果 , o 三 P*+ 

类 似 地 , 可 以 证 明 w+* mon. 

(14) 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (A113) 及 本 定理 (1), (3) 得 (注意 -y 就 是 p L) 


p= (pt V L) ^(e* V L'*) A (pV e* V L**) 
met^et^oVot)mot ^ev et). 


这 里 应 用 了 o + mo +Ap + 结论 , 实际 上 它 可 由 定理 5.2.12 (T21) 及 定理 5.2.13 (2) 
推出 . 

(15) 由 定义 5.2.8 中 的 公理 (Axl3)p — v = (e* V Y) A (pt V y+) A (p V ev 
v **), 应 用 (14) 及 定理 5.2.12 (T28) WẸ y — v = (+ V v) ^ (^e V y+). 

由 定理 5.2.13 及 定理 5.2.14 可 知 , 可 证 等 价 = 是 F(S) 上 的 同 余 关 系 . 综合 上 
述 结果 可 得 : 

定理 5.2.15 [F] 是 F(S) 关于 可 证 等 价 关系 = 的 商 代数 , 则 ([F]; V, ^, 
*,*, @, 一 , [1], [T]) 构成 一 个 RSL 代 数 , 这 里 , [F] 中 序 < 的 定义 为 Vp, ve F(S), 
le]«iv] 当 且 仅 当 eo, 而 [F] 上 的 运算 为 典型 运算 , [T] 表示 系统 RSL 中 定理 
所 在 的 等 价 类 . 

对 于 形式 系统 RSL, 给 出 如 下 语义 解释 . 

ENX 5.2.10 i (L; V, ^, *,*, Q, 一 , 0, 1) 是 一 个 RSL- 代 数 , 函数 v: F(S) 一 
L 叫做 一 个 二 赋值 , 如 果 v 是 (V, ^, *,+, 6, 一 ) 型 同 态 . 如 果 公式 pe F(S) 对 任 
意 LRE v 均 有 v(o)-1, 则 称 o 是 LERA, WA Ere- 

定义 5.241 B F(S) 是 形式 系统 RSL 中 的 所 有 公式 之 集 , (U, R) 是 一 个 近 
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似 空间 . 映射 
v: S Sb,(U, Ry; Vp € S,v(p) = (Xa, Xu), 这 里 X CU. 


如 果 上 述 映射 v 保持 运算 (v，A，*,+，@, 9), WE v Æ (U, R) 上 的 一 个 赋值 ， 
v(p) = (Xa, Xu) 解释 为 原子 命题 p 在 所 有 Xa 的 情形 下 成 立 , 而 在 任何 X, 之 外 
的 情形 下 不 成 立 . 上 述 赋值 函数 v 可 自然 扩展 到 所 有 公式 之 集 F(S), 仍 称 其 为 赋 
值 . 如 果 公式 pe F(S) 对 任意 赋值 v 均 有 uv(p)=TI=(U, U), 则 称 p 是 重 言 式 , 记 为 
Fe 

EA, (U, R) 上 的 一 个 赋值 实际 上 是 标准 RSL- 代 数 (Sb.(U, R); V, ^, *,*, 0,1) 
上 的 赋值 . 

定理 5.2.16( 形 式 系统 RSL 的 标准 完备 性 定理 ) ”形式 系统 RSL 关于 标准 
RSL- 代 数 是 完备 的 , 即 对 任意 公式 we F(S), 以 下 条 件 彼此 等 价 : 

(1) o 是 系统 RSL 中 的 定理 , 即 上 g. 

(2) o 对 任意 RS 代数 L 来 说 是 矿 重 言 式 , 即 Hro. 

(3) p 对 任意 标准 RS 代数 ( 即 由 某 近 似 空间 确定 的 ) 来 说 是 重 言 式 , 即 上 o. 

证 明 ”由 系统 RSL 及 定理 5.2.12 ~ 定理 5.2.14, 易于 验证 : 对 任意 RSA 
数 L, RSL 中 的 每 一 公理 都 是 L- 重 言 式 ; 同时 , MP 规则 保持 重 言 式 ， 所 以 由 公 
38. MP 规则 推出 的 所 有 定理 均 是 L- 重 言 式 , Hy >H o, 即 (1) > (2). 

另 一 方面 , 如 果 o 对 任意 RSL- 代 数 L KRE LERA, 则 由 定理 5.2.15 知 p 
对 RS 代数 W —([F]; V, ^, **, @, 一 , [L], [T]) 来 说 也 是 重 言 式 , 即 对 任意 W- 赋 
ti v 有 v(z)-[z] [T], 这 说 明 o 是 系统 RSL 中 的 定理 , 即 上 v. 所 以 (2) e (1). 

(2) = (3) 是 显然 的 , 下 证 (3) > (2). 

只 需 证 明 : 若 有 公式 p 对 某 个 RS 代数 工 来 说 不 是 LEES, WAR yX 
某 个 标准 RS 矿 代数 来 说 也 不 是 重 言 式 . 若 p 对 某 个 RS 三 代数 L 来 说 不 是 L-E 
言 式 , 则 存在 一 个 赋值 v: F(S) — L, v(p)#1. 根据 定理 5.2.3, 必 存 在 一 个 近似 空 
Ù) (U, R) 使 得 L 与 标准 RSL- 代 数 (Sb. (U, Ry; V, ^, *,*, 6D) 同 构 . E FEL 
与 (Sb,(U, R) 之 间 的 同 构 映射 , 则 v 与 f 的 合成 jov (U, R) 上 的 赋值 , 从 
而 (f ovp) I, Bl o 对 于 标准 RSL- 代 数 (Sb.(U, R); V, ^, *,*, 6,7) 来 说 不 是 重 
TX 

iE 5.2.5. (1) 5.2 节 研究 了 标准 Rough 集 模型 的 蕴涵 算 子 问题 ,从 偶 序 对 
( 下 近似 , 上 近似 ) 角度 , 引入 一 种 新 的 Rough 蕴涵 — ND 型 蕴涵 算 子 , 证 明了 
它 的 良好 性 质 , 比如 对 应 的 非 运算 具有 对 合 性 、 可 诱导 一 个 剩余 LE ( 即 ND 型 模 
算 子 )、 可 构成 JMTL- 代 数 等 . 同时 , 将 这 样 的 ND 型 蕴涵 算 子 拓 广 到 一 般 正 则 双 
Stone 代数 中 , 得 到 类 似 结果 . 在 此 基础 上 , 建立 了 基于 Rough 集 的 逻辑 形式 系统 
RSL, 证 明 它 的 标准 完备 性 定理 ( 即 相对 于 由 近似 空间 确定 的 标准 RSL- 代 数 来 说 
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是 完备 的 ), 说 明了 RSL 是 著名 模糊 逻辑 系统 IMTL 的 扩张 , 使 近年 十 分 活跃 的 
两 个 不 同 的 非 经 典 逻辑 研究 方向 紧密 地 结合 起 来 了 . 需要 指出 的 是 关于 源 于 模糊 
逻辑 的 代数 结构 与 源 于 Rough 集 的 代数 结构 之 间 的 联系 , 是 一 个 值得 进一步 研究 
的 课题 (文献 [222] 给 出 一 些 初步 的 结果 ). 

(2) 系统 RSL 不 仅 有 上 述 理论 上 的 重要 意义 , 而 且 有 一 定 应 用 价值 . 在 此 之 前 ， 
Rough 蕴涵 用 来 描述 决策 表 中 的 决策 规则 , 而 ND 型 Rough 蕴涵 是 从 Rough 集 的 
偶 序 对 ( 下 近似 , 上 近似 ) 表示 出 发 的 , 而 ( 下 近似 , 上 近似 ) 可 以 表示 基于 知识 
库 的 概念 (包括 模糊 概念 ), 从 而 ND 型 Rough 蕴涵 可 以 表达 概念 之 间 的 关系 , 因 
此 形式 系统 RSL 可 以 作为 近似 推理 的 逻辑 基础 , 根据 已 有 概念 间 的 联系 导出 潜在 
的 知识 及 其 联系 . 此 外 , 本 文 构造 比 涵 算 子 的 方法 对 区 间 值 模糊 逻辑 和 直觉 模糊 逻 
辑 也 有 一 定 参考 价值 . 当然 , 如 何 发 抉 系统 RSL 的 应 用 价值 并 具体 应 用 到 知识 处 
理 领域 , 是 值得 进一步 深入 研究 的 问题 . 
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Rough 集 理论 的 一 个 重要 研究 方向 是 对 Pawlak 标准 Rough 集 模型 进行 推广 ， 
以 便 应 用 于 更 一 般 的 情形 . 目前 , 已 在 各 种 不 同 框架 下 建立 起 多 种 广义 Rough 集 模 
型 [223~225], 而 从 代数 角度 出 发 进行 推广 研究 的 主要 思路 是 将 作为 标准 Rough 上 、 
下 近似 算 子 的 承载 结构 一 一 RRS (20, U, N, ~, 0, U) 推广 到 更 一 般 的 代数 
结构 上 , 建立 基于 这 些 代数 结构 的 广义 Rough 集 模型 以 拓宽 Rough 集 的 应 用 范 
E. 例如 , 文献 [226]~[230] 中 分 别 建立 了 基于 分 子 格 、Boole 代数 、 完备 的 完全 分 配 
格 、De Morgan 代数 等 的 广义 Rough 集 模 型 . 本 节 主 要 介绍 基于 Boole 代数 、De 
Morgan 代数 的 Rough 近似 的 基本 概念 和 性 质 . 
5.8.1. Boole 代数 上 的 广义 Rough 集 模型 

定义 5.3.1 977. V (L; v, ^, ', 0, 1) 是 Boole 代数 .L 的 非 空子 集 Lo WAH L 
的 一 个 划分 (partition), 如 果 : 

(1) v(z|z € Lo}=1. 

(2) Yz, y € Lo, £ ^ y=0. 

定义 5.3.2 227 3$ (Liv, ^, ', 0, 1) Æ Boole 代数 , Lo 是 L 的 一 个 划分 . 5E 
义 算 子 R-:L> LA R:L> LF: 


Vz € L, R- (z) = V{s € Lo|s < z}, R~ (zx) = V(s € Lo|s^z # 0). 


分 别称 为 工 上 的 (广义 )Rough 下 、 上 近似 . 称 R(z) = (R-(z), R-(z)) 为 z 在 近 
似 空间 (L, Lo) 上 的 Rough 集 . 
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定义 5.3.3 27 Wb (L; v, ^, ', 0, 1) 是 Boole 代数 , Lo 是 L 的 一 个 划分 ， 
S=(L, Lo) 为 近似 空间 , 定义 W—(R(z)|z e L)?s 工 上 所 有 粗糙 集 构成 的 集合 . 当 
R.(z) = R-(s) 时 称 z 为 可 定义 的 ; 当 R (z) z R-(z) 时 称 z 是 不 可 定义 的 . 
对 于 任意 z,y € L, 3$ R_(z) < R- (y), R-(z) < R-(y), 则 称 z 粗 小 于 等 于 y, 
WE R(z) < R(y). 车 R_(z) = R-(y), R-(z) = R-(y), 则 称 z HEF y, 记 为 
R(z) = R(y). 

定理 5.3.1027204— Wb (L; v, ^, ', 0, 1) Æ Boole 代数 , Lo 是 L 的 一 个 划分 ， 
R- Ñ R- 为 工 上 的 Rough 下 、 上 近似 算 子 , 则 (vz, y € L) 

(1) R-(0)-0—R- (0), R-(1)-1—-R" (1); 

(2) R-(z) < z < R^ (z); 

(3) R-(R- (z))- R- (z) = R- (R- (z)), R-(R (2))=R (z) = R- (R^ (2); 

(4) R-(z ^y) = R-(z) ^ R- (y), R (z) V R- (y) = R (z V y); 

(5) R-(z)-(R" (z^), R- (z)-(R- (2^); 

(6) z < y > R-(z) < R-(y, z < y > R- (z) < R- (y); 

(7) R-(z ^y) < R- (z) ^ R (y); 

(8) R-(z V y) > R-(z) V R- (y). 

注意 (7), (8) 两 个 不 等 式 , 一 个 自然 的 问题 是 如 何 将 它们 转变 成 为 等 式 ? 或 者 
Vi, 能 否 找到 z, w e L, 满足 : 


R7 (z) - R- (z) V R- (y), R-(z) = R-(z) V R- (y); 
R-(w) — R-(z) ^ R-(y), R^ (w) = R-(z) ^ R- (y). 


下 面 的 定理 可 以 给 出 一 个 满意 的 回答 . 

定理 5.3.2 ” 设 (L; V, ^, ', 0, 1) 是 完备 的 完全 分 配 Boole 代数 , Lo 是 工 的 
一 个 划分 . 对 于 任意 z, y € L-(0), 若 取 z=(V{t € Llt < z, t^ mio, y)-0) vy, 
w-[r V ra(z, y))^y, 这 里 ni(z, y) = V(s € Lols < z Vy, s € z, s € y}, ro(o, 
y) = V(s € Lols ^ (£ ^ y)=0, s A z £0, s ^ y #0}, 则 

(1) R-(2) = R-(») V R- (yj 

(2) R^ (z) = R- (z) V R- (y); 

(3) R-(u) = R- (2) ^ R- (y) 

(4) R-(v) = R-(z) ^ R- (y). 

证 明 (1) 只 需 证 明 v{s € Lols < z)-R. (z) V R (y), E R- (x) V R- (y) 是 集 
(s € Lols < z} 的 上 确 界 . 

首先 证 明 R (z) v R_(y) 是 {s € Lols < z} 的 上 界 . 设 se Lo, s <z. 分 以 下 情 
Wie: 
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G) WR s < s RÆ s < y, M s < RR_(z) 或 者 s< R_(y), 于 是 s< R-(z)V 
R-(y). 

Gi) WR sz Hs£ybBs«z«zcvyH z 的 定义 可 知 z<zVvy), 故 
s&n(z, y) 又 


S —8^z 
—s^[(Vfte Lit < zot^ri(z,y) = 0}) V y] 
= [s A (V(t € L|t < z, t ^ri(z, y) = 0))] V (s^ y). 


由 于 工 为 完备 格 且 满足 无 限 分 配 律 , 所 以 


s^(V(te L|t < zt ^ i(z, y) = 0)) 
= V(s^t|te Lt «az, t^ni(z,y) = 0} 
< V(s^tite Lt&z,s^t^n(zy)-0) 
= V {sAt|t € Lt&z,s^t-0) (因为 s < ni(z,y)) 
=0. 


所 以 s=(s A (V{t € Llt < z, t^ri(z, y)=0}))V(s A y) = s Ay, Bl s < y, 这 与 假设 
sy 矛盾 . 这 说 明 sgart sgy 不 能 同时 成 立 , 即 此 情况 根本 不 存在 . 

以 上 结果 说 明 ,R_(z) v R_(v) 是 集合 {s € Lols < z} 的 上 界 , 从 而 R-(z) < 
R-(z) V R-(y). 

其 次 ,证 明 R (z)V R- (y) < R-(z) RX. HF R (z)VR-(y) = V(se Lols < z 
或 s < y}, 故 只 需 证 明 V{s € Lols < z IÈ s < y) & R-(z), 这 就 是 要 证 明 R (2) 是 
集合 {se Lols<z 或 s 和 分 的 一 个 上 界 . 假设 se Los <e Bs y, 下 面 分 两 种 
情况 证 明 s < R_(z): 

(i) 3 s < y if, A s <y <z(H z 的 定义 可 知 y<z), 故 s< R-(z). 

(i) 34 s g y 时 , 由 假设 (s < z B s <y) 知 此 时 必 有 s < z. 从 集合 ri(s, 
y)={s1 € Lolsı < £ Vy, sı £ z, s1 关中 任 取 一 个 元 素 5, JU s 入 si=0( 根 据 划分 
的 定义 ). 于 是 


s^n(z,y)-s^(V(s € Lolsı < 2 Vy,s1 €z,5 € y) 
-V(s^s|n € Los &«zVy s £z, € y) 
-0. 


从 而 s efte Llt < z, t^ri(z, y)=0}, 进而 s < V(t € Llt < z, t^ri(z, y)-0), 于 是 
s < z. 由 下 近似 的 定义 得 s < R- (2). 
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综 上 , 对 任意 € Lo, 35 s < z BÈ s < y, Bl s < R-(2). XB] vfse Lols« z 
BR s < y}< R-(z), Bl R-(z) V R-(y) < R-(z) 成 立 . 所 以 (1) 为 真 . 
(2) 只 需 证 明 v(s € Lols Az 0) -R-(z) V R- (y), 即 R-(z) v R-(y) 是 集 
合 {s € Lols A z ZOM LRF. 
先 证 明 R-(z) V R- (y) 是 集合 {s € Lols Az #0} 的 上 界 . s € Lo, sA z #0. 
由 于 
s^z—s^[(V(te Llt < zt ^ri(z,y) = 0}) V y] 
— [s^ (V(t € Llt < z, t ^ri(z, y) = 0))] V (s Ay) 
70, | 


所 以 s ^(V(t € Llt < z, t^ ri(z, y)=0})#0 RÆ s Ay #0. 当 sAy #0 时 , 有 
s < R-(y) < R-(z) V R"(y. = sA (v{t € Llt < z, t^ri(z, y)-0))z0 时 , 有 
s AT > sA (V{t E Llt < z, t^ ri(z, y)-0])Z0, 从 而 s < R-(z) < R-(z) V R- (y). 
这 说 明 R-(z) V R- (y) 是 集合 {s € Lols ^ z #0} 的 上 界 , 即 v(s € Lols Az #0}< 
R7 (z) V R- (y), 亦 即 R-(z) < R-(z) v R- (y). 

接 下 来 证 明 R-(z) v R- (y) < R-(z) 成 立 . 容易 验证 R-(z) V R (y) = v{s € 
Lo|s ^z #0 BÈ s Ay #0}, 故 只 需 证 明 V{s € Lols Az #0 BÈ s Ay #0}< R-(z). 这 
只 需 证 明 R (2) 是 集合 {s € Lo|s^z #0 BÈ s Ay #0} 的 一 个 上 界 . 假设 s € Lo, 
shz 70 或 sy #0, 下 面 分 两 种 情况 证 明 s < R-(z): 

(i) 当 sAy=0 时 , 必 有 s Az Z0. 此 时 再 分 如 下 两 种 情况 讨论 : 

E s < z, 任 取 集合 {sl € Lon «zVy si $ z, si X 四 中 的 一 个 元 素 s 有 
3 人 81=0( 由 划分 Lo 的 定义 ), 于 是 


s^n(ny-s^(VineLon&zVvystfzstfy) 
=V{s A sı|sı E€ Los &zVys€zs£y) 
=0. 


从 而 s e(te Llt < z, t^ ri(z, y)=0}, S s < v{t € Llt < z, t Ari(z, y)=0}< z, 3t 
Tü s < R-(z). 

E s d z, 则 容易 得 到 s 关 zVy. 任 取 集合 {si € Lolsi < zVy, sı £ z, sı $ y}P 
的 一 个 元 素 sı 有 s 人 s1=0( 由 划分 Lo 的 定义 ), 于 是 


s^n(z,y)-s^(Visi e Los &«zVysi zs € y}) 
=V{s A sı|sı €Los&zVys£nnfy) 
=0. 
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令 五 =sAzz#0( 根 据 假设 zy € L-(0)), W t ^ri(z, y) < s^ri(z, y)=0, 从 而 


tı «V(teL|t&zt^n(z,y)-0), 

sAz=sA |(V{t € Lit < z, t ^ri(z, y) = 0)) V y] 
Zt ^(V(te Lt < zot^ri(z,y) = 0}) 
=t #0, 


从 而 s < R-(z). 

(ii) 44 s Ay ZO Rf, A sA z> s Ay #0, PIEÀ s < R- (2). 

(3) 只 需 证 明 v(s € Lo|s < w)—R- (x) AR. (y), Bl R- (z)AR. (y) 是 {s € Lols < 
wH ERF. 

先 证 明 R (z)^ R_(y) 是 集合 {s € Lols < w} 的 上 界 . Ws e Lo, s < w. 由 于 
w=|z V r2(z, y)] ^y, 所 以 s < y H s < z V ro(z, y). 进而 s < R (y). 可 以 断定 
s € ralz, y), 分 两 种 情况 说 明 : Æ s ^ (z^y)—0, 则 sA(zAy) = sAz=0( 因 为 s < y), 
从 而 s d ro(z, y) = V{s1 € Loļsı A(z Ay)=0, sı Az #0, sı Ay #0}. 车 sA(zAy) #0, 
则 显然 有 s d 72(z, y) = V(s1 € Lolsi A (£ Ay)=0, sı ^z #0, sı ^y #0}. 于 是 ， 


8 Ara(z,y) = s A (V{s1 € Lolsi A (£ Ay) =0,s1 ^z # 0,51 Ay # 0}) 
= V(s^sili € Los A (£ Ay) =0,s1 Az #0,s1 Ay #0}) 


Zi (Bl s 不 等 于 任何 s1) 
所 以 
s= s A (z£ V ra(z,y)) MEER AEN 
= (s AT) V (s A r2(z,y)) 


— (s^a), 


于 是 s< z, s < R (z). 再 由 前 述 已 证 s < R (y) 可 得 s< R (z) AR. (y) 恒 成 
立 , 这 说 明 R. (z) AR. (y) 是 集合 {s € Lols < w} 的 上 界 , 即 R_(w) < 已 (z)AR. (y). 

下 证 R_(z) 和 AR_(y) < R- (w) 成 立 . 容易 验证 R_(z)AR_(y)=V{se Lols < z 
E s < 中. 故 只 需要 证 明 v(se Lols < z H s < y )& R_(w). 这 只 需 证 明 R_(w) 
是 集合 {s € Lols < z H s < 包 的 一 个 上 界 . 假设 se ro ss z 且 sx<y, 则 
s S £ Ay lz V ro(z, y)]^y = w, 所 以 s < R-(w). 

(4) 只 需 证 明 v(s € Lo|s ^w z0)—R-(z) A R- (y), Bl R-(z) ^ R- (y) 是 {s € 
Lo|s ^ w Z0) f] LMJ. 

先 证 明 R-(z) A R- (y) 是 集合 {s € Lols^w z0)ff] EJ. 3 s € Lo, s^w #0, 则 
sny > 5^w #0 (根据 w 的 定义 ), 故 s < R- (y). 又 由 于 sA[z Vr2(z, y)]2 s^w #0, 
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从 而 (sAz) V (s ^ra(z, y)) #0, 所 以 sz #0 或 者 sAra(z, y) #0. 分 两 种 情况 
Wie: 
当 sAz #0 时 , s < R-(z). 再 由 前 述 已 证 s < R- (y) 可 得 s < R-(z) ^ R- (y). 
2 sAro(z, y) #0 时 , 由 于 


s^ra(z,y) = 8 A (V{s1 E Lolsi A (z Ay) =0,s1 Az X0,531^y #0}) 
= V {sA sı|sı E€ Lo,s1 A (£ Ay) =0,8s1 AT #0,s1 Ay #0}) 
#0. 


所 以 存在 集合 {si € Lo|si ^(z^y)90, sı Az #0, si ^y #0} 中 的 元 素 si 使 得 sAsl #0, 
此 时 必 有 s = s1, W s Az #0, 所 以 s < R-(z) 成 立 . 于 是 s < R (r)a R (y). 这 
说 明 R-(z) ^ R- (y) 是 集合 {s € Lols ^ w #0} 的 上 界 , 即 v(s € Lols Aw #0} < 
R7 (z) ^ R7 (y), 亦 即 R-(w) < R-(z) ^ R- (y). 

下 证 R-(z) ^ R-(y) < R7 (w) 成 立 . 容易 验证 R-(z) ^ R- (y) = V(s € Lo|s ^ 
x #0 H sy #0}. 故 只 需要 证 明 v(se Lo| s Az #0 H s^y z0)« R-(w). 这 只 
需要 证 明 R-(w) 是 集合 {s € Lols Az 40 且 s^y 0} 的 一 个 上 界 . 假设 s € Lo, 
s 人 Zz 了 #0 且 s 和 y #0, 分 两 种 情况 证 明 s < R-(w): 

(i) 4 s A (z Ay)=0 时 ,有 s < r(z, y), 所 以 


s Aw = s ^[(z V ra(z,y)) Ay] 
= s A |(z Ay) V (r(z, v) ^ v)] 
—sA^ro((z,y)^y 
—-s^y0. 
Bibl s < R-(u). 
Gi) 34 s ^ (z ^y) #0 时 ,有 
s Aw = s A |(£ V r2(z,y)) ^v] 
= [s A (z£ Ay)] V [s A r2(z,y) ^v] 
2s^(zA^y)70. 
所 以 s < R7 (w). 
综 上 所 述 , R-(w) = R- (z) ^ R- (y). 
注 5.3.1 ”上述 定理 中 假设 z, y € L-(0), 主要 是 为 了 z, w 的 构造 表达 式 可 


以 统一 书写 . 实际 上 , 当 z 或 y 为 0 时 , 定理 的 结论 也 成 立 . 比如, 若 y=0, 则 取 
z= s 即 可 得 到 R_(z) = R-(z) V R- (y), R-(z) = R-(z) V R- (y). 
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5.3.2 Boole 代数 上 广义 Rough 集 模型 中 的 蕴涵 算 子 


对 于 标准 Rough 集 模型 来 说 , 构建 Rough 蕴涵 算 子 的 方法 大 致 有 两 种 : 其 一 
是 从 Rough 集 的 偶 序 对 ( 下 近似 , 上 近似 ) 表示 出 发 , 定义 这 种 偶 序 对 之 间 的 蕴涵 
运算 . 如 5.2 节 的 ND 型 蕴涵 wp. 其 二 是 从 Rough 集 的 无 交 (disjoint) 偶 序 对 
( 下 近似 , 上 近似 的 补 ) 表示 出 发 (这 样 的 序 对 又 称 为 “必然 -不 可 能 对 ”necessity- 
impossibility pair, 或 “内 -外 算 子 对 "interior-exterior)， 定义 其 上 的 列 涵 运算 . 比如 
Cattaneo 和 Ciucci 在 文献 [231], [232] 中 定义 的 蕴涵 算 子 一 >a; 文献 [233] 中 讨 
论 的 蕴涵 算 子 “~>” 也 属于 这 一 类 . 本 节 将 ND WANA 一 wp 及 蕴涵 算 子 >L, >c 
推广 到 Boole 代数 上 广义 Rough 集 模型 中 , 这 是 作者 在 文献 [218], [222] 中 的 基本 
结果 . 

定义 5.3.4. WE (L; V, ^, ', 0, 1) 是 Boole 代数 , 令 


SA(L) = (my) e Lx Liz <y}, 0— (0,0), I = (1,1). 
且 对 任意 (, v), (zl, y1), (z2, y2) ESA(L) 定义 


(1,31) € (12,92) 当 且 仅 当 z1 < 12,41 < ya 
(1,91) U (22,92) = (z1 V 22,41 V y2), 
(1,91) N (22,92) = (T1 A 22,91 ^ Yo), 
(zy) = (y) 
则 称 (SA(L); U, N, *, 0,1) 为 工 上 的 广义 粗 Stone 代数 . 若 在 广义 粗 Stone 代数 中 
再 定义 如 下 一 元 运算 : 
(z,Y)+ = (5,2), Vz,y) € SAQ), 


则 称 (SAL); U, N, *,+, 0, 1) 为 工 上 的 广义 双 粗 Stone 代数 . 

$ 5.3.2 上 述 定义 表面 上 看 与 Boole 代数 上 的 Rough 集 没 有 关系 , 但 其 实 
质 是 Boole 代数 上 由 Rough 近似 组 成 的 偶 序 对 ( 下 近似 , 上 近似 ) 的 抽象 , 之 所 以 
没有 直接 写成 形式 (R_(z), R-(z)), 其 目的 是 为 了 保证 运算 的 封闭 性 

ÆN 5.3.5 Ù (L; V, A’, 0, 1) Æ Boole 代数 , 令 


NA(L) = {(z,y)lz,y € Ls ^y =0}, ġ= (0,1), i= (1,0). 
BIHER (z, v) (zt 9i). (22, 92) ENA(L) 定义 


(1,91) U (2,92) = (21 V 22,91 ^ Y2), 
(1,91) N (22,92) = (T1 A 22,91 V Y2), 
DG y) = (y, 7), 

~ (zy) = (2^2), 
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则 称 (NA(L); U, N, ^, ~, ġ,i) 为 工 上 的 广义 粗 Nelson 代数 . 

注 5.3.3 ”上 述 定义 中 , NA(L) 的 元 素 没 有 使 用 序 对 (R_(z)，(R-(z))) 表示 
方式 , 其 目的 是 为 了 保证 封闭 性 . 

定义 5.3.6 3123] ”一 个 代数 系统 (A; >L, 一 c, 0) 称 为 是 一 个 Heyting Wa- 
jsberg (HW) 代数 , 如 果 A 是 非 空 集 , 0 € A, >r 及 >c 是 4 上 的 二 元 运算 且 
满足 : 

(HW1) a >g a —1; 

(HW2) (a >c b) nb — b; 

(HW3) a >c (bn c)-(a >g b) n (a 5c c); 

(HW4) an (a >g b) = anb; 

(HW5) (aU b) >c c=(a >g c) n (b >e c); 

(HW6) 1—7 a = a; 

(HW7) a — (b rc) = ^(a >z c) ^ ^b; 

(HW8) (a —G b) U (b >c a)-1; 

(HW9) 
这 里 , 定义 -a = a >z 0, 1—-0, anb = ^((2a >; =b) >; -baUb=(a >; b) >; b. 

定义 5.3.7 — VE (Zi V, ^,', 0, 1) Æ Boole 代数 ， (SA(L); U, N, *, 0,1) 为 工 上 的 
广义 粗 Stone 代数 . 定义 SA(L) 上 的 算 子 一 wp 如 下 : V(zi, yı), (£2, y2) ESA(L), 


(a >a b) >z (a >z b)=1 


(z111) 一 ND (22,92) = (yi V 2 V (ya ^ 21), 2 V ya). 


称 为 54(L) 上 的 ND 型 蕴涵 算 子 . 

容易 证 明 如 下 结果 . 

定理 5.3.3 ”定义 5.3.7 中 蕴涵 算 子 一 wp 的 表达 式 与 下 述 等 式 等 价 (Wa, 
yi): (z2, y2) ESA(L)): 


(1.91) 一 ND (22,92) = (i V 22) ^ (y; V ya) 2 V y2). 


定理 5.8.4 — Wt (L; V,^/,0,1) 是 Boole 代数 , (SA(L); U, N, *, 6,7) 为 工 上 的 
广义 粗 Stone 代数 , 一 wp 是 SA(L) 上 的 ND 型 蕴涵 算 子 , 则 对 任意 a, b cSA(L) 
成 立 : 

(1) a vp (aUb) =T; 

(2) (a Np b) U (b >n a) = I; 

(3) (a >np 0) >np 9 =a. 


证 明 ER (3) 很 易 验证 , 以 下 仅 证 (1), (2). B a, b ESA(L), & a = (zi yi), 
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b = (z2, ya), 则 


a up (aUb) — (21, y1) 一 ND (T1 V T2, y1 V y2) 
= (y; V (m V z2) V [(y1 V y2) ^ zi) 2i V (y1 V y2))- 


由 分 配 律 可 将 上 式 右 端的 第 一 个 分 量化 为 


WV (z1 V 22) V [n V y2) ^ 21)] 
= [yi V (31 V 22) V (yi V y2)] ^ MV (z1 V 22) V z4] 
= [G9 VI) V (z1 V 22) V ya] ^ [(zi V 22) V V z1] 
= [1 V (zi V z2) V y2] A [1 V yi V zi] 
z1Al1z1. 


而 由 zi <y 可 得 W < zi 进而 有 1=yi V yi < z, Vy, BI ri V y 1. 故 前 述 等 式 
右 端的 第 二 个 分 量 为 xiV (n V ya) (25 Vn) Vy=1Vy2=1. 所 以 q 一 p (aub) = (1, 
1)21, (1) 得 证 . 

下 证 等 式 (2) 成 立 (应 用 定理 5.3.3 中 的 等 价 定义 , 并 应 用 已 证 等 式 r, Vy=1 
z} V ya—1): 


^ 


(a — vp b) U (b ^p a) 
— (1,31) 一 ND (22,92)) U (2,92) AND (21,1)) 
(zi V 22) ^ (y V y2) i V y2) V (5 V z1) ^ (o V i) 25 V y1) 
(zi V 22) ^ (vi V y2)] V ((z V 21) ^ (y3 V vi) (2 V y2) V (x5 V 1n) 
(xt V 22) ^ (vi V v2)] V (x V z1) ^ (và V vi) (zh V y) V (25 V 2) 
( 
( 


"ow mw 


[(zi V 22) ^ (yt V y2)] V [x2 V 21) ^ (y V yi)] 1 V 1) 
K(zi V 22) ^ (yi V y2)] V [zh V 21) ^ (ys V 1)] 1). 


由 分 配 律 可 将 上 式 右 端的 第 一 个 分 量化 为 


[zi V 22) ^ (yi V ya)] V [x5 V z1) ^ Qo V )] 
= (ri V 22) ^ (vi V y2)] V (25 V 21)) ^ {l(t V 22) ^ (Vt V y2)] V (v V 9) 
= ([zi V 22) V (z3 V 21)] ^ [(yt V 2) V (22 V z1)]} 
MIE V 22) V (ya V y1)] ^ [Gi V v2) V (ys V )]) 
= ([zi V 21) V (z3 V 22)] ^ [(22 V y2) V (y V z1)]} 
Alit Vy) V (ya V 22)] ^ (GA V 9) V (o V yo)]} 
={(1 V 1) A [LV (yi V z1)]} ^ {IL V (2 V 22) ^ 1 V D) 
=1. 


从 而 (a 一 wp b) U (b —-xp a) = (1, 1)—1, 即 (2) 为 真 . 
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定义 5.3.8” 设 (L; V, ^, ', 0, 1) 是 Boole 代数 , (SA(D); U, N, * 6.) 为 工 上 
的 广义 粗 Stone 代数 . 定义 SAIL) 上 的 算 子 @wp 如 下 : V(zi yi), (£2, y2) ESA(L), 


(1,91) BND (12,2) = (z1 ^ za. ji ^ ga ^ (21 V 22). 


称 为 S4(Z) 上 的 ND 型 模 算 子 . 

定理 5.3.5. WE (L; V, ^,^, 0, 1) 是 Boole 代数 , (SA(L); U, N, *, D) 为 工 上 
的 广义 粗 Stone 代数 , &wp 是 SA(L) 上 的 ND 型 模 算 子 , W (SA(L); @wp, I) 是 
以 了 为 单位 的 交换 半 群 . 

直接 验证 即 可 , 证 明 略 去 . 进一步 可 以 得 到 如 下 结论 : 

定理 5.8.6 UL (L; V, A, ", 0, 1) Æ Boole 代数 , (SA(L); U, N, *, 6D) 为 工 上 
的 广义 粗 Stone 代数 , 一 wp, Ono 分 别 是 SA(L) 上 的 ND 型 蕴涵 算 子 及 ND 型 模 
算 子 , WW (SA(L); U, N, @wp, 一 wp, 6, 1) 构成 一 个 TMTL- 代 数 . 

证 明 ”简单 性 质 直接 检验 即 可 , 这 里 仅 证 明 以 下 等 式 成 立 (其 中 (2) 用 于 证 明 
伴随 性 ): Va, b, c eSACL), 

(1) (a&wp b) >np ¢ = a >np (一 ND c). 

(2) (anp (a >n b))Ub = b. 

不 妨 设 a= (zu yi), b= (22, y2), € = (za, ys), W 


(anp b) —^xp c= (z1 A zo yi ^ ya A (21 V 22)) >n (zs, Vs) 
= (ly ^ ya ^ (21 V z2)]' V za V [ys ^ (z1 ^ z2)'], (zx ^ 22)! V ys) 
= ([vi VW V (4 ^ 22)] V zs V [ys ^ (zi V 22)], (z1 V 23) V ys) 
= (yi V yh V (z4 ^z2)] V zs V (ys ^ zi) V (ys ^ 22)], zi V (23 V va)) 
= (yi V lys V zs V (ys ^ z9)] V [(z1 ^ à) V (ys ^zi)], zi V (25 V ys)) 
= (y4 V [ya V zs V (ys ^ 25)] V [ri ^ (25 V ys)], zi V (72 V ys)) 
=a Np (WV zs V (ys ^ 25), 25 V y3) 
一 4 一 ND (b—wp 6). 


下 证 (2) 成 立 : 


(anp (a —xpb))Ub 
=bV (a np (zi V z2) A (y1 V y2); zi V va)) 
=bV (zi A (zi V 22) A (yi V y2), tn A (z1 V ya) 
A{z V [Gi V z2) A (i V y2)]}) 
=b V ([(z1 A 24) V (z1 ^ 22) A QA V y2), y1 A (ri V vo) 
M (z1 V zi V z2) ^ ls V Gi V y2)1}) 
=b V ([0 V (z1 ^z2)] A (yi V y2), y1 ^ (rh V v2) 
AL. V 22) ^ [i V (yi V y2)]}) 


53 关于 广义 Rough 集 模型 -159- 


= (22,2) V ((z1 ^22) ^ (yi V y2) 3i ^ (zi V y2) ^ [z1 V (yi V v2)]) 
= (r2 V [(z1 ^ 22) ^ (vi V y2)] y2 V {y1 ^ (zi V y2) ^ [z1 V (y1 V v2) 
= ([za V (z1 ^ 22)] ^ [z2 V (yi V y2)] (yo V 1) 
^lya V (zi V y2)] ^ [y2 V z1 V (yi V y2))) 
= (za ^ [ra V (yi V 92] (y2 V y1) ^ (x5 V y2) ^ (x1 V y V y2)) 
= (£2, [y2 V (y1 ^ z1)] ^ [ya V (i V y) 
2,92 V [gi ^z1) ^ (21 V y) 
a, ya V (25 ^ [gn A z1) V (n ^ v)]D 


( 
= (z2,y2 V (21 ^m1)) 
= (z2,y2 V 0) 


下 例 表明 , 一 般 情 况 下 (SAL); U, N, @wp, 一 wp, 0, 了 ) 不 能 构成 BL 代数 . 
fi 5.3.1 i L={0, e1, ez, es, ea, es, eo, 1}, 工 上 的 序 关 系 如 图 5.3 PUR. L 
上 的 补 运算 ' 定义 为 : 0'=1, 1-0, el = eg, eh = el eh es, 的 = e2, el = e4, e e, 
Jl] L 是 一 个 Boole 代数 . 考虑 SA(L) 的 下 述 两 个 元 素 : a = (e1, e3), b = (e2, ea). 
易 得 
aNb=(e A e2,e€3 A e4) = (0,0), 
a & (a — b)=a & (e$ V ea V (e4 ^ et), ei V ea) 
= (e1, ea) ® (e4, 1) 
- (e1,0). 
Bibl anb f a & (a — b), BI (SA(L); U, N, &p,—p, 6, I) 不 是 一 个 BL 代数 . 


图 5.3 Boole 代数 示例 
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EX 5.3.9 VE (L; V, ^, ', 0, 1) Æ Boole 代数 , (NA(D); U, N, =, ~, 9, i) X 
工 上 的 广义 粗 Nelson 代数 . 定义 NA(L) 上 的 算 子 >r, >c WF: V(ni, qi) (22, 
y2) € NA(L), 


(1,31) — (22,92) = (2 ^ y2) V (y1 V 22), £1 ^ ya), 
(Gi) >G (12,92) = (a5 A y) V (y1 V 22) 4 A y2) 
分 别称 为 NA(L) 上 的 工 型 和 G 型 蕴涵 算 子 . 
定理 5.3.7 U (L; V, ^, ', 0, 1) 是 Boole 代数 , (NA(L); U, N, =, ~, d, i) 
为 工 上 的 广义 粗 Nelson 代数 , >, >c 为 NA(L) 上 的 工 型 和 G RAAKT, 则 
(NA(L); =L, 一 c, 9) 构成 一 个 HW 代数 . 
WEBB ”根据 定义 5.3.6, 需 证 明 (HW1)~(HW9) 成 立 . 首先 验证 HW 代数 中 对 
^, U, n 的 定义 与 广义 粗 Nelson 代数 中 的 意义 一 致 : 
Va, b ENA(L), 取 a = (zi, y1), b = (ra, y2), 则 


a > $= (iyi) >z (0,1) = (y,21) = ~a; 
7(0,1) = (1,0) 2 1; 
(a >z b) >r b 
= (1 ^u) V (v1 V 22), 21 ^ ya) >z (22,92) 
= (rt ^ y2) V (n V 2] ^u) V [ri Aya) V z2), (^ y4) V (y1 V 22)] ^ y2) 
= ((zi ^ u$) V (n V 22) V ya]! V [(z1 ^ ya) V za], (rt ^ y) V (n V 22) ^ ya). 
上 式 右 端 第 二 分 量 可 化 为 


[zi ^ y2) V (yi V 22)] ^ y2 
= (zi AW Aya) V (n V 22) ^ ya] 
=0 V [(y ^ yz) V (z2 ^ y2)] 
—(W ^y) VO 
=y Ay, 


注意 , 这 里 应 用 了 y, Ay=0, zz 入 加 =0. 而 前 述 等 式 右 端 第 一 分 量 可 化 为 


[zi ^ y3) V (yi V 22) V yal' V [(z1 ^ yz) V z2) 
= {[(z1 V y2) ^ (v3 V y2)] V (yi V 22)) V (z1 ^ y2) V 22 
= (lé V y2) ^ 1] V (i V 22)) V (z1 ^ y2) V 22 
= [(zi V y2) V (ya V za) V [(z1 ^ y2)']' V z2 
= [(zi V y2 Vy V 22) ^ (zi ^ yz) V z2 
= [( V y2 V i V 22) ^ (zh V 2) V z2 
= (zi V (ya Vy V z2) ^ ve] V z2 


53 关于 广义 Rough 集 模型 -161- 


= {z4 V [(y V 22) ^u] V a2 
=[(z1 V yı V 22) ^ (z1 V v3) V 2 
— (2 Van V 22) V (z3 V YS) V 22 
=[(z4 V y1)’ ^ 5] V z2 V (a V 2) 
7 ([(zi V ji) V z2] ^ (25 V 22)) V (1 V v3)' 
= (ri Vy) V z2 V (21 V 3) 
=[(z1 V y1) ^ G5 V v3) V 22 

- [ri V (y ^ v2) V z2 

[zi ^ (yi V y2)] V z2 

= [(z1^91) V (1^ 92)] V z2 

= [z1 V (z1 ^ y2)] V z2 

一 ZL V T2. 


注意 , 最 后 两 个 等 号 分 别 应 用 了 mi Ay = mi on V (ni Ay) = 21. 后 者 应 用 了 吸收 
律 ,前 者 是 因为 : ri = iTi ^ Qn Vy) Gi Au) V (i ^g) 0 V (i Ag) = mi Ay1- 
从 而 得 


(a =>; b) —b-(ziVz2,yi ^ y2) =a Ub. 
(Pa — =b) >z 2b (7a U ^b) = (i, 21) V (y2, 22) 
—(zi^czoy Vy)-anb. 
以 上 结果 表明 HW 代数 中 对 ~, U, 0 的 定义 与 广义 粗 Nelson 代数 中 的 意义 一 
致 . 接 下 来 需要 证 明 (HW1)~(HW9) 成 立 , 这 里 仅 以 (HW3), (HW5) , (HW9) 2958. 
(HW3) 


(a >c 5) N (a ^a c) 
= ((z1 ^u2) V (y1 V 22). A ^2) N (ar ^ vs) V (n V 23) y1 ^ ya) 
= (zt ^ v2) V (n V z2)] ^ [G5 ^ y3) V (yi V 3)] (y1 ^ y2) V (vi ^ ys)) 
= ({[(x1 ^ y) V z2] ^ [G5 ^ y5) V za] V visi ^ (v2 V a) 
= (zi ^ y) V 22] ^ (zi ^u) V ([zi Ay) V 22] ^ za) V y1, t ^ (y V 3) 
(lzi ^ (y2 YS) V (z2 ^ zi Ay) V (1 ^ ya ^as) V (22 ^ zs) V yis ^ (v2 V us) 
= ([(z4 ^ y3) ^ (ya V 22)] V (zi ^ y2 ^ za) V (£2 ^ za) V s yi ^ (V2 V v3) 
= ((zi ^us) Aya] V (x1 ^ y2 ^ zs) V (z2 ^ zs) V ns Vi ^ (yo V va) (5.3.1) 
= ([(z4 ^w2) ^ (y V Za) V (z2 ^ za) V yy A (v2 V ys)) 

((z1 ^ yo ^ us) V (za ^ za) V n i ^ (y2 V ya) (5.3.2) 
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= (li ^ (y2 V vs] V [y1 V (za ^zs)) V ^ (v2 V y3)) 
=a >G (za ^za,y V ys) 
=a >g (bnc). 
注意 , (5.3.1), (5.3.2) 两 步 分 别 应 用 了 y, V za = yh, y V zs = yh 这 是 因为 : yh = 
ya V0—y; V (25 Az2)=(Y V 25) ^ (y3 V 12) (ya ^ra)' ^ (ys V.22)—0' ^ (yh V T2) = yh V T2. 
同 理 可 证 vj V za = v. 
(HW5) 
(a =c c) n (b c c) 
= ((z1 A Ys) V (yi V 23). yi ^ ys) N ((z2 ^ y3) V (y2 V 23), V5 ^ y3) 
= ([(zi ^ us) V (i V 23)] ^ [22 ^ và) V (y2 V z3)], (V1 ^ tis) V (yh ^ ys)) 
= (f(x ^ y3) V (ya V z3)] ^ [(z3 ^ y3) V (ya V za)], (y1 ^ v2) ^ ys). 
上 式 右 端 第 一 个 分 量 可 化 为 
(21 ^ u$) V (yi V 23)] ^ [(z ^ v5) V (y2 V z3)] 
(rt ^ y5) V sn] ^ [(z2 ^ vy) V val) V za 
{(z1 A y5) ^ [(z2 A y3) V val) V {y1 ^ [G2 ^ Ys) V yal} V zs 
= [(zi ^ a ^u) V (z1 A y5 ^ ua) V (i ^ zs ^ y5) V (yi ^ y2)] V zs 
= [(zi ^22 A y3) V (i ^ uS ^ y2) V (y1 ^ zs ^ y3)] V [(y ^ ya) V za] 
= [(zi V 1n) ^ (15 ^ y) V (zi ^ y3 ^ va) V [n ^ y2) V za] 
= (z1 ^a Ay) V (25 ^S ^ ya) V [Gi ^ ya) V za) (5.3.3) 
= [( ^ ys) ^ (z3 V ya)] V [fi ^ y2) V zs] 
= [(z1 ^ us) ^ a5] V [(m ^ y2) V zs] 
= [(z1 V z2)' ^us] V [(y ^ y2) V za]. 
注意 , A (5.3.3) 应 用 了 21 Vy = zi (FIXARE (5.3.1) 说 明 的 方法 证 明 ). 于 是 
(a >c c)N (b ^ c) 
= ((zi V z2) ^ us] V [n ^ y2) V za]; (y1 A y2)! ^us) 
= (z1 V 22,91 ^ y2) >G (2, ys) 
= (aU b) >g c. 


(HW9) 


(a — b) >z (a >z b) 
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= ((z1 ^u2) V (i V 22). 91 ^ y2) 一 5 (x ^5) V (jn V z2), £1 ^ y2) 
= rt A3) V (n V 22) ^ (z1 ^ ya) V (yi Aya) V [(25 A Ys) V (y V 22)]; 
[x5 ^ y2) V (ta V 22)] ^ (1 ^ v2) 
= ([(z1 Ay)’ ^ (n V z2) ^ (z ^ v2] V (yi ^ ya) 
V [(£1 ^93) V (i V 22)], (yi V z2) A £1 ^ uo) 
= (ét Ay)" ^ (gn V 22) ^ (z ^ yz] V (z2 V y1) V (24 V y2), (y1 ^2) A z1) 
= ([(zi ^ y2)' ^ (z1 ^ y2)] V (zi V yo), 0) 
= ([(z1 V y2) ^ (zi V y9)] V (z1 V y2),0) 
= ((zi V y2) V (i V ya)] ^ [Gri V y2) V (z4 V y), 0) 
= (1^1,0) 
= (1,0) 
=i. 
综 上 所 述 , (NA(L); =r, 一 G, d) 构成 一 个 HW 代数 
注 5.3.4 ”有 了 上 述 定理 , 即 可 应 用 文献 [231], [232] 中 关于 HW 代数 的 性 质 
得 : NA(L) 关于 以 下 定义 的 序 构成 分 配 BZ4M 格 232, 上 面 定义 的 U, n BEEK 
上 、 下 确 界 , 办 i 分 别 是 最 小 元 和 最 大 元 : 
V61,31), (22,92) € NA(L), (1,91) < (22,92) 当 且 仅 当 (zi < zo, yo < yi). 
E 5.3.8 U (L; V, ^, ', 0, 1) Æ Boole 代数 , (NA(L); U, N, ^, ~, ó, i) X 
工 上 的 广义 粗 Nelson 代数 , 则 NA(L) 上 的 算 子 一 z 可 等 价 定义 如 下 ; 
Vz1,9), (22,92) € NAD), (1,31) >r (22,2) = (1 V 22) ^ (yo V jn), mi ^ y2). 
证 明 ”对 任意 (z1, y), (za, y2) eNA(L) 有 
(zi V 22) ^ (ya V y1) = lén V 22) ^ y] V (n V 22) ^ uni] 
= [(zi ^v) V (z2 ^ y3)] V [G5 ^ui) V (z2 A wn)] 
= [(zi ^ 2) V z2] V [vi V (22 ^ vi)] 
= [ei ^u) V z2] V yı 
= (z1 ^y) V (n V z2). 
这 里 应 用 了 zi^yh— aci Ay = an (RAR ELEM 5.3.7 的 证 明 过 程 ). 所 以 
(1,91) >z (22,42) = (1 ^u) V (y1 V 22),T1 ^ ya) = (24 V z2) ^ (yo Vy), z1 ^ ya). 
注 5.3.5 ”以 上 结论 表明 , 文献 233] 中 定义 的 蕴涵 算 子 “~” 即 是 “rz”. 
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5.3.8 De Morgan 代数 上 的 广义 Rough 集 模型 


本 节 简 单 介绍 De Morgan 代数 上 的 两 类 广义 Rough 集 模型 . 

EXN 5.3.10 i$ (L; ^, V, ', 0, 1) 是 一 个 完备 De Morgan 代数 , o(L) Æ L 
的 子 集 , 如 果 满 足 : 

(1) 0€ o(L), 1€ o(L); 

(2) VD C o(L), VD € o(D; 

(3) Vr, y € o(L), z^ y € o(L), 
则 o(L) 称 为 L 的 类 拓扑 开 子 系统 (similar topological open subsystem). 

注 5.3.6 ”上 述 定义 是 分 子 格 上 类 拓扑 开 子 系统 概念 999 在 De Morgan 代数 
上 的 推广 . 

EX 5.3.1129 Wr (L; A, V, ", 0, 1) 是 一 个 完备 De Morgan 代数 , c(L) Æ L 
的 子 集 , 如 果 满 足 : 

(1) 0€ c(L), 1e c(L); 

(2) VD € «(L), ^D € c(L); 

(3) Yz, y € c(L), £ V y € c(L), 
则 c(L) RA L 的 类 拓扑 闭 子 系统 (similar topological close subsystem). 

定理 5.3.92] H (L; ^, V, ", 0, 1) 是 一 个 完备 De Morgan 代数 , o(L) È L 
的 类 拓扑 开 子 系统 , 那么 {z'lz € o(L) H& L 的 类 拓扑 闭 子 系统 . 

WEA i 5={z/|z € o(L)), 由 0'=1,1=0, 故 据 定义 5.3.10 (1) 可 得 0, 1e S. 

3 D C S-(z'|z € o(L)), id D'-(a"|z € D). 容易 证 明 D' C o(L), AD-(V(D'). 
由 定义 5.3.10 (2) 可 得 V(D') € o(L). 所 以 AD=(v(D')) € S—(z'|z € o(L)). 

35 a, b € S—(a"|z € o(L)), WW a^, b € o(L), 由 定义 5.3.10 (3) JÆ a' AU € o(L). 
因此 a v b=(a' AV)! € S-(z'|z € o(L)). 

从 而 , 由 定义 5.3.11 知 S={z'lz € o(Z)} 是 工 的 类 拓扑 闭 子 系统 . 

类 似 地 , 可 得 以 下 结论 : 

定理 5.3.10 Ü (L; ^, V, ', 0, 1) 是 一 个 完备 De Morgan 代数 , c(Z) 是 工 的 
类 拓扑 闭 子 系统 , 那么 {z'lz € (D) H& L 的 类 拓扑 开 子 系统 . 

定义 5.3.12. (L; ^, V, ', 0, 1) 是 一 个 完备 De Morgan 代数 , o(Z) 是 工 的 
类 拓扑 开 子 系统 , 对 于 任意 x € L, 定义 如 下 算 子 : 


C-(z) = V(de€ o(D,c&z), C-(z)=(C_(z))’, 


它们 分 别称 为 L 的 下 近似 和 上 近似 . 如果 C (z) = C-(z), WE z 在 (L, o(D)) 
上 是 可 定义 的 ; 如 果 C_(z) z C-(z), 则 称 z Æ (L, o(D)) 上 是 不 可 定义 的 . 序 对 
(C- (z), C7 (z)) KA x Æ (L, o(L)) 上 的 Rough $. 
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EH 5.3.1122 3 (L; ^, V, ', 0, 1) 是 一 个 完备 De Morgan 代数 , o(L) Æ L 
的 类 拓扑 开 子 系 统 , 则 有 

(1) C_(0)=0, C- (0)-0, C- (1)21, C-(1)=1; 

(2) Yz € L, C-(z) < z < C- (zx); 

(3) Yz, y € L, z < y C-(z) < C-(y) R C- (z) < C- (y); 

(4) Vz € L, C- (C- (z))-C- (z), C7 (C^ (z))-C" (z); 
) Yz, y € L, C-(z ^y) = C-(z) AC- (y); 
) Yz, y € L, C" (z V y) = C^ (z) V C^ (y); 
7) Yz € o(L), C-(z) = z; 
8) Vz € L, C. (z)-(C- (2^))'. 

以 下 定理 给 出 了 De Morgan 代数 上 、 下 近似 的 另外 一 种 表达 方式 . 

定理 5.8.12. (L; ^, V, ', 0, 1) 是 一 个 完备 De Morgan 代数 , o(L) 是 工 的 
类 拓扑 开 子 系统 , W c(L)={clc € o()), 那么 


C- (z) = (dd ec(L),z < d}, C-_(z)=(C-(z)). 


(5 
(6 
( 
( 


证 明 ”由 定义 5.3.12 可 得 C-(z)-(C- (z^)'-(V(cle € o(L), c < a')). id 
t = V(cle € o(L), c < z'), U FUE t—^(d|d € c(L), x < d). 

事实 上 , 由 上 的 定义 可 得 t < a 进而 mU, 由 定义 5.3.10 (2) 可 得 t= V(e]e € 
o(L), c < a')e o(L), 所 以 # e c(L), 因此 tefdld € c(L), x < d). 另 一 方面 , 对 任意 
d e(d|d € c(L), z < d), d' € o(L) H d' < a^, FE t IgE X. d' « t, BI t « d, 这 就 是 
yi v ERA {dd € c(L), z < d} 中 的 最 小 元 , BI Y=A{dld € e(L), z < d). 

由 定理 5.3.11 可 得 C. (z)= (C7 (a^). 

Hi 5.3.2 1 X={1, 2, ---, 10}, L = F(X) Æ X 上 的 所 有 模糊 集 构成 的 经 典 
集合 , 那么 (L; ^, V, ', 0, I) 是 一 个 完备 De Morgan 代数 , 其 中 A, v, ' 定义 为 


(v9) = f() vez), Vr eX, 
(f ^gyz) = f(z) Ag(z), Vr eX, 
f(z) =1- f(z), VreX. 
对 Yn € N, 定义 以 下 模糊 集 : 
1 
f.) = | euer 
0, k-10. 
模糊 集 9 和 了 是 指 : 
6: X — [0,1]; &(z) = ovzeXi 
I: X > [0,1]; I(2) = 1,Yz € X. 
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那么 , 容易 证 明 o(L)={fln=1, 2, …}U{0 , I } 是 一 个 类 拓扑 开 子 系统 , 现 定义 模 
糊 集 f, g 如 下 : 


10=1 = O=} Wsi, 9-1 

1 1 1 4 
F6) = zp f= f8)- s. f(9)— 5. f(10) — 0; 
s«O-L = Dsi s 0-L =h, 
sO- p. M= sop «9. s10-0. 


经 计算 得 : C7 (0) = fi, C.) = fi C7 (9) = fo C- (9) = fs. 

下 面 基 于 覆盖 的 概念 给 出 De Morgan 代数 上 另 一 种 广义 Rough 集 模型 . 

定义 5.3.13[229,230| $ (L; A, v, 7. 0, 1) 是 完备 De Morgan 代数 , L 的 非 空 
TR C 称 为 是 一 个 覆盖 , 如 果 满 足 : (eee C}=1. 

定义 5.3.14l229230] i (L; A, y ', 0, 1) 是 完备 De Morgan 代数 , C 是 工 的 
一 个 覆盖 , 对 于 任意  e Lg XU FT: 


C-(z)=Vv{ceClegz}, C-(z)= (C- (z^))'. 


分 别称 为 De Morgan 代数 L 上 的 覆盖 型 Rough 下 、 上 近似 . 

容易 看 出 ， 前 述 的 类 拓扑 开 子 系统 和 类 拓扑 闭 子 系统 都 是 覆盖 ， 因此 上 述 定 义 
是 定义 5.3.12 的 推广 . 

定理 5.3.13[229,230| i (L; A, v, ', 0, 1) 是 完备 De Morgan 代数 , C 是 工 的 
一 个 覆盖 , 则 

(1) C-(1)=1, C-(0)=0; 

(2) Vr € L, C-(z) < z < C-(z); 

(3) Yz € C, C- (z) = z. 

(4) Yz, y E€ Liz $ y > C (z) «C. (y), C (z) < C7 (y); 

(5) Vz € L, C (C-(z))& C7 (a) , C- (z) < C- (C7 (z)) 

(6) Yz, y € L, C= (z) vC- (y) < C7 (rV y) 

(7) Yz, y € L, C-(z ^y) < C-(z) AC (y) ; 

(8) vz € L, C. (z)- (C- (zy. 

众所周知 , 论 域 0 上 的 所 有 模糊 集 构成 的 经 典 集合 F(U), 关于 模糊 集 的 并 、 
交 、 补 运算 构成 De Morgan 代数 , BI (F(U); U, n, ', Ø, U). 这 就 自然 引发 一 个 问 
题 : 定义 5.1.8 给 出 的 粗糙 模糊 集 与 定义 5.3.14 给 出 的 广义 Rough 集 有 何 内 在 联 
系 ? 下 面 的 结论 表明 , 粗糙 模糊 集 实际 上 是 De Morgan 代数 上 覆盖 型 广义 Rough 
集 的 特例 . 
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定理 5.3.14 ” 设 U 是 一 个 非 空 论 域 , R R& U 上 的 等 价 关系 . 那么 必 存 在 U 上 
的 一 个 覆盖 C, 使 得 对 于 任意 A € F(U), A 关于 (U, R) 的 粗糙 模糊 下 近似 R_(A) 
和 粗糙 模糊 上 近似 R-(4) 正好 是 A 基于 覆盖 C 的 广义 Rough 下 、 上 近似 (Bog 
X 5.3.14), 即 R_(A4)=C-_(A4), R-(A) = C-(A). 

证 明 ”由 定理 5.1.6 可 知 R_(4)(z) = VvV{allz]ja € Aa}, R-(A)(z) = v{a | 
[elr N Aa # Ø}, 由 于 定义 5.1.8 与 定义 5.3.14 所 定义 的 近似 算 子 都 是 对 偶 近 似 算 
F, 故 只 需 证 明 R_(4) = C. (4) 即 可 . 

取 C={amlu € U, ae(0, 1]), 其 中 , at 表示 U 上 的 如 下 模糊 集 : 


oj : U — [0,1]; 2 z € [u]a 时 oq (z) = Qa， 否则 alw(z) = 0. 


SA U(X|X € C)-U, C 是 F(U) 上 的 一 个 覆盖 . vA e F(U), 由 定义 5.3.14 可 得 
C-(A) = U(X e F(U)X C A,X € C}. FÆ, Yz eU 有 


C-(A)z) - V(X(z))X € A,X € C) 
=v{t e (0,1]BX C A, X € C,t = X(z)). 


id T-(te(0 HBX C A, X € C, t = X(z)}. XHER t € T, t = X(z), 这 
里 XS4,XeC. HC 的 定义 可 知 X = t, 根据 X c A 可 得 vy eler, 
t < Aly), 所 以 [zja 5 Ac, 从 而 上 efalgjR C Aa}, Bl T C(allz]a C As). 所 以 
VT < V{allz]r € Aa), Bl C-(A)(z) = VT < v(olz]n € Aa) -R-(A)(z), 从 而 
C-(A) € R-(A). 

下 证 R. (4) C C. (A), Hl (Vr € U)R-(A)(z) < C-(A)(z). 由 于 


R-(A)(z) = V{al[z]r € Aa}, 


Vt €(ol[z]a € Aa}, FE z € U 使 得 [zja C A, 所 以 welzla 有 A(y) >t. 由 
C 的 定义 可 得 tj € C H tuj € A, H tg E{X € F(U)|X € A, X € C), MUA 
teT-(te(0, 1]3X C A, X € C, t = X(z)), B 


{allz]r € Aa} € {t € (0, 1]l3X € A, X € C,t = X(z)). 


从 而 V(ol(z]a S Aa}< v{t e(0, 1]l3X C A, X € C, t = X(z)}, Bl R_(A)(z) = 
Víol[z]a € Aa} < C- (AY(z), 因此 R_(A) C C-(A). 
综 上 所 述 , R. (A) = C. (A). 
习 题 5 
1. 给 出 定理 5.1.1. 定理 5.1.3 及 定理 5.1.6 的 证 明 . 
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2. 对 于 Pawlak 标准 Rough 集 模型 , 可 由 下 、 上 近似 算 子 生成 粗 双 Stone 代数 . 试 研究 
在 粗糙 模糊 集 模型 下 , 序 对 ( 下 近似 , 上 近似 ) 之 间 的 运算 及 其 性 质 ; 并 在 此 基础 上 讨论 与 双 
Stone 代数 的 联系 . 

3. 了 解 粗 Nelson 代数 的 已 有 研究 成 果 , 试 推广 这 些 成 果 到 各 种 广义 Rough 集 模型 中 . 

4. 查阅 国内 外 最 新 文献 , 综述 各 种 模糊 Rough 集 模型 及 其 关系 , 并 探讨 模糊 Rough 集 的 
实际 应 用 (如 在 不 确定 决策 中 的 应 用 ). 

5. 研究 (Z, 了 )- 模 糊 Rough 近似 的 代数 性 质 , 特别 是 当 T, T. 分别 取 为 - 模 及 其 剩余 副 涵 
时 模糊 Rough 近似 算 子 的 特性 . 同时 , 可 将 T, T 分 别 具 体 化 为 Lukasiewicz t- 模 、Ro t- 模 及 
KARANA, 讨论 这 此 模糊 Rough 集 的 性 质 及 其 实际 应 用 . 

6. 定理 5.3.2 能 否 推广 到 模糊 Rough 集 或 De Morgan 代数 上 的 广义 Rough 集 模型 中 (证 
明 或 举 反例 )? 

7. 系统 研究 与 Rough 集 相关 的 代数 结构 之 间 的 内 在 联系 , 比如 粗 双 Stone 代数 与 粗 Nelson. 
代数 、HW 代数 与 分 配 BZM 格 等 , 以 及 这 些 代数 结构 与 模糊 逻辑 代数 结构 之 间 的 联系 . 
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6.1 非 可 换 模糊 逻辑 系统 PL 


本 节 介绍 文献 [75] 中 建立 的 逻辑 系统 PL, CÈ Lukasiewicz 命题 逻辑 的 非 交 
换 推广 ; 与 PL 配套 的 代数 结构 是 伪 MV- 代 数 (也 称 为 psMV- 代 数 ), 它 是 MV- 代 
数 的 非 可 换 推广 , 它 最 早出 现在 文献 [235], [236] 中 (文献 [237] 直接 使 用 非 可 换 
MV- 代 数 的 名 称 ). 需要 说 明 的 是 , 由 定理 2.3.3 知 FCD t- 模 一 定 不 连续 ”, 因此 在 
[0, 1] 区 间 上 找 不 到 与 Lukasiewicz t- 模 相对 应 的 伪 t- 模 , 但 在 格 序 群 中 可 以 找到 构 
成 psMV- 代 数 的 区 间 [0, dj( 参 见 后 面 的 介绍 ), 这 样 的 区 间 是 实 单位 区 间 [0, 1) 的 
推广 , 而 其 上 的 乘法 可 以 看 成 是 格 上 的 伪 t- 模 . 
6.1.1 伪 MV- 代 数 (psMV- 代 数 ) 


定义 6.1.1235,236| ”一 个 伪 MV- 代 数 (pseudo MV- 代 数 , psMV- 代 数 ) 是 指 
代数 结构 (A; 6, *, ~, 0, 1), 其 中 , o 是 二 元 运算 ,* 与 ~ 为 一 元 运算 , 0 与 1 为 常 
元 , 且 以 下 公理 成 立 (Yz, y, z € A): 

(psMV1) z6 (y62) - (6y) 62; 

(psMV2) z80—-06z—2; 

(psMV3) z01—-16z-—1; 

(psMV4) 1~ = 0,1* = 0; 

(psMV5) (z* 6 y*)" = (27 ey^)* 

(psMV6) 6 (z~ © y) = ye (y 62) -(6y') 6y = (yO 1*) Oz; 

(psMV7) zo (z* 6y) = (6 y^)O y 

(psMV8) (z*)7 = z, 

其 中 , z Oy=(y* ect). 
一 个 伪 MV- 代 数 4 是 一 个 MV- 代 数 当 且 仅 当 (Vr, y € A)z @y 2 y 6 x. 
在 任何 psMV- 代 数 中 , 可 以 用 两 个 否定 运算 来 定义 相应 的 两 个 蕴涵 运算 : 


r—y-z'Oyr-y-yOz", Vr,y EA. 


例 6.1.1238 3& (G; +, —, 0) 是 一 个 格 群 (L-group)， u»0,u eG. 如 果 定 义 
对 任意 0< z,y S uzoy = (z-y)^uz* 2u—z,z* = —--u;lll [0, u]c—((0, 
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uj; 6, *, ^, 0, u) 是 一 个 psMV- 代 数 , 其 序 关系 是 G 上 序 关系 在 [0,u] 上 的 限制 . 

容易 验证 以 下 结论 成 立 . 

定理 6.1.3. V (A; 6, *, 7,0, 1) 是 psMV- 代 数 , 则 (A; 5, 一, ~, 0, 1) 是 剩 
余 格 . 

根据 上 述 结论 , 可 以 按 剩余 格 的 对 应 概念 定义 psMV- 代 数 的 滤 子 、 正规 滤 子 、 
素 滤 子 等 ( 见 第 2 30. 

定义 6.1.205'236| ”一 个 全 序 的 psMV- 代 数 称 为 psMV- 链 . 一 个 psMV- 代 数 
称 为 是 可 表示 的 (representable), 如 果 它 是 psMV- 链 的 子 直 积 . 

定理 6.1.2705) 3 (A; 6, *, 7,0, 1) 是 psMV- 代 数 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) 4 是 可 表示 的 ; 

(2) A 的 任何 极 小 素 滤 子 是 正规 的 ; 

(3) Yz, y € A, (z @ z) A (y 8 y)- (z^ v) € (z^ y); 

(4) Vz, y € A, (y > z) V(z ((z — y)©2))=1, (y  z) V(z > (z6(z  y)-5 

(5) Vr, y € A, (y > z) V(z (z = (z = y)*)~)=1, (y 2) V (z > Gm Gn 
y»). 

iE 6.1.1 文献 [75] 对 上 述 (4), (5) 的 表述 有 误 , 这 里 已 作 了 修改 ， 

文献 [238], [239] 引入 伪 Wajsberg- 代 数 的 概念 , 它 是 Wajsbers- 代 数 的 非 可 换 
推广 . 同 Wajsberg- 代 数 与 MV- 代 数 范畴 等 价 类 似 , 伪 Wajsberg- 代 数 与 psMV- 代 
数 范畴 等 价 (以 后 对 psWajsberg- 代 数 与 psM V -代数 不 加 区 分 ). 

定义 6.1.3[238,239| ”一 个 伪 Wajsberg- 代 数 (pseudo Wajsberg- 代 数 ，psWa- 
jsberg- 代 数 ) 是 一 个 代数 结构 (W; 一 , 7,1), 其 中 , 一 与 ~ 是 二 元 运算 ， 
* 与 ~ 是 一 元 算 子 , 1 是 一 个 常 元 , 且 下 面 的 等 式 成 立 (Vz, y, ze W): 

(W1) 1> 1 =z, 1+ T = f; 

(W32) (z — y) (y > z) = (z = z))=1, (z ~ y) (y 2) > (2 2)-5 

(W3) (z — y) = y=(y > z)  z-(z ~ y) > y=(y œ 2) T; 

(W4) (z* ~» y*) > (y 1)=1, (a7 — y7) > (y ~> 1)=1; 

(W5) 1*=1~; 

(W6) (z — y*)~=(y = 2^7)*- 

定理 6.1.3/239:239] (a) 设 (A; ©, *, ~, 0, 1) 是 psMV- 代 数 , 则 (A; 一 , ~, ， 
~, 1) 是 一 个 psWajsberg- 代 数 , 其 中 , Yr, ye A, 1 > y = 1" Oy, r~ y-yOz^, 
且 1=0*=0". 

(b) 设 (W; 一 , ~=, *, ~, 1) 是 psWajsberg- 代 数 , 则 (W; 6, *, 7, 0, 1) 是 一 个 
psMV- 代 数 , 其 中 , Yz, ye W, TI@y=2~ > y =y* ~ I~, H 0=1*=1~. 
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6.1.2 ” 非 可 换 Lukasiewicz 逻辑 PL 


定义 6.1.49. ”命题 演算 PL 的 语言 由 以 下 成 分 构成 : 

可 数 多 个 命题 变 元 vi, v2,… ,vn,… (用 Var 表示 所 有 命题 变 元 构成 的 集合 )， 

一 元 逻辑 联结 词 -和 ~， 

二 元 逻辑 联结 词 一 和 us, 

Bis «vnm. 

PL 的 公式 按 通 常 的 定义 , 即 由 命题 变 元 生成 的 (^, ~, 一 , 一 )- 型 自由 代数 . 用 
FmpL 表示 PL 的 所 有 公式 构成 的 集合 . 

定义 6.1.55 ”对 任意 公式 peFmpL, 定义 p° WF: 

车 pe Var, W p° È y; 

38 o XE w, W yt Æ ~’); 

E p È ~, W y Èu) 

E y Æ yox N p È y xt 

E p Æ vx, QU vt JE t —x*. 

容易 验证 , p"。 与 p 重合 , 且 从 任何 公式 o 出 发 通过 将 -和 ~, 一 和 ~ 进行 
替换 即 可 得 到 p°. 

EX 6.1.9079 PL 的 公理 定义 如 下 : 

(1) 具有 下 面 形式 的 公式 是 一 个 公理 (其 中 , p, v, x 是 任意 公式 ): 

(P1) e (v9); 

(P2) (e—v)—((—X) (e) 

(P3) (p) V) (V—9)-e); 

(P4) (w^ 29) (09V); 

(P5) ~ (p= ^V) -(v-). 

(2) 如 果 o 是 公理 , 那么 p* 也 是 一 个 公理 . 

PL 的 推理 规则 是 : (MP-,) 由 p 和 py ER v, (MP..) di eL ov HER v. 

由 于 逻辑 推演 可 以 看 成 代数 滤 子 理论 的 镜像 (reflection), 因此 下 面 引入 正规 公 
式 集 (normal set of formulas) 作为 正规 滤 子 的 逻辑 镜像 , 并 且 区 分 由 空 公式 集 出 发 
的 推演 和 从 非 空 公式 集 出 发 的 推演 . 下 面条 件 (t4) 和 (t5) 可 以 看 成 是 部 分 推理 规 
则 , 它们 仅仅 允许 在 定理 的 推演 过 程 中 使 用 . 

定义 6.1.7[ 一 个 公式 p 是 PL 的 定理 , 如 果 存 在 一 个 自然 数 n >1 和 公 
式 序列 pl,… ouo, 使 得 对 任何 i < n 下 面 的 条 件 之 一 成 立 : 

(t1) pi 是 一 个 公理 ; 

(t2) FE j, k < i, 使 得 o; 是 px 一 pi; 

(t3) FE j, k < i, 使 得 pj 是 pk s 
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(t4) FTE k <i 和 ,Xx €Fmpr, 使 得 pk 是 -x 而 oi 是 poxi 

(t5) FE k < i Ñ y, x EFmpr, 使 得 pk 是 wx 而 pi E vx. 

此 时 , 序列 pi1,… onm 称 为 p 的 一 个 证 明 . 车 一 个 公式 yp 是 定理 , 则 记 为 
Fero, 或 简 记 为 Hy. PL 的 所 有 定理 构成 的 集合 记 为 Ther. 设 9 是 PL 的 一 些 
公式 构成 的 集合 , 一 个 公式 p WA 6- 定理 , 如 果 存在 一 个 自然 数 n >1 和 公式 序列 
Pi ,pn=9, 使 得 对 任何 i < n 下 面 的 条 件 之 一 成 立 : 

(01) pi € The, UO; 

(02) FE j, k « i, 使 得 o; 是 pk 一 pi; 

(03) 存在 j, k < i, 使 得 o; 是 pk o 

此 时 , 序列 p1,… ,pn=y 称 为 p 的 一 个 6- 证 明 . 若 一 个 公式 p 是 定理 , 则 记 
为 G-pro, 或 简 记 为 69Hp. PL 的 所 有 6- 定 理 构成 的 集合 记 为 Thpr(6). 

一 些 公式 构成 的 集合 @ 称 为 是 正规 的 , 如 果 下 面条 件 成 立 : 

(NS) Vo, YEFmpr, 9-9 "4 E.G Opp. 

显然 , 2 FpLp 当 且 仅 当 FPrp, 而 Ther 与 Ø 均 是 正规 集 . 

定理 6.1.4705 XF PL 的 任何 公式 o, He 当 且 仅 当 Fo" 

定理 6.1.55 引 在 PL rp, 下 面 的 公式 是 定理 : 

(1) e (e v)-); 

(2) (e (9) (^ (9x) 

(3) ee; 

(4) (993)- (ev) (e); 

(5) (49745) (9-9); 

(6) ^ ^e (9-9); 

(7) ^ ^vi 

(8) (p~ 2v) (979); 

(9) p—~ ^e; 

(10) (^9V)- (~>); 

(11) (ev) (^^); 

(12) y> (oe). 

如 果 n >1 是 自然 数 n, pi1,… pnt 是 公式 , 则 用 pi pn 一 表示 公式 
yi >l (pn 一)…), 用 p1 pn wy 表示 公式 C (pn m). 

定理 6.1.6(PL 的 演绎 定理 )" 引 ” 设 8 是 一 个 公式 集 , o, o 是 PL 的 任意 公 
式 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(a) GUte)-v; 

(b) FE n >1 及 p1,… , Pn <eThpr(B)Ufp} 使 得 Hpl .pn >t; 
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(c) FE n 21 及 p1,… ,pn € Ther (O)U (MESI Fyn ... s 
(d) FE n 21 及 qi, … ,pn € The, (O)U(gMÉR Gui .pn V; 
(e) 存在 m 21 及 pl, … , Pn eThpr(6)U{p} 使 得 69Hpl .pn v. 


6.1.3 PL 的 完备 性 
EA 6.1.77 Wt 6 是 一 个 正规 公式 集 , 定义 关系 =o WF: 
eseve(0-e—wv0F-v—w)e(8-o-U OHY), 


则 2e 是 Fmpr 上 的 等 价 关系 . 记 [pje 是 p 关于 =e 的 等 价 类 , FmpL/=e 是 
Fmpr 关于 =e 的 商 集 . 在 PnPr/=e 上 定义 


[ple = [ole， 
lela = [~ lo» 
[tle > We = lp > Vlo» 
lylo ~ [Wle = [e ~ Ye, 


并 用 lo 表示 ThpL(9), 则 (FmpL/=e; >, =, *, ~, 1e ) 是 psWajsberg- 代 数 . 

推论 o.1179 d 9 是 一 个 正规 公式 集 , 则 (FmpL/=e; 6, *, ~, 00, 16 ) 是 
PsMV- 代 数 , 其 中 , [pje@lwe=[(~p) 一 We, 05 = 15 = 15. 

以 下 记 PL(8)-(Fmpr/5e; 6, *, ^, 0e ), 并 称 为 9 的 Lindenbaum-Taski 代 
数 . 特别 地 , 当 6—o 时 , 简 记 =o 为 =, 简 记 PL(2) 为 PL, 称 为 非 可 换 Lukasiewicz 
命题 演算 的 Lindenbaum-Taski 代数 . 

定义 6.1.8759 3 4 是 一 个 psMV- 代 数 , 一 个 A- 赋值 是 指 映射 e:Var 一 A, 
它 可 以 按 自然 的 方式 扩展 成 为 所 有 公式 到 4 的 真 值 函数 . 又 设 6 是 一 个 公式 集 ， 
p 是 一 个 公式 , 称 p 为 关于 A 的 6- 重 言 式 , 如 果 对 任意 A 赋值 e:Pmpr 一 4 均 
有 

e(6) ={e(y)ly e 0} = (1)8ifie(v) — 1. 


此 时 记 为 OFAe. 并 用 T. (A) 表示 所 有 关于 A 的 9- 重 言 式 之 集 ， 特别 地 , 当 
0—o 时 , fk 9- 重 言 式 为 重 言 式 , 9Fap 简 记 为 Fap. 

定理 6.1.8(PL WTM H 6 是 一 个 公式 集 , p 是 一 个 公式 . 如 果 Oro, 
则 对 任意 psMV- 代 数 4 均 有 BFa p. 特别 地 , F p — Fap( 对 任 一 psMV- 代 数 A). 

定理 6.1.9(PL 的 完备 性 )p3 i 9 是 一 个 正规 公式 集 , p 是 一 个 公式 , 则 以 
下 条 件 等 价 : 

(1) OFpL9; 

(2) 对 任意 psMV- A, OP Av; 

(3) 在 PL(6) 中 , [pje=1e- 
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显然 , ThpL = nN{Towt(4)|4 是 psMV- 代 数 }. 
定义 6.1.9075) ”命题 演算 PL, 是 在 PL 的 公理 基础 上 添加 如 下 公理 之 一 得 到 
的 : 
R) (99) vc (x (9). 
(Ug) Vx Ge (o7), 
其 中 , evo 表示 (pv) v. 
注 6.1.2 文献 [75] 上 述 (R) 的 两 个 公式 的 表述 有 误 , 这 里 已 作 了 修改 
由 定理 6.1.2 知 , 对 于 任意 正规 公式 集 O, 相应 的 Lindenbaum-Taski 代数 PL,(0) 
是 一 个 可 表示 的 psMV- 代 数 , 从 而 可 得 如 下 结果 : 
定理 6.1.10(PL, KRH) i 9 是 一 个 正规 公式 集 , o 是 一 个 公式 , 则 
以 下 条 件 等 价 : 
(1) @hprrp; 
(2) 对 任意 可 表示 的 psMV- 代 数 4, BFap; 
(3) 对 任意 psMV- 链 A, 6Fay; 
(4) Æ PL.(6) P, [pje=1e. 
注 6.1.3 ”本 书 第 3 章 介绍 的 Lukasiewicz 命题 演算 Luk 可 看 成 PL 的 扩张 , 即 
在 PL 公理 基础 上 添加 如 下 公理 之 一 : 
(L) (pb) (e); 
(ev) (9v). 


6.2 ” 非 可 换 模糊 逻辑 系统 psBL/psBI* 
5psMTL/psMTL' 


2003 年 , Hájek 在 文献 (72), [73] 中 相继 提出 非 可 换 模糊 逻辑 系统 psBL， psMTL, 
psBL" 和 psMTL". 同年 , Jenei 及 Montagna 在 文献 [74] 中 证 明了 psMTL" 系统 
的 标准 完备 性 , 本 节 将 介绍 这 些 研究 成 果 . 因 非 可 换 模糊 逻辑 代数 的 研究 先 于 非 可 
换 模糊 逻辑 形式 系统 的 研究 , 且 是 讨论 形式 系统 的 基础 , 故 先 介绍 相关 代数 结构 的 
基本 知识 . 

6.2.1 psBL- 代 数 与 psMTL- 代 数 

前 面 已 经 提 到 , 最 早 研究 的 非 可 换 模糊 逻辑 代数 是 psMV-_ 代 数 l235,239], 由 罗马 
尼 亚 学 者 Georgescu 和 Iorgulescu 首次 引入 . 2000 年 , Georgescu 和 Iorgulescu 又 
在 文献 [240] 中 引入 伪 BL 代数 (简称 为 psB 矿 代数 ), 作为 BL 代数 的 非 可 换 推广 ， 
更 详细 的 研究 成 果 总 结 在 DiNola 与 Georgescu, Torgulescu t fE & 3 if] RJ ie 3c [7.78] 
中 (此 外 , 文献 [241]. [242] 也 对 psB 矿 代数 进行 了 研究 ); 2001 年 文献 [83] 中 引入 
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3808 BL 代数 (简称 为 WPBL- 代 数 .，Héjek 在 文献 [72] 中 称 之 为 伪 MTL 代数 ， 
简称 为 psMTL- 代 数 ), 作为 著名 的 MTZ- 代 数 的 非 可 换 推广 , 而 文献 [76] 中 给 出 
WPBL-A&3& (psMTL- 代 数 ) 的 一 些 基本 性 质 . 

定义 6.2.152737 一 个 psBL- 代 数 是 指 满足 以 下 条 件 的 代数 结构 (A; A, V, 
&, >, ~, 0, 1): 

(C1) (A; V, ^, 0, 1) 是 有 界 格 ; 

(C2) (A; @, 1) 是 独 异 点 , BI @ 是 结合 的 且 z@1=18z = z; 

(C3) z @y < z 当 且 仅 当 rz 和 y z 当 且 仅 当 y< 和 zz 

(C4) z^y-(r — y) 8 ^ 2 8 (z ~ y); 

(C5) (z — y) V (y > z)-1-(z ~ y) V (y  z). 

ik 6.2.1 容易 验证 , ps Wajsberg- 代 数 (或 psMTL- 代 数 ) 必 是 psB 太 代数. 同 
时 , 由 定义 2.4.4 知 , psB 太 代数 是 满足 条 件 (C4), (C5) 的 剩余 格 . 因此 , 剩余 格 所 有 
性 质 在 psB 太 代数 中 均 成 立 , 但 为 了 引用 方便 , 下 面 仍 罗列 一 些 基本 性 质 . 

定理 6.2.1577824 ZE psB 太 代数 (A; V, ^, @, >, =, 0, 1) 中 成 立 ; 

(1) (z8y) 22 2 > (y — 2); 

(2) (y&z) = z = z (y zy 

(3) z < y 当 且 仅 当 z 一 y=1 当 且 仅 当 z yl: 

(z&y-2z9z«yOz HzSgr&zGy 

(5 z&y&zw 

(6 rGy&r^y 

()r—y-z—r^yr-—y-r-r^y 

(8) z V y=((£ — y)  y)A((y — z) ~ 2); 

(9) z V y=((z ~> y) = y)^((y = z) = z); 

(10) z 8 y=0 当 且 仅 当 r «y- 当 且 仅 当 z «y 

(11) r&0=08r=0; 

(12) 2 ® 17 227 ® 1-0; 

(13) 1 一 z21 T = q; 

(14) z7—1 当 且 仅 当 27-1 当 且 仅 当 z=0; 

(15) 17=1~=0; 

(16) r Sy >y” <r Hy" sar; 

(Jrg eke; 

(18) z Sy ~ T7, £ ~ y S y~ r~; 

(189) &- — 9^7, a xr 

Q0) (18y) -z—y.(r9y^ =y ~ 2”; 

(21) (zvy) = 17 ^y^, (z Vy)“ —a7 Ay™; 

Q2) (z Ay) = 17 V y7, (z Ay)“ =~ V y”; 
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(23) z8 (y V z)=(z 8y) V (r9 z); 

(24) (y V z) ® z-(y 8 T) V (z ® z); 

(25) z V (y A z)-(z V y) ^ (z V z). 

定理 6.2.29]. 对 于 psB 太 代数 A 的 滤 子 H, 以 下 条 件 等 价 ; 

(1) H 是 正规 的 ; 

(2) 19H = H 8r, Yz € A. XE r8 H-(z&h|h e H,H&z-(h&a|h e H}. 
定义 6.2.27) 满足 以 下 条 件 的 psB 太 代数 称 为 psBL"- 代 数 : 


(y > z) V (z = ((z => y)82))=1, 
(u ~= z) V (2> (z8 (z ~ y)))=1. 


定义 6.2.3717276 一 个 psMTL- 代 数 ( 又 称 为 弱 伪 BL- 代 数 , 即 weak-pseudo- 
BL algebra, 简 记 WPBL- 代 数 ) 是 指 满足 以 下 条 件 的 代数 结构 (A; A, V, @, >, ~， 
0, 1): 

(C1) (4; V, ^, 0, 1) 是 有 界 格 ; 

(C2) (4; @, 1) 是 独 异 点 , 即 @ 是 结合 的 且 z®@1=18z = zt; 

(C3) z @y < z 当 且 仅 当 z < y 一 z 当 且 仅 当 y < 1 2; 

(C4) (z => y) DT STAY, TO (T~ y) STAY; 

(C5) (z = y) V (y ^ z)=1=(z ~ y) V (y 2). 

注 6.2.2 HEN 2.4.4 知 , psMTL- 代 数 是 满足 条 件 (C5) 的 剩余 格 , 条 件 (C4/) 
可 由 (C1)~(C3) 推出 ( 见 定理 2.4.6(7)). 因此 , 剩余 格 所 有 性 质 在 psMTL- 代 数 中 
均 成 立 , 但 为 了 引用 方便 , 下 面 仍 罗列 一 些 基本 性 质 , 并 给 出 另 一 些 性 质 的 详细 证 
明 (这 些 证 明 是 在 文献 [76] 已 有 性 质 的 基础 上 进行 的 , 可 参见 文献 [153]). 

定理 6.2.30 F psMTL 代 数 (A; V, ^, @, 一 , ~, 0, 1) 中 成 立 : 

(1) (z2 y) &z&y 28 (2 ~ y) < y; 

(2) z < y > (18y), £ < y ~ (y8 £); 

(3) z < y M roz <y8z, z9zr<z®8y; 

(4) z < y 当 且 仅 当 z 一 y=1 当 且 仅 当 z 一 y=l; 

(5)z—5rz-2zrz-z-l 

(6) 1 一 z-1 T = ī; 

(7) y < (£ => y) A (z ~ y); 

(8) Æ £ <y, W z— r <z> y, zS zy; 

(93 z«yBNHlyo—z&rz—zy-:&E&r2 

(10) 对 于 任意 {zijier C 4， 当 所 涉及 的 上 确 界 存在 时 ， 有 z @ (Vierzi) = 
Vier(z 8 zi), (Vierzi) 82 = Vier (ti 9 2); 

(11) r&0=08r=0; 
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(12) 17=1~=0, 0-=0~=1; 

(13) 17 ® z=0, z ® 1~=0; 

(14) z < y^ 当 且 仅 当 z @y=0; 

(15) z < y~ 当 且 仅 当 y @ z=0; 

(16) rz£€z-'",r€7-; 

(17) z > y^-(89) , z ~ y~=(y 92); 

(18) z < y7 当 且 仅 当 y < z~， 
其 中 , z- = r > 0, z~ = zs0. 

定理 6.2.4053) it 4 是 一 个 psMTL(WPBL)- 代 数 , 则 (Yz, y, z € A) 

(19) z Sy >y > z < £ > (y A z), y ~ z S T ~ (yA 2); 

(20) z > (y z)-(z8y) > z, £ ~ (y z)-(y 92) = z; 

QU) (z 2) > (z > y) > (z2 A2) = y, (2 £) ~ (z ~ y) > (2^2) y; 

(22) z > y < (z > z) = (z = y), zy < (z ~ z) ~ (z ~ y); 

(23) £ < (£ > y) ~ y, £ < (£ ~> y) = y; 

(24) z — (y = 2) =y = (£ > 2). 

证 明 (19) 从 z <y HR, 应 用 定理 6.2.3 (3) 得 (y 2) r < (y > z) Gy. 
又 由 定义 6.2.3 (C4) 有 (y 一 z)@y Syaz. 所 以 , (y 一 z) @z < y ^z. 应 用 定义 
6.23 (C3) 得 ,y > z < x > (y^z). 同 理 可 证 £ < y > y ~ z <S r ~ (y Az). 

(20) REX 6.2.3 (C4) 有 (z 一 (y — z))ez < z ^ (y 一 z). 应 用 定理 6.2.3 (3) 


((r— (y => 2))8 1) 8y < (zA (y => 2)) 8y. 
又 由 zA(y > z) < y — z, HEX 6.2.3 (C3) 得 (z^ (y 一 z))@y < z. 于 是 
(> (u > 2))8 (z 8y) = ((£ = (y = 2))89 2) ®y < z. 

再 次 应 用 定义 6.2.3 (C3) 8, £ (y > 2) «(8 y) — z. 

另 一 方面 , 由 (z @y) 一 2 «(r9 y) 一 z, 应 用 定义 6.2.3 (C3) &, ((z @ y) > 
z) 8 (18y) < z. 据 定 义 6.2.3 (C2) 得 

(((z®Y) —2)87) y= (x&y) = 2)8 (ey). 

从 而 (r&y) 一 z)@z)@y < z. 应 用 定义 6.2.3 (C3) f ((z@y) 5 )8z <y > z, 
(r&y) z&z—(y—2z). BU, z— (y > z)- (1 8y) = z. 

同 理 可 证 z ~~ (y — z)=(y 8 x) ~= z. 

(21) 由 (20) 得 , (z — z) 一 (z — y)=((z = 1) 9 2) — y. 据 定 义 6.2.3 (C4) 有 ， 
(2 2)82&z^z. 应 用 定理 6.2.3 (9) 得 ((z > z) 92) oy 2 (zz) y. FE, 
(2 > 2) > (z => y) > (z ^z) > y. 同 理 可 证 (z~ z) ~ (z ~ y) > (z A2) ~ y. 
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(22) 由 z^z < z, 应 用 定理 6.2.3 (9) 得 (z^z) —y > z 一 y. 应 用 (21), 
(z > 2)— (z > y) 2(^z)— y FÆ, (z > 1) 5 (z> y) 2x y. 同 理 可 证 
(zx) (z y) > T~ y. 

(23) 从 z > y < z > y 出 发 , 应 用 定义 6.2.3 (C3) 得 z < (z >y) y. 从 
zy&Ecro y, 应 用 定义 6.2.3 (C3) 得 z < (y) — y. 

(24) 由 (22) 得 (y 一 2)  z < (z (y — 2) ~ (z ~> 2). 应 用 定义 6.2.3 (C3) 
f z~ (y > 2) «(y > 2) = z) > (£ ~ 2). 另 一 方面 , 据 (23) 得 y < (y > 2) = z. 
应 用 定理 6.2.3 (9) 得 

(y — z) = z) > (z ~= z) < y > (z ~ z). 

FE, z~ (y > z) < y > (27 2). FIĦ, y > (£ ~ z) < z ~ (y > z). 从 而 


z= (y> 2-2y-—(r2) 
定理 6.2.5053)  ğ A 是 一 个 psMTL(WPBL)- 代 数 , {zijier C A, B y € A, 


(25) (Vierzi) ^ y = ^ier(zi > y); 
(26) (Vierzi) > y = ^ier(zi ^ y); 
(27) y 一 (^ierzi) = ^ie(y 一 zi); 
(28) y ~> (^ierzi) = ^ier(y ~ zi). 
这 里 假定 所 出 现 的 上 、 下 确 界 存在 . 
证 明 (25) 对 任意 > € A, 有 以 下 等 价 关 系 : 


z € (Vierzi) > y & z ® (Vierzi) < y (由 定义 6.2.3 (C3)) 
S Vier (z@zi) «y (由 定理 6.2.3 (10)) 
Szt «y Viel 
ez&z yViel (由 定义 6.2.3 (C3)) 


€ z € Ner(zi > y). 
于 是 , (25) 成 立 . 同 理 可 证 (26) 成 立 . 
(27) 对 任意 > € A, 有 以 下 等 价 关 系 : 


z Sy — (Merti) $ z 9 y € ^ierzi (由 定义 6.2.3 (C3)) 
ezg9ys&a,vViel 
ez&yoaViel (由 定义 6.2.3 (C3)) 


€ z € Merly > zi). 
于 是 , (27) 成 立 . 同 理 可 证 (28) 成 立 . 
定理 6.2.6053 Ub A 是 一 个 psMTL(WPBL)- 代 数 , 则 (vz, y € A) 
(29) z V yz ((z ~> y) ^ y)^((y  z) — z), 
(30) z v y=((z > y) ^» y)^((y > z) ^ z). 
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证 明 DGE (29) 成 立 , (30) 可 类 似 证 明 . 由 定理 6.2.4 (23) 得 z < (z y) > v. 
Xy&(ry-—y TÉEzvy&(z- y) y. 类 似 地 有 zvy< (y~ 2) 2 从 
而 , z Vy <((z y) > )^(y ~ 1) 一 z). 另 一 方面 

((z = y) > y)A(y = 2) > 2) 

=[((z ~ y) > y) Aly ~> z) > 2)]81 

=[((z ~ y) > Ally ~ 2) > z)elr- y) V (ym) (由 定义 6.2.3(C5)) 

-[[(r o NAY Toe ~» 2)] 

(由 定理 6.2.3 (10)) 
而 由 定理 6.2.3 (1) 有 [((z = y) > yN = z) > z)le(z ~ y) «(x ^ y) > 
y) € (z ~y) € y. 类 似 地 , [((z — y) — vll ~> 2) > z))e(y = x) < z. 从 而 ， 
((z ~ y) > )^((y ~ 2) — z) < y V z. 这 说 明 (29) 成 立 . 
定义 6.2.47) ”满足 以 下 条 件 的 psMTI- 代 数 称 为 psMTI7- 代 数 : 

(y z) V (z = (992)-1, 

(y z) V (z > (28 (z ~ y)))=1. 
6.2.2 ZRA psBL/psBL' 5 psMTL/psMTL" 

定义 6.2.5027) ”具有 逻辑 联结 词 &c, 一 , ~, A, V, T6760 及 以 下 公理 和 推理 
规则 的 逻辑 系统 称 为 psBL: 

公理 

(A1) (9 —x)— (e —V) —(e —3)). (P) (o9) (973): 

(A2) (e &v)—v; 

(A3) (e &v)v; 

(A4) (e ^) (o > E&P) e (9—)&V), 

(AND) e (pa (PP) e Qo & (n9); 

(A5) (e — (V —x))e((e &v)x). (e (9x) (8p) x); 

(A6) (e —V)—3)—(( —9)9)—). (v) (979) 7) 

(A7) 0 v; 

(A8) (ie V) (o) V)A(U9)79)) 9 (ov) ) (Q0 9)79)). 

推理 规则 

MP 规则 : 从 o, o 一 ER v ; 从 w o v HERI v. 

蕴涵 规则 (Imp 规则 ): 从 o 一 推 得 p v; 从 e v EG o v. 

其 中 , o ov 是 (pv)&(U—9) 的 简写 , oes 是 (o v)&(U»o) 的 简写 . 

可 按 通 常 的 方式 定义 “证 明 ”、“ 定 理 (或 可 证 )”“ 赋 值 "、“ 重 言 式 ” 等 概念 , 比 
如 对 于 一 个 psB 矿 代数 A, 映射 e:F(S) 一 A 是 一 个 4- 赋 值 (这 里 F(S) 代表 系统 
psBL 中 的 全 体 公式 之 集 ), 如 果 e 是 (^, V, @, 一 , 一 ) 型 同 态 , 即 
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elp AY) = elp) n elt) elp V v) = elp) V ely), eloi) = elp) 9 e(v), 
e(p = v) = elp) > e(V), elp = v) = elp) ~> elh). 

EH 6.2.7727] ”在 系统 psBL 中 , 公式 p 是 可 证 的 当 且 仅 当 对 每 一 个 psBL- 
代数 A 来 说 p 是 4- 重 言 式 ( 即 对 任意 4- 赋 值 e 有 e(p)=1). 

定义 6.2.67] 在 系统 psBL 中 添加 以 下 公理 所 得 的 逻辑 系统 称 为 psBIr 
系统 : 

(R1) (Y=—p)V x ((p —Vv)&x)). 

(R2) (Ve) vx (x&(e-v))). 

定理 6.2.8(psBL" HETATM) ÆRA psBL' 中 , AR y 是 可 证 的 
当 且 仅 当 对 每 一 个 线性 序 ps BL' -AR (psBL"- 链 )4 来 说 p 是 4- 重 言 式 ( 即 对 任 
意 AWE e 有 e(p)=1). 

EX 6.2.77) Æ psBL 中 添加 一 元 联结 词 逻 辑 A, 以 及 下 述 公理 和 推理 规 
则 的 逻辑 系统 称 为 psBLA: 

(A1) Aev(Ag 0); R 

(A2) A(PVW) 一 (ApVAY); 

(A3) Ago; 

(A4) Ago AA; 

(A5) A(g—V)— (Ae Av); 

(A6) A(g—V)e Alpy). 

(Nec) 规则 : 从 y 推 得 Av. 

定义 6.2.8["3 一 个 代数 结构 (A; ^, V, @, >, ~, A, 0, 1) 称 为 psBLA- 代 数 ， 
如 果 (A; ^, V, @, 一 , ~, 0, 1) 是 psBL- 代 数 且 使 前 述 公 式 (Al)~ (A6) 均 为 4- 重 
TX. 

定理 6.2.9(psBLA 的 完备 性 定理 )7a AR y 在 系统 psBLA 中 是 可 证 的 当 
且 仅 当 对 每 一 个 线性 序 psBIA- 代 数 4 来 说 o 是 4- 重 言 式 . 

定义 6.2.97) ”具有 逻辑 联结 词 &, 一 , o. A V, 常 元 0 及 以 下 公理 和 推理 规 
则 的 逻辑 系统 称 为 psMTL: 

公理 

(A1) (v —x)((e =v) —(e —)). (hx) (e) pA)); 

(A2) (p &v)—v; 

(A3) (P &y)—v; 

(Ada) ((e —V)&e)— (^w), (e&(p-v))— (e^v); 

(A4b) (e ^v); 

(A4c) (e ^v) (^v); 

(A5) (e — (9 —x))e((e &v)—x). (PHVA) OWE) x); 
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(A6) (e —V)—)— (9) X)93). (pp XV Pp) 1) 3): 

(A7) 0g; 

(A8) (e vyje (llt) =h) l)p) (Gov) )A(U—)-))- 

推理 规则 

MP 规则 : 从 o, o 一 HER y i o o v HERI v. 

蕴涵 规则 (Imp 规则 ): 从 o 一 推 得 o v; 从 e v 推 得 ov. 
其 中 , p ov 是 (p5v)&(v 一 p) 的 简写 . 

定义 6.2.1077 在 系统 psMTL 中 添加 以 下 公理 所 得 的 系统 称 为 psMTL: 

(R1) (y=—¥)V (x (o —)&x)): 

(R2) (ve) v(x— (x&(o-))). 

定理 6.2.10(psMTL: 的 完备 性 定理 )r3 ”在 psMTL' 系统 中 , 关于 公式 y 
的 下 列 条 件 等 价 : 

(1) e 在 系统 psMTL" 中 是 可 证 的 ; 

(2) 对 任意 psMTL"- 代 数 A, p 是 4- 重 言 式 ; 

(3) 对 任意 psMTL"- 链 ( 即 线性 序 psMTL"- 代 数 )4, o 是 4- 重 言 式 . 

定理 6.2.11 (psMTL" 的 标准 完备 性 定理 )"4 ”系统 psMTL" 关于 标准 
psMTL'— 代数 (BP [0, 1) 上 的 psMTL"- 代 数 ) 类 是 完备 的 , 即 对 任意 公式 o, 如 
R o 在 系统 psMTL" 中 不 是 可 证 的 , 则 存在 左 连续 伪 t- 模 @ 及 到 ([0, 1]; @, —, 
^, €, 0, 1) 上 (这 里 的 一 , ~ 是 与 伪 t- 模 @ 相伴 的 1 剩余 和 2 剩余 ) 的 赋值 e 使 
得 e(p)#z1. 

前 述 非 可 换 逻 辑 系统 及 相关 代数 结构 之 间 的 关系 可 用 图 6.1 表示 . 


ELLLTM 
eres 
EL a qi eem — 

可 表示 的 >% [i | 逻辑 系统 PL 


E 
E. 


图 6.1 若干 非 可 换 模糊 逻辑 及 其 代数 结构 之 间 的 关系 
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6.3 ”基于 伪 Rot- 模 的 非 可 换 模糊 逻辑 系统 PL* 


本 节 介 绍 作者 在 文献 [154] 中 提出 的 非 可 换 模 糊 逻 辑 系统 PL, 它 基于 伪 Rot- 
模 且 具 有 良好 的 应 用 背景 和 整齐 的 结构 特性 , 可 看 成 命题 演算 系统 .2* 的 非 可 换 拓 
广 . 本 节 第 1 部 分 在 吸收 文献 [43] 思想 的 基础 上 , 给 出 系统 PL* 的 定义 , 并 得 到 一 
个 简洁 的 等 价 形式 , 讨论 了 它 与 其 他 非 可 换 模 糊 逻 辑 系统 的 关系 ; 第 2 部 分 证 明了 
系统 PL* 中 可 证 等 价 关系 是 同 余 关 系 , 研究 了 其 商 代数 结构 , 并 由 此 引入 PL*- 代 
数 ( 它 是 弱 Ro- 代 数 、IMTL- 代 数 的 非 可 换 推广 ) 的 概念 , 证 明了 PL* 的 可 靠 性 定 
理 ; 第 3 部 分 研究 了 PL*- 代 数 的 滤 子 理论 , 证 明了 PL*- 代 数 的 正规 素 滤 子 定理 
(其 中 起 重要 作用 的 是 正规 滤 子 的 充 要 条 件 , 它 不 同 于 psBL- 代 数 正规 滤 子 的 相应 
结论 ), 由 此 证 明了 系统 PL* 的 完备 性 定理 , 最 后 还 说 明了 伪 Rot- 模 的 实际 意义 及 
逻辑 系统 PL 可 能 的 应 用 方向 . 


6.3.1 ”逻辑 系统 PL 及 其 等 价 形式 


定义 6.3.1 Wt S 是 原子 命题 集 , 人, V, 一 , ~ 是 四 个 命题 联结 词 ,9 为 真 值 常 
Ji, F(S) 是 由 S 和 A, V, 一 , =~, 9 生成 的 公式 集 . 由 以 下 公理 及 推理 规则 组 成 的 
逻辑 系统 称 为 PL*: 

公理 

(PL1) (A > B) ^((B ^ C) = (A — O)), (4~B)~((B ^ C) — (A ~= C); 

(PL2) (A^ B) > A, (A^ B) A; 

(PL3) (AA B) — (B ^ A), (A^ B) ~ (B ^ A); 

(PL4) A —((A — B) ^ A^ B), A =((A ~ B) > A^ B); 

(PL5) ((A > B) ^ C) 2((B — A) ^ C) ^ C), 

((A ~œ B) ^ C) ^((B ~ A) ^ C) ^ C); 
(PL6) ((~ A) > (~ B)) (B ~ A), ((-A) ^ (-B))- (B — A); 
(PL7) (A v B) >(((A = B) ~ B)A((B — A)  A)), 

(AV B) >(((A ~> B) ^ B)A((B ~ A) — A); 

(PL8) A&B > (-(B ^ (~ A))), (-(A ~ (~ B)))~ B&A; 

(PL9) (A > B) V (C ~((B — A)&C)), (A ~ B) v (C — (C&(B ~ A))). 
这 里 , (— 4) 是 A —0 的 简写 , (~ A) 是 4 0 的 简写 , A> B RE (A  B)&(B — A) 
的 简写 , A&B 是 ~ (4 (—-B)) 的 简写 . 

推理 规则 

MP 规则 (分 离 规 则 ): h AM A BHR B, h AA A~ B HIER B. 

Imp 规则 (蕴涵 规则 ): 由 A — B HEG A~ B, H A B HER A B. 
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以 下 用 符号 F 4 表示 4 是 系统 PL* 中 的 定理 , 用 符号 PH 4 表示 公式 4 可 
从 公式 集 r 推出 . 

引 理 6.3.1(HS 规则 ) ”车 T={4 一 B, B > C}, W PH (A C). 类 似 地 , 35 
T={A ~ B, B ~ C), W TH(A ~ C). 

证 明 ”只 证 前 半 部 分 (以 后 类 似 , 将 不 再 每 次 声明 ). 


()A—B (已 知 ) 

(2) (A > B) >((B > C) 一 (4 一 C)) (由 (PL1)) 

(3) (B^ C) = (A— C) (由 (1), (2), MP 规则 ) 
(4) (B 5 C) 2 (A C) (由 (3), Imp 规则 ) 
(BC (已 知 ) 

(60 4 一 C (由 (5), (4), MP 规则 ) 


由 公理 (PL1) 易 证 如 下 结论 : 

命题 6.3.1 ”以 下 公式 是 系统 PL* 中 的 定理 : 

(T1) (A > B) ^((-B) ~ (-A)), (A ^ B) ~((~ B) > (~ A). 

引 理 6.3.2 3$ T-(A— (B ~ C), C ~ D}, W TH- A > (B ~ D). 类 似 地 ， 
# T= {A ~= (B > C), € > D), W T+- A ~ (B > D). 


证 明 (1) A> (B~ C) (已 知 ) 
(2) (B ~ C) »(( C) > (~ B) (由 (TD) 
(3) C ~D (已 知 ) 
(4) (€ ^ D) (( D) = (~O)) (由 (T1)) 
(5) ( D) ^ (^ C) (由 (3), (4), MP 规则 ) 
(6) ((~ D) ^ (~ €))2(( €) ^ (~ B)» (o D) ^ (~ B))) 

(由 (PLD) 
(7) (( 0) > (~ B))=((~ D) > (~ B)) (由 (5), (6), MP 规则 ) 
(8) (B ~ C) =((~ D) ^ (~ B)) (由 (2), (7), HS 规则 ) 
(9) (B ~= C) ^(( D) > (~ B)) (由 (8), Imp 规则 ) 
(10) (( D) > (~ B))> (B ~ D) (H PL6) 
(11) (B = C) 2 (B ~= D) (由 (9), (10), HS 规则 ) 
(12) A > (B ~ D) (由 (1), (11), HS 规则 ) 


定理 6.3.1 ”以 下 公式 是 系统 PL* 中 的 定理 : 

(T2) A —((A > B) = A), A (A ~ B) ^ A); 

(T3) A —((A > B) ^ B), A (A ~ B) > B); 

(14) (A > (B ^ C)) (B ~ (A > C)), (A = (B — C) (B — (A ~ C) 
(T5) (B — C) &(A > B) > (A — 0)), (B = C) (A = B) = (A  O)); 
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(T6) A > A, A A; 
(T7) A > (~ -4), A (~ ~ A); 
(T8) (- ~ A) = A, (~ —A) => A 
(T9) (4 一 
(T10) (( 4) => B) ^((-B) ~ 
(T11) 7, 这 里 了 是 0—0 sni 
(T12) (I — A) ~ A, (I ~» A) A; 
(T13) A > (I ~ A), A (I > A); 
(TI A> I, A~» I; 
(T15) 6 A, 6 A; 
(T16) (-4) > (A > B), ( A) ^ (A 
(T17) A > (B ^ A), A (B ~ A). 
证 明 由 (PL4) 及 

应 用 引 理 6.3.2 即 得 (T3). 
(T4) 的 证 明 如 下 : 
(1) (A > (B ~ €))2((B ~ C) ^ C) ~ 
(2) B ^((B ^ C) ^ €), 
(3) ((B = C) ^ C) ~ 
(4) (A > (B ~ 
(T5) 的 证 明 如 下 : 
( (A — B) >((B ^ C) ~ 

2) (B ^ C) ^((A > B) ^ (A— C)) 

3) (B > C) >((A > B) ^ (A > C) 

'T6) 的 证 明 如 下 : 

1) (A 26)((76)- (—A)) 

2) (76) (74) (A —0) 

3) (76) (-4)) (A —6) 

4) (4 一 0) 一 (4 一 9) 

5) (-A) ^ (-A) 

(6) (~A) ~ (-A) 

(7) (74) ^ (-4)) (A ^ A), 

(8) 4 一 4 

(T7) 的 证 明 如 下 : 

(1) (A 26)-^ (4 一 9) 


), (—4) 一 B) ^ 


^ By 


(4 一 9)) 


(A^ C) (B ^ (A > C)) 
€) (B ^ (A> O)) 


(A0) 


( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 


(PL2), RE FH [38 6.3.2 即 得 (T2); 


(~ B))> (B  (- ee (A (-B))» (B > (~ A); 
soo 


B) = A); 


Hi (PL4), (PL3) & (PL2), 


(H (PL1)) 

(由 (T3)) 

(由 (2), (PL1), MP 规则 ) 
(由 (1), (3), HS 规则 ) 


(由 (PL1)) 
(由 (1), T4, MP 规则 ) 
(由 (2), Imp 规则 ) 


(由 (T1)) 

(由 (PL6)) 

(由 (2), Imp 规则 ) 
(由 (1), (3), HS 规则 ) 
(公式 (4) 的 简写 ) 

(由 (5), Imp 规则 ) 
(由 (PL6)) 

(由 (6), (7), MP 规则 ) 


(由 (T6)) 
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(2) A —((A —0)-0) (由 (1), (T4), MP 规则 ) 
(3 A> (~ —A) (公式 (2) 的 简写 ) 

(T8) 的 证 明 如 下 : 

(0) (4) (9-4) (由 (T7)) 

(2) (e 4) > (9 —  A)o(C n A) - A) (由 (PL6)) 

(3) (一 ~ 和 一 4 (由 (1), (3), MP 规则 ) 


在 (T4) 中 取 C= 6 即 得 (T9). 
(T10) 的 证 明 如 下 : 


0) B > (~ -B) (由 (T7)) 

(2) ((~ A) ^ B) =((~ A) ^ (~ -B)) (由 (1), (T5), MP 规则 ) 
(3) (~ 4) ^ (~ -B))>((-B) ~ A) (H (PL6)) 

(4) ((~ A) > B) =>((-B) ~ A) (由 (2), (3), HS 规则 ) 


由 (T6) 即 得 (T11). 
(T12) 的 证 明 如 下 : 


(GT 一 和 一 (一 4 (由 (T6) 
(2) 1 >(I = A) ~ A) (由 (1), (T4), MP 规则 ) 
(3) (一 4 一 4 (由 (T11), (2), MP 规则 ) 
(T13) 的 证 明 如 下 : 
(1) (~ A 26) (680) (~ A —0)) (由 (PLD) 
(2) A~ (7 ~ A) (H (T7)) 
(3) A^ (- ^ A) (由 (2), Imp 规则 ) 
(4) A > (~ A ^0) (公式 (3) 的 另 一 写法 ) 
(5) A ((60)- (~ A —6)) (由 (4),(1), HS 规则 ) 
(6) (9 4)^4 (由 (T8)) 
(7) ((— ~ A) = A) (08) (— ~ 4) (00) A)) 

(由 (T5) 
(8) ((86)- (—  4))-^ (60) A) (由 (6), (7), MP 规则 ) 
(9) (0926) (— ~ 4))—((66)-^ A) (由 (8), Imp 规则 ) 
(10) (6 一 0 一 (4 一 9)) 一 (0 一 9 A) (公式 (9) 的 另 一 写法 ) 
014 一 (8 一 9 一 4) (由 (5),00), HS 规则 ) 
(12) A (I ~ A) (公式 (11) 的 简写 ) 
(T14) 的 证 明 如 下 : 
I= A) >T) (由 (T3)) 
(2) A> (I =A) (由 (T13)) 


(3) (Q = A) > I) = (A— I) (由 (2), (PL1), MP 规则 ) 
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(4) I ~= (A— I) 

(5 AI 

(T15) 的 证 明 如 下 : 

Q) (-A) 1 

(2) (-A) (66) 

(3) (~A) ^^ (-6) 

(4) ((-4) ~ (-0))~™(0— A) 

(5) 6 一 4 

(T16) 的 证 明 如 下 : 

(1)06— B 

(2) (6— B) ^((A —6)— (A — B)) 
(3) (A 26) (A — B) 

(4) (-4) > (A > B) 

(T17) 的 证 明 如 下 : 

(1) (-4) > (A > (-B)) 

(2) (~A) = (A ^ (-B)) 

(3) A —((-A) ^» (-B)) 

(4) (~A) = (-B))^ (B = A) 

(8) (74) ~= (-B)) (B — A) 
(6) > (B — A) 

定理 6.3.2 
(T18) A&B > B, A&B ~ B; 
(T19) A&B — A, A&B ~ A; 


(由 (1), (3), HS 规则 ) 
(由 (4), (T11), MP 规则 ) 


由 (T14)) 
(1) 的 另 一 写法 ) 
(2) 的 另 一 写法 ) 
PL6)) 
3), (4), MP 规则 ) 


(由 (T16)) 

(由 (1), Imp 规则 ) 

(由 (2), (T4), MP 规则 ) 
(由 (PL6)) 

(由 (4), Imp 规则 ) — 
(由 (3), (5), HS 规则 ) 


以 下 公式 是 系统 PL* 中 的 定理 : 


(T20) (A — (B > C)) (A&B — C), (A > (B > C))- (A&B — C); 
(T21) (A ~> (B ~ C) (B&A ~ C), (A ~ (B ~ C))> (B&A ~ C); 
(T22) (A&B — C) > (A — (B — C)), (A&B — C) ~ (A — (B > 0)) 
(T23) (B&A ~ C) ~ (A ~ (B ~ C)), (B&A ~» C) — (A ~ (B ~ C)). 
证 明 H Imp 规则 , 只 需 证 明 (T18)~(T23) 中 每 一 个 的 前 半 部 分 . 


(T18) 的 证 明 如 下 : 
(1) (-B) ^ (A > (-B)) 
(2) (-B) = (A > (-B)) 


(3) (=B) ^ (A > (-B)^ (~ (A ^ (-B)) B) 


(4) ~ (A > (-CB)- B 
(5) A&B > B 

(T19) 的 证 明 如 下 : 

(1) A (B 5 A) 


(117) 


(T10)) 
(2), (3), MP 
A 


(由 
(由 
(由 
(由 
(4 


(由 (T17)) 


5 


(1), Imp 规则 ) 


SR (4) 的 简写 ) 
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(2) (B > A) 2(74) ~= (-B)) 

(3) A—((-A) ^ (-B)) 

(4) (-A) ~ (A > (-B)) 

(5) (~A) = (A => (-B)))=» (~ (A > (-B))> A) 
(6) ~ (A > (-B))> A 

(7) A&B 一 4 

(T20) 的 证 明 如 下 : 

(1) (B 一 C) 一 ((-C) ~ (-B)) 

2) 4 一 (B 一 9)) 一 (4 一 (-C) ^ (-B)) 

) (4 (7€) 一 (-B))) 一 ((-C) (A — (-B)) 
) (A >= (B = €))-((-C) (A ^ (-B))) 

5) ((-C) 9 (A2(-B))-* € (A2(-B))5C) 

6) ((-C) 9 (A(-B))5 6 (A2(-B))5 C) 

7) (4 一 (B 一 C) 广 (~ (A—(-B)) C) 

(8) (AX(B2C))-(A&B— C) 

(T21) 的 证 明 如 下 : 

(1) (B ^ C) ^(( C) ^ (^ B)) 

(2) (A (B ~ C) (A (CC) 5C B))) 

(3) (A (( €) A € B) (6 C)-(A (7 B))) 
(4) (A~ (B = C)) (C) (A (B) 

(8) (~ C) (A ~> (~ B) C-(A ~= (~ B)» C) 
(6) (( C) (A ~ (~ B) (-(A ~= (~ B) C) 
(7) (A = (B ~= C)» (-(A ~ (~ B))-^ C) 

(8) BKA— (-(A ~ (~ B)) 

(9) B&A ~ (-(A ~ (~ B))) 


( 
(3 
(4 
( 
( 
( 


(10) (B&A ~ (-(A  ( B) (-(A ~ (~ B))-^ 


(11) (-(A = (~ B))* C) ^ (B&A ~ C) 
(12) (-(A ~= (^ B)» C) ^ (B&A ~ C) 
(13) (A ^ (B ~ C)» (B&A ~ C) 
(T22) 的 证 明 如 下 : 
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(由 (T1)) 

(由 (1), (3), MP 规则 ) 
(由 (3), (T4), MP 规则 ) 
(由 (T10)) 

(由 (4), (5), MP 规则 ) 
(公式 (6) 的 简写 ) 

(由 (T1)) 

(由 (1), (T5), MP 规则 ) 
(由 (T4)) 


(由 (2), (3), HS 规则 ) 
(由 (T10)) 

(由 (5), Imp 规则 ) 
(由 (4), (6), HS 规则 ) 
(公式 (7) 的 简写 ) 


(由 (T1)) 

(由 (1), (T5), MP 规则 ) 
(由 (T4)) 

(由 (2), (3), HS 规则 ) 
(由 (T10)) 

(由 (5), Imp 规则 ) 

(由 (4), (6), HS 规则 ) 
(由 (PL7)) 

(由 (8), Imp 规则 ) 


OC)—(B&A ~ C)) 


(由 (PL1)) 

(由 (9), (10), MP 规则 ) 
(由 (11), Imp 规则 ) 
(由 (7), (12), HS 规则 ) 
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C (A2(-B)^ C) -(-C)-* (A— (-B)) 
(7€) (4> (- B)» AAC)  (-B)) 
(-€)- (4^ (-B)) A~ (-C) = (2B) 

~(4=>(-B)}>C)=(4~(-0)~=(-B))) 
(-€) ^ (-B))— (B ^ C) 


7) (4 (Co) ~ (-B)) (A> (B 0)) 
8) (~ (A > (-B))> €) > (A > (B O)) 
9) (A&B — C) => (A — (B > C)) 

(T23) 的 证 明 如 下 : 

(-(A» € B)) ^ C) (C) 9 (A~ C B))) 
Wo oc MU ARE 


(-B)-C) ~ (A (6C) (~B))) 
c © C) > (~ B))> (B ~ C) 

6) ((~ C) ^ (~ B))= (B ~ C) 

7) (A =((~ €) => (~ B) (A ~= (B ~= C)) 
(-(4 ~ (~ B) C) ^ (4 ~= (B ~= C) 
(-(A = (~ B)))> B&A 

(-(A ~> (~ B) B&A 

(B&A ~ C) =(-(A ~ (~ B)) C) 
(B&A ~ C) (-(A ~ (~ B))^ C) 
(= 


^ (A ~~» (BC) 
(14) (B&A ~ C) ~ (A ~ (B ~ C)) 
定理 6.3.3 ”以 下 公式 是 系统 PL* 中 的 定理 : 
(T24) ((A — B)&A) — (A^ B); 
(T25) (A&(A ~ B))— (A^ B). 
证 明 (T24) 的 证 明 如 下 : 
(1) 4 一 (4 一 B) ^ A^ B) 
(2) A =((A > B) ^ A^ B) 
(3) (A > B)&A) ~ (A^ B) 
(4) (A > B)&A) — (A^ B) 
(T25) 的 证 明 如 下 : 


(由 (T10)) 

(由 (T4)) 

(由 (2), Imp 规则 ) 

(由 (1), (3), HS 规则 ) 
(由 (PL6)) 

(由 (5), Imp 规则 ) 

(由 (6), (T5), MP 规则 ) 
(由 (4), (7), HS 规则 ) 
(公式 (8) 的 简写 ) 


(由 (T10)) 

(由 (T4)) 

(由 (2), Imp 规则 ) 

(由 (1), (3), HS 规则 ) 
(由 (PL6)) 

(由 (5), Imp 规则 ) 

(由 (6), (T5), MP 规则 ) 
(由 (4), (7), HS 规则 ) 
(由 (PL7)) 

(由 (9), Imp 规则 ) 

(由 (10), (PL1), MP 规则 ) 
(由 (11), Imp 规则 ) 


(4 ~ (~ B) C) = (A = (B C) ((B&A ~ C) 


(由 (12), (PL1), MP 规则 ) 
(由 (8),(13),MP 规则 ) 


(由 (PL4)) 

(由 (1), Imp 规则 ) 

(由 (2), (T21), MP 规则 ) 
(由 (3), Imp 规则 ) 
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(1) A (A ~> B) ~ A A B) (H (PL4)) 
(2) A >((A ~ B) ^ AA B) (由 (1), Imp 规则 ) 
(3) (A&(A ~> B))— (A^ B) (由 (2), (T20), MP 规则 ) 


应 用 以 上 结果 , 容易 证 明 以 下 结论 成 立 , 它 给 出 系统 PL* 的 一 个 等 价 形式 ， 

定理 6.3.4 US 是 原子 命题 集 , &, A, V, 一 , ~ 是 五 个 命题 联结 词 , 9 HA 
值 常量 , F(S) 是 由 S 和 &, A, V, >, os 9 生成 的 公式 集 . 由 以 下 公理 及 推理 规则 
组 成 的 逻辑 系统 与 系统 PL 等 价 : 

公理 

0) (B = C) >((A > B) > (A > 0)), (B ~> C) (A ~ B) ~ (A ~ 0)); 

(2) A&B — A; 

(3) A&B 一 B; 

(4) ((A > B)&A) — (A^ B), (A&(A  B))— (A^ B); 

(5) (AA B) => A 

(6) (A^ B) > (B^ A); 

(7) (A > (B ^ C))e (A&B > C), (A ~ (B ~ C))e (B&A ~ C); 

(8) (4 = B) ^ C) =(((B — A) ^ C) => O), 

((A => B) ^ C) (B ~ A) ~ C) ^ C); 
(9) (Av B) (A — B) ~ B)A((B — A) ~ A), 
(Av B) e(((A ~> B) > B)A((B ~ A) > A); 

(0) (- ~ A) = A, (~ —A) 5 A; 

(11) (A > B) v (C (B — A)&C)), (A ~ B) V (C — (C&(B ~» A))); 

(12) 6 一 A, 
其 中 , (-4) 是 4 —0 的 简写 , (~ A) 是 4 0 的 简写 , 4 BB 是 (A — B)&(B — A) 
的 简写 . 

推理 规则 

MP 规则 (分 离 规则 ): 由 4 和 ABHA B, H AA A~ BHR B. 

Imp 规则 (蕴涵 规则 ): 由 4 一 B 推 得 A ~ B, BLA B HEB AS B. 

注 6.3.1 ”由 定理 6.3.4, 结合 文献 [72] 中 的 定义 知 , 系统 PL* 是 非 可 换 逻 辑 系 
统 psMTL 的 扩张 , 即 具有 对 合 否 定 (对 于 非 可 换 模糊 逻辑 , “对 合 " 实际 是 指 “ 伪 
XA”, BU A-~ ~ A~- nA) 的 psMTL' 系 统 . 


6.3.2 ”可 证 等 价 关系 及 系统 PL* 的 可 靠 性 g 


定义 6.3.2 W ABcr(S,WR-ASBHFBC-A, 则 称 4 与 B 可 证 
等 价 , 记 作 A = B. 
容易 证 明 , 可 证 等 价 是 F(S) 上 的 等 价 关系 . 
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注 6.8.2. (1) 由 于 有 Imp 推理 规则 , 故 4 = B 当 上 且 仅 当 - A BEF B ~ A. 
(2) 在 定理 6.3.1 (T11) 中 , id 了 是 0—0 的 缩写 . 事实 上 , 了 也 可 定义 为 0-0, 
因为 6—0 ~ 0-0, 这 可 如 下 证 明 : 


G) 6-0 (由 (T6)) 

(ii) (8 6) (I ^ (8-56) (由 (T13)) 

(iii) I -9(0-0) (由 (i), (ii), MP 规则 ) 

(iv) (620)- (0-8) (公式 (iii) 的 另 一 写法 ) 
(v) (650) I (由 (T14)) 

(vi) (6-50)- (66) (公式 (v) 的 另 一 写法 ) 
(vii) 620 ~ 0-8 (由 (iv), (vi) 


(3) A&B 可 以 用 另 一 形式 定义 , 即 —(B ~ (~ A), 因为 由 (PL8) 可 得 A&B ~ 
(-(B ~ (~ A)). 
为 了 证 明 = 是 F(S) 上 的 同 余 关 系 , 需要 以 下 结果 . 
定理 6.3.5 ”以 下 公式 是 系统 PL* 中 的 定理 : 
(126) ((C — A) ^ (C > B))= (C — (A^ B), 
(C A) A (C ~> B) (C ~ (A^ B) 
(T27) ((A > B)&A) — B, (A&(A ~ B))-» B; 
(T28) (A — B) 一 (4&C) — (B&C)), (A ~ B) —((C&A)  (C&B)) 
(T29) A&(B&C) — (A&B)&C, (A&B)&C 一 A&(B&C); 
(T30) (A&B) — (A^ B); 
(T31) (A — B) >((A > C) = (A — (B^O))), 
(A ~> B) -^((A = €) ~ (A ~= (B^ C); 
(T32) A — (AV B), B > (AV B), (AV B) — (Bv A); 
(T33) (A > B) v (B — A), (A ~ B) V (B ~» A); 
(134) (A > C) =((B — C) —((A V B) —^ O)), 
(A ~> C) (B ~ C) (A V B)  C)). 
WEBB ”这 里 仅 以 每 一 个 结论 的 前 半 部 分 为 例 给 出 证 明 过 程 . 
(T26) 的 证 明 如 下 : 


5 


0) (C4) ^ (C^ B))- (C A) (由 (PL2)) 
(2) (C4) (A> (A ^ B))» (C— (A^ B))) (H (PL1)) 
(3) (C= AKC—B))-4(A— (AAB)) -C— (A^B)) (由 (1), (2), HS 规则 ) 


( 
( 
(4) (A (4^B)) «(C^ A)^(C B))- (C= (A^ B))) (由 (3), (T4), MP 规则 ) 
(8) (A (A^B))-X(C— A) ^(C— B))— (C= (A^ B))) (由 (4), Imp 规则 ) 
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(6) A-(A4 B) 一 
(T) (AA B) ~ 
(8 (A—-B)— 


(A^ B)) 
(A—(A^B)) 
(A—(A ^ B)) 


(由 (PL4)) 
(由 (6), (T4), MP 规则 ) 
(由 (7), Imp 规则 ) 


(9) (4—B)A((C—A)A(C—B))(C— (A^B)) (H (8), (5), HS 规则 ) 
(10) (B— A) (C — A) (C — B))^ (C — (A^ B))) (类 似 (9) 的 证 明 ) 


(11) ((C54)(C—B))— (C^ (A^B)) 
(T27) 的 证 明 如 下 : 

(1) (A2 B)&A)C A^ B 

(2) (A^ B) 2 (B ^ A) 
(3) (BAA)-B 

(4) (A^ B) B 

(5) (A— B)&A4) B 
(T28) 的 证 明 如 下 : 
(1) B&C — B&C 

(2) (B&C — B&C)— 
(3) B> (C —(B&C)) 


(B—(C—(B&C))) 


(由 (9), (10), (PL5), MP) 


(由 (T24)) 
(由 (PL3)) 
(由 (PL2)) 
(由 (2), (3), HS 规则 ) 
(由 (1), (4), HS 规则 ) 


(由 (T6)) 
(由 (T22)) 
(由 (1), (2), MP 规则 ) 


(4) (B—(C—( B&O)))}A(A=B (A—(CABEO))) (H (T5)) 


(5) (A > B) > (A — (C > (B&O))) 

(6) (A — (C > (B&C)))-((A&C) — (B&C)) 
(7) (A > B) ^((A&C) = (B&C)) 

(T29) 的 证 明 如 下 : 

(1) A&(B&C) 一 A&(B&C) 

(2) A > (B&C > (A&(B&C))) 

(3) A > (B — (C — (A&(B&C)))) 

(4) (A&B) > (C — (A&(B&C))) 

(5) (A&B)&C — (A&(B&C)) 

(T30) 的 证 明 如 下 : 

(1) (A&(A ~> B))— (A^ B) 

(2) B ^ (A ~ B) 

(3) (B ^^ (A ~ B))--((A&B) ~ 
(4) (A&B) ~ (A&(A ~> B)) 

(5) (A&B) — (A&(A ~ B)) 

(6) (A&B) — (A^ B) 

(T31) 的 证 明 如 下 : 

(1) (4 > B) ^ (A > C) (A > 


(A&(A ~ B))) 


(B^C)) 


(由 (3), (4), MP 规则 ) 
(由 (T20)) 
(由 (5), (6), HS 规则 ) 


(由 (T6)) 

(由 (1), (T22), MP 规则 ) 
(由 (2), (T22), (T5), MP) 
(由 (3), (T20), MP 规则 ) 
(由 (4), (T20), MP 规则 ) 


(由 (T25)) 

(由 (T17)) 

(由 (28) 

(由 (2), (3), MP 规则 ) 
(由 (4), Imp 规则 ) 
(由 (5),(1), HS 规则 ) 


(由 (T26)) 
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(2) (4 一 B)&(4 一 C)) 一 (4 一 B) 和 (4 一 C)) (H (T30)) 

(3) (4 一 B)&4 一 C) 一 (4 一 (BAC) (Hi (2), (1), HS 规则 ) 
(4) (A > B) =>((A = C) > (A > (BA C))) (由 (3), (T22), MP 规则 ) 
(T32) 的 证 明 如 下 (只 证 A — (AV B)): 


(1) (A&(A ~> B))-^ B (由 (T27)) 

(2) (A&(A ~ B))> B (由 (1), Imp 规则 ) 

(3) A—((A ~ B) > B) (由 (2), (T20), MP 规则 ) 
(4) A —((B ~> A) > A) (由 (T2), Imp 规则 ) 

(5) A—((A ~> B) ^ B)N(B ~ A) — A)) (由 (3) (4), (T31), MP) 

(6) A = (AV B) (由 (5), (PL7), HS 规则 ) 
(T33) 的 证 明 如 下 : 

(1) (A > B) ^((A ^ B) v (B > A) (由 (T32)) 

(2) (B > A) ^((B — A) v (A — B) (由 (T32)) 

(3) (B—^4)v(A—B)) -«(A—B)v(B—A)) (由 (T32)) 

(4) (B > A) —^((A — B) v (B — A) (由 (2), (3), HS 规则 ) 


(5) (A B) (A> B)v(B— A))) (((B—4) 
—(A—BW(B—A))-(A—BW(B—A)) (由 (PL5)) 

(6) (A> B) v (B— A) (由 (1), (4), (5), MP 规则 ) 

(T34) 的 证 明 如 下 : 

(1) (AV B)A((4—B) ~ B)A((B—A) ~ A))( 由 (PL7)) 

(2) (AB) B((B— A)4)) (AB) B) (由 (PL2)) 

(3) (A v B)-4(A— B) ~ B) (由 (1), (2), HS 规则 ) 

(4) (A> B) -^((A V B) B) (由 (3), (T4), MP 规则 ) 

(5) (A^ B)-X(A V B) B) (由 (4), Imp 规则 ) 

(6) (A v B) B) (BO) (A V B)C)) (Bi (PL1)) 

(7) (A B) -4(B—O) -^((A v B)C)) (由 (5), (6), HS 规则 ) 

(8) (B.C) --((A— B)— (A v B)^.C)) (由 (7), (T4), MP 规则 ) 

(9) (AC) ^ (BC) (B^ C) (由 (PL2)) 

(10) (4^ C) B— C) (A B)-4(AVB)C)) (由 (9), (8), HS 规则 ) 

(11) (4A3B)-4(A — C)(B—C))-(LAVB) —C))(H1 (10), (T4), MP 规则 ) 

(12) (ABi-((4 C)(B— C))-^(AVB)C)) (由 (11), Imp 规则 ) 

(13) (B4)(A— C)((B-C))-(AVB)- C)) (类 似 于 (12) 的 证 明 ) 

(14) ((A2 C) ^ (B^ C))-^((A V B) C) (由 (12), (13), (PL5), MP 规则 ) 

(18) ((A— C) ^ (B^ C))-((A v B). C) (由 (14), Imp 规则 ) 

(16) ((A— C)&(B— C))-((A— C) ^ (B—C)) (H (T30)) 
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(17) (A C)&(B— C))-(A V B)—C) (由 (16), (15), HS 规则 ) 

(18) (A C)-X(B— C) (A V B)—C)) (H (17),(T22),MP 规则 ) 

定理 6.3.6 ”可 证 等 价 关 系 ~ 是 F(S) 上 的 (&,A,v, 一 ,~) 型 同 余 关系 , 即 

(1) 48$ A& B HC « D, Hl] A&C x B&D; 

(25 AxB HC xD, N AAC BAD; 

(8) # AxB HC xD, M AvC ax BVD; 

(4) AxB HC7xD, M A>CZB>D, ACB D. 

证 明 it Ax B,C xD. 

(1) H A — B, REHI (T28) 及 MP 规则 可 得 4&C > B&C. 同 理 , 由 C D WT 
得 B&C ~ B&D, 进而 得 B&C — B&D( 应 用 Imp SUM). 于 是 , A&C — B&D( 应 
用 HS 规则 ). 类 似 地 , 有 B&D — A&C, 故 A&C ~ B&D. 

(2) 由 4 一 B( 已 知 、4AC 一 A (应 用 (PL2)) 及 MP 规则 可 得 AAC — B. 同 理 
可 得 AAC — D. 而 由 (T31) 可 得 (4AC 一 B) 一 (4AC — D) > (AAC > BAD)), 
应 用 MP 规则 即 得 AAC 一 BAD. 类 似 地 ,有 BAD 一 AAC, 故 AAC BAD. 

(3) 由 4 一 B( 已 知 )、B 一 Bv D (应 用 (T32)) 及 MP 规则 可 得 A — Bv D. 同 
理 可 得 C 一 Bv D. 而 由 (T34) 可 得 (A (Bv D))-((C — (Bv D))- (AVC > 
Bv D), 应 用 MP 规则 即 得 Av C — Bv D. 类 似 地 有 Bv D — AVC, Bk 
AvCx BVD. 

(4) 由 B 一 A(B50). (B > 4) 一 (4 一 C) ^ (B 一 C)) (应 用 (PL1)) 
及 MP 规则 可 得 (4 一 C) ~ (B — C), 进而 有 (4 一 0) > (B > C). 又 由 
B => A(BAI). (C 一 D) > ((B > C) — (B — D)) (应 用 (T5)) 及 MP 规则 可 
得 (B > C) 一 (B > D). TR, (A > C) > (B > 站)， 同 理 可 证 (B 一 D) 一 
(A> C) BLA C Bo D. XWH A~ Ce B- D. 

根据 上 述 结论 , F(S) 关于 可 证 等 价 关系 ~ 构成 (&, A, V, —, =) 型 商 代数 
F(S)/ ~, 以 下 记 为 [E]. 依据 [F] 的 代数 性 质 , 引入 PL*- 代 数 的 概念 . 

定义 6.3.3 ”代数 结构 (L; ^, V, @, 一 , ~, 0, 1) 称 为 是 PL*- 代 数 , 如 果 

(A1) (L; AV,0,) 是 有 界 格 (相应 的 序 为 <), 这 里 0、1 分 别 是 最 小 元 、 最 大 元 ; 

(A2) (L; @,1) 是 独 异 点 , 即 @ 满足 结合 律 且 对 任意 ze L 有 zel=lezr = z; 

(A3) z@y 和 z 当 且 仅 当 z < y 一 z 当 且 仅 当 y < zz 

(A4) (z > y) V (y > z)-1-(z ~ y) V (y ~ z); 

(A5) z7* 2z^7- = z; 

(A6) (£ = y) V (z -^((y = 2) & 2))=1, (z ^ y) V (z > (z 8 (y ~ z)))-1, 

其 中 z- =z 一 0,z~ = r 0. 

注 6.3.3 ”容易 证 明 F(S) 关于 可 证 等 价 关 系 = 构成 的 商 代数 [F] 是 一 个 

PL*- 代 数 .由 定义 6.2.3 知 PL*- 代 数 一 定 是 psMTL 代数 (注意 , 文献 [88] 指出 ， 
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定义 6.2.3 中 条 件 (C4) 可 由 其 余 条 件 推出 , 即 (C4) 在 PL*- 代 数 中 也 成 立 ), 因此 
PsMTL- 代 数 的 所 有 性 质 在 PL*- 代 数 中 都 成 立 . 
EX 6.3.4 E (L; ^, V, 8, =, ~, 0, 1) 是 PL*- 代 数 , 从 F(S) 到 工 的 (A, 
V, @, 一 , 7) 型 同 态 称 为 系统 PL 在 L 上 的 一 个 PR 赋值 . 
由 定理 2.3.5, 定理 2.3.6 知 , 如 下 定义 的 v: F(S) 一 [0,1] 是 系统 PL* 在 [0, 1] 
上 的 一 个 PR 赋值 
(i) v(A&B) = v(A) ^v(B), fi(v(A))- fa(v(B)) > 1, 
0, fi(v(A)) + fa(v(B)) < 1, 
其 中 , fL 和 户 是 [01] 上 两 个 递增 连续 函数 , B. fi (1)—. =f2(1)=1,f1(0)=f2(0)=0. 
(ii) v(A ^ B)=min{v(A)w(B)}. 
(iii) v(A v B)=max{v(A),v(B)}. 


()wA—B)-4 b v(4) < v(B), 
v(B) V fi (1 — fa(v(A)), v(A) > «(B). 
()wA-B)-4 + v(A) < v(B), 


v(B)V fz'Q— fi((4)),  v(4) > v(B). 

用 Q(L) 表示 F(S) E L EHS PR 赋值 之 集 . 

定义 6.3.5 LA 是 F(S) 中 的 公式 , 如 果 对 任意 的 v € Q(L) 均 有 v(A)-1, 
则 称 4 为 厂 重 言 式 (KER), 记 为 Fr A. 

容易 证 明 以 下 定理 , 这 表明 系统 PL 中 的 语 构 关于 语义 QL) 是 可 靠 的 . 

定理 6.3.7( 可 靠 性 定理 ) ”系统 PL* 中 的 定理 一 定 是 LEER, 即 若 A e 
F(S) E - A, W Ez A. 这 里 工 是 任意 确定 的 PL*- 代 数 . 

证 明 ”只 需 证 明 PL 中 的 公理 (PL1)~(PL9) 都 是 重 言 式 , 并 且 PL* 中 的 MP 
推理 规则 、Imp 规则 保持 重 言 式 . 

由 于 PL*- 代 数 一 定 是 psMTL- 代 数 , 故 由 定理 2.3.5, 定理 2.3.6, 定理 6.2.4~6.2.6 
易 知 (PL1)~(PL9) 都 是 重 言 式 , 其 中 , (PL7) 是 重 言 式 可 由 定理 6.2.6 (29, 30) 得 
到 . 下 证 推理 规则 保持 重 言 式 . H A, A> B 是 重 言 式 , 则 v(4)=1, v(A > B)=1. 
从 而 v(B) = v(4) 一 v(B) = v(4 一 B)=1, 即 B 为 重 言 式 , 这 说 明 MP 推理 规 
则 保持 重 言 式 . 又 设 4 一 B 是 重 言 式 , 则 对 任意 赋值 v 均 有 v(4 9. B)-1, 从 而 
v(A) 一 v(B)=1. 由 定理 6.2.3 (4), v(4)  v(B)-1. 进而 有 v(A ~ B)=1, 所 以 
A B 为 重 言 式 , 即 Imp 规则 保持 重 言 式 . 


6.3.3 ”PL"*- 代 数 的 正规 素 滤 子 定理 


本 节 研 究 PL*- 代 数 的 滤 子 理论 , 它 是 ps BL 代数 滤 子 理论 (参见 文献 [77], [78]) 
的 拓展 ; 同时 , 本 节 的 一 些 内 容 也 是 捷克 学 者 Kuhr 在 文献 [242] 中 所 得 结果 的 推 
T. 需要 特别 指出 的 是 本 节 的 结论 表明 PL*- 代 数 的 滤 子 与 psBL- 代数 的 滤 子 有 很 
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大 的 不 同 , 这 集中 表现 在 “正规 滤 子 ”方面 , 因为 我 们 给 出 了 PL*- 代 数 正规 滤 子 的 
充 要 条 件 , 它 不 同 于 psB 太 代数 的 相关 结论 . 另外 , 本 节 证 明了 PL*- 代 数 的 正规 素 
滤 子 定理 , 而 对 于 psBL- 代 数 来 说 , 相应 的 命题 不 成 立 . 

由 于 PL*- 代 数 是 特殊 的 剩余 格 , 故 其 滤 子 、 正 规 滤 子 的 概念 仍 沿用 2.4 节 的 
定义 . 同时 , 容易 证 明 以 下 结论 . 

命题 6.3.2 UE H J& PL*- 代 数 工 的 正规 滤 子 , 则 

(1) z- € H 当 且 仅 当 z^ € H; 

(2) z eH 蕴涵 x-- eH,zr~~eH. 

命题 6.3.3 B HÆ PL*- 代 数 工 的 正规 滤 子 , 则 以 下 结论 成 立 : 

(NF1) 对 任意 ye z@ H-(z& h|he H}, FE z € H@z={h@zlhe HHEH 
y2z 

(NF2) 对 任意 ye H 8 r={h 8 zh e H}, FE z € r9 H={1 8 h|h e Hif 
y 2z. 

证 明 MUE (NF1) RX. 对 任意 ye 18H, WA z E L, he H ME y=r8h. 
H h «1-z ~ r, 应 用 定义 6.3.3 (A3) 得 <h 一 zz@h<z, 即 y<z. 于 是 由 定 
义 6.2.3 (C4') RÙ 6.3.3, y = £ Ay > (£ > y) 9 z. id z=(z > y) 9 1, 因为 

h~ (£ ~y) = (18h) ~> y (由 定理 6.2.4 (20)) 

-(r9h)e(r8h)-leH 
应 用 命题 2.4.1 (F4) & he H füz-^ yc H. Bi (NF) 即 得 z — y c H. 这样， 
y2z,z€HGz, 说 明 (NF1) 成 立 . 

定理 6.3.8 ”PL*- 代 数 L 的 滤 子 H 是 正规 的 , 当 且 仅 当 满足 (NF1) 及 
(NF2). 

证 明 ”由 命题 6.3.3, 仅 需 证 明 满足 (NF1) 及 (NF2) 的 滤 子 H 一 定 是 正规 的 . 

BÜ r~ yE fH, 则 z®@(z~y)ezr@HH, 于 是 由 (NF1) 知 ,存在 he 五 使 得 
ZI@(T ~y) > hor. XA r8 (z~ y) < zy( 参 见 定义 6.2.3 (CA) RE 6.3.3), 故 
h@z < zy. 应 用 定义 6.3.3 (A3) fh <r> r^y. 另 一 方面 , 由 定理 6.2.5 (27), 
z—zA^y-(r—z)^(r— y)=1 >y. 于 是 ,h < z 一 y. 由 此 及 he 五 ,应 用 定义 
2.4.5(F2) 得 £ 一 ye 五 ,这 说 明 r ~~ y € H Hi r 一 ye 万 同 理 可 证 ,z 一 ye 五 
蕴涵 r~~ y € H, 这 说 明 H 是 正规 的 . 

应 用 定理 2.4.8 可 得 

定理 6.3.9 UH & PL*- 代 数 工 的 正规 滤 子 , 在 工 上 定义 如 下 关系 ， 


asb 当 且 仅 当 (a 一 be H'b—ac Hy5HRfU5(a- be Hb ac H), 


则 = 是 L 上 的 同 余 关 系 . 用 [a] 表示 ae 工 所 在 的 等 价 类 , 则 商 代数 L/H={[ajla € 
LYÆÈ PL*- 代 数 , 其 中 , (aj«[] 当 且 仅 当 a 一 be 有 当 且 仅 当 a be H. 
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PL*- 代 数 L 的 滤 子 F 叫做 真 的 , 如 果 FAL ADNE, 滤 子 是 真 的 当 且 
仅 当 og F. 

定义 6.8.6 。 PL*- 代 数 L 的 真 滤 子 F 称 为 是 素 的 , 如 果 对 任意 r, y € L, 
zVyE FH reFRyeF. 

338 6.3.10 WF J& PL*- 代 数 工 的 真 滤 子 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) F 是 素 的 ; 

(2) 对 任意 z, yeLr—yeFHRy—ceF; 

(3) 对 任意 rz,ye L, £ ~» y € F RÈ y ~ r € F; 

(4) 对 任意 z, y € L, Ë z Vy=1, W rE F RyeF. 

证 明 DiE (1)e(2). 因为 (z — y) V (y  z)-1e F, i& (1)=(2). 

假定 (2) 成 立 且 z vy €F, 据 (2), 不 妨 设 z 一 ye F. 由 定理 6.2.6, z V y= 
((z — y) ~ y)A (y > 2)  z) € F. 从 而 由 定义 2.4.5(F2) f8 (z > y) ~ y € F, 8 
应 用 命题 2.4.1 (F4) 得 ye F, 这 说 明 (1) 成 立 . 

容易 证 明 以 下 结论 . 

定理 6.3.11  H J& PL*- 代 数 工 的 正规 滤 子 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) H 是 素 的 ， 

(2) L/H 是 链 , 即 全 序 PL*- 代 数 . 

定义 6.3.7 ”对 于 PL*- 代 数 L 的 子 集 X, 包含 X 的 最 小 滤 子 , 即 包含 X 的 
所 有 滤 子 的 交 , 称 为 由 X 生成 的 滤 子 , 记 为 X). 

在 PL*- 代 数 中 , a^ 可 如 下 递归 地 定义 : z0=1, zl = z, zk+1 = zk ez k EN. 

易 证 如 下 结果 成 立 . 

命题 6.3.4 设 工 是 PLAM, o 7 X C L, Wl 

(1) [X)7(a € L| FEM n 21, z1,… ,zn € X, m 8 92, Sa}; 

(2) 车 X={z}, 则 记 [X) 为 lz) E [z)={a € L| 存在 整数 mn 21, z^ < a); 

(3) 3$ F Æ L REY, ze L, Wi 

[FU(z))-(a € L| 存在 整数 m 21, ni,… ,nm 20 及 fi,- ,fn EF, 

(82) e--- (fm 92"7) « a). 

命题 6.3.5 Ub H J& PI*- 代 数 工 的 正规 滤 子 , c L, 则 

[HU(z))-(a € L| 存在 整数 n>0, h € H, h&a" < a)-(a € L| 存在 整数 n >0， 
heH, s” h< a}. 

证 明 ”由 命题 6.3.4 (3) 得 

[HU{z})={a € L| 存在 整数 m 21, ma ,nm 20 及 hi,- ,hm € H, (hı & 
2")9-..9 (hm & z^") < a). 

WR m=1, H h $a": <a. 
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WR m-2, WA a > (hı $2") e(h; $27) = h, e (1™ 8 h2) eas. BE HE 
正规 的 , 据 定理 6.3.8, 存在 hs € H fi zx 8h > hs@zm. 于 是 

a > hi Q (hs 8 1™) Q z"”2=(h, @ h3) Q 1™+™2 = h z^, 这 里 h = hi 9 hs, 
n= n +n. 

重复 上 述 过 程 可 得 [HU(z))-(a e L| 存在 整数 n 20, he H, hoa” <a}. 

应 用 定理 6.3.8 可 得 另 一 个 等 式 . 

命题 6.3.6” 设 工 是 PL*- 代 数 , 则 对 任意 r, y € LA 

(1) 2$ z v y-1, 则 对 任意 整数 n 21, z” v y^ —1. 

(2) 对 任意 整数 n>1, (z — y)" V (y > 1)" =1, (z ~ y)” V (y  z)^ —1. 

类 似 文献 [77], 可 证 上 述 命题 , 同时 应 用 命题 6.3.4、 命 题 6.3.5、 命 题 6.3.6 可 
以 得 到 如 下 结论 (证 明 方 法 参见 文献 [77]). 

定理 6.8.12. U FP J& PL*- 代 数 工 的 滤 子 ,S 是 工 的 作为 格 的 理想 (以 下 称 
为 格 LL) 的 格 理想 , L(L) 表示 L 关于 序 < 构成 的 格 ) E FNS = e, 则 存在 工 的 
素 滤 子 P 满 足 FcP 且 PNS=g. 

推论 6.3.1 设 工 是 PL*- 代 数 ,a e L, a#l, 则 存在 工 的 素 滤 子 P 使 得 
ag P. 

证 明 ”容易 证 明 S={z € Llz < a} 构 成 格 L(L) 的 格 理想 ， 而 显然 {1}NS = o. 
据 定理 6.3.12 知 存在 L 的 素 滤 子 已 满足 POS = o, 当然 有 ad P. 

一 个 自然 的 问题 是 : 如 果 将 推论 6.3.1 中 的 “ 素 滤 子 ” 换 成 “正规 素 滤 子 ”, 结 
论 是 否 仍然 成 立 ? 下 面 将 给 出 一 个 肯定 的 回答 , 即 证 明 PL*- 代 数 L 的 正规 素 滤 子 
定理 , 它 将 在 PL* 系统 的 完备 性 证 明 中 起 着 关键 作用 . 

EX 6.3.8 U PÆ PL*- 代 数 工 的 素 滤 子 , 如 果 不 存 在 比 P 更 小 的 素 滤 子 
( 即 若 P 是 素 滤 子 且 Pc P, 则 P=P), 则 称 P 是 L 的 极 小 素 滤 子 . 

引 理 6.3.3 fE PL*- 代 数 工 中 成 立 (Vz, y, z € L) 

(1) 18y <z, 18y <y; 

(2) (zvz) 8(yVz) < (r&y) Vz. 

证 明 (1) 易 知 > < y 一 z, 应 用 定义 6.3.3(A3) M roy < z， 类 似 地 ， 
rOy&y 

(2) 的 证 明 如 下 (注意 , 任意 PL*- 代 数 必 是 一 个 psMTL_ 代 数 ): 


(z V z) & (y V z)-(z & (y V z)) V(z 8 (y V z)) (由 定理 6.2.3 (10)) 
=((z & y) V (z & z))V((z & y) V (z & z)) (由 定理 6.2.3 (10)) 
-(z & y)V((z & 2) V (z & z))v(z & y) (H v 的 结合 性 和 交换 性 ) 
=(z & y)V((z V z) & z))v(z & y) (由 定理 6.2.3 (10)) 
X(rOy)Vzvz (由 本 引 理 结论 (1)) 


=(1 8y) Vz. 
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定理 6.3.13 ” 设 己 是 PL*- 代 数 工 的 极 小 素 滤 子 , 则 P=Ufatla# P), 这 里 
at 表示 {z € L|r V a=1}. 

证 明 记 Q=uUfatlag P), FüE P =Q. 

(1) 先 证 Q C P. 对 任意 ze Q, WA ag P Ez cat, Bl zva-l. 由 于 PP 是 
素 滤 子 , 故 由 a 4# P R rva-lc P Hf zc P. 

(2) 再 证 Q 是 L 的 滤 子 . 

对 任意 z, y € Q, WA a, bé P {Ë z Eat, y € bt, Bl zva-l yvb-1. 从 而 
aVbé P (K P 是 素 滤 子 ), 且 由 引 理 6.3.3(2) 得 


(r& y)V(avb) > (zv(avb)) &(yV(avb)-181- 1, 


HI (z&y)v(avb)-1. F&zGye(avb)*,avbé P,zoyeQ. 

再 设 z 和 zzeQ, 则 有 age 已 使 zeol, 即 zva=1l. 从 而 yva>zva=l， 
BI y Va =1, y € at, 这 说 明 yeQ. MA Q Æ L 的 滤 子 . 

(3) FHE Q 是 素 滤 子 . 

假设 zvy=1, z d Q, 则 对 任意 a4 P Ifi zva Z1. 以 下 用 反 证 法 证 明 x € P. 

假如 ze 已 设 5 是 格 L(L) 的 包含 z 55 L- P 的 极 大 格 理想 (由 Zorn 9138 
容易 证 明 S 的 存在 性 ), JU 1e SEN, 就 有 ae 工 - 己 使 zva=l, 即 zealoa € P. 
这 与 z #4 Q 矛盾 ). 对 滤 子 {1} 及 格 理想 S 应 用 定理 6.3.12, 必 存 在 L 的 素 滤 子 P 
满足 PNS = G. 显然 PCP, 而 eP, z £P, 这 与 已 是 极 小 素 滤 子 矛盾 . 

于 是 , z ¢ P, 而 zVy=1, 这 说 明 yc z+, 进而 ye Q. 据 此 , 应 用 定理 6.3.10(4) 
"An Q 是 素 滤 子 . 

从 而 由 (1), (3) 及 P 是 极 小 素 滤 子 的 条 件 可 得 已 = Q. 

定理 6.3.14 ”PL*- 代 数 的 极 小 素 滤 子 必 是 正规 滤 子 . 

证 明 WP RE PL*- 代 数 工 的 极 小 素 滤 子 ,分 两 步 证 明 P 是 正规 滤 子 . 

(1) 先 证 对 任意 a € Lat Æ L MERET. 由 引 理 6.3.3 易 证 oL 是 工 的 滤 子 . 

设 te at, 则 tvVa=1l. T, t-15t-(tva) >t =(t >t) A (a > t) -a—t. 
同 理 , a =t > a. 

假设 z eat @y, 则 有 teal 使 z=t@y. 应 用 定义 6.3.3(A6) 及 刚才 证 明 的 
结论 得 

aV (y = t8y)= (t = a) V (y = (a = t)8y)=1, 

BI (y-t&y)ea^. 又 由 t@y<y 得 

t@y=(t@Yy Ay>Yy® (y ~ t8y). (由 定义 6.2.3 (C4^)) 
AWifizcye(y—teyeySa- 使 得 z=t@y > z 这 说 明 (NF2) Br. 同 理 
可 证 明 (NF1) 成 立 , 故 应 用 定理 6.3.8 知 al 是 L 的 正规 滤 子 . 
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(2) 再 证 P 是 正规 滤 子 . 

由 定理 6.3.13, 对 于 极 小 素 滤 子 P H: P = U{atla ¢ P). 假设 > 一 ye P, 则 
有 a 4 PP 使 z 一 yeat. 由 刚 证 明 的 (1) 知 , at 是 正规 滤 子 , 故 z y eat, B 
zwyeP. AE, ro yeP sarye P. 从 而 说 明 己 是 工 的 正规 滤 子 . 

定理 6.3.15(PZ*- 代 数 正规 素 滤 子 定理 ) — VEL E PL a € L, a z4, W 
存在 工 的 正规 素 滤 子 QER ag Q. 

证 明 (1) 首先 证 明 PL*- 代 数 的 素 滤 子 必 包 含 一 个 极 小 素 滤 子 . 

4 PE PL*- 代 数 工 的 素 滤 子 ,T={Q|Q 是 工 的 素 滤 子 且 QC P). ER, T 
非 空 ( 因 P er) 且 关于 集合 的 包含 关系 构成 一 个 偏 序 集 . 对 于 本 的 任意 链 {Qi}ier， 
易 证 NierQi 是 该 链 的 一 个 下 界 . 由 Zorn 引 理 知 , r 有 极 小 元 , 显然 它 是 包含 在 P 
中 的 极 小 素 滤 子 . 

(2) 由 推论 6.3.1 知 , 存在 L 的 素 滤 子 P 使 得 a 4 P. 由 (1), 已 包含 一 个 极 小 
素 滤 子 Q, 显然 有 a d Q. 而 由 定理 6.3.14, 极 小 素 滤 子 Q 必 是 正规 的 , 这 正 是 所 需 
的 结论 . 

6.8.4 ”系统 PL 的 完备 性 及 PL* 的 意义 


应 用 上 述 正 规 素 滤 子 定理 , 即 可 证 明 系统 PL* 的 完备 性 . 

容易 验证 全 体 PL*- 代 数 构 成 代数 簇 , 故 应 用 泛 代数 的 结果 可 以 得 到 

定理 6.3.16 “全体 PL*- 代 数 构成 的 类 关于 子 代数 、 同 态 像 以 及 直 积 封闭 . 

定理 6.3.17 W L J& PL*- 代 数 , 则 存在 一 簇 全 序 PL*- 代 数 {Lili € 1), 使 得 
工 可 以 同 构 嵌 入 L*, 这 里 ue 

证 明 it P={QlQ 是 工 的 正规 素 滤 子 }, 则 rz (容易 证 明 : 每 一 个 滤 子 都 
可 扩充 成 一 个 极 大 滤 子 , 极 大 滤 子 必 是 素 滤 子 . 而 由 定理 6.3.15 的 证 明 过 程 知 素 滤 
子 必 包含 有 极 小 素 滤 子 , 由 定理 6.3.14 知 极 小 素 滤 子 必 是 正规 滤 子 ). 由 定理 6.3.11, 
对 任意 Q er, Z/Q 是 全 序 PL*- 代 数 , 记 这 能 全 序 PL*- 代 数 的 积 为 L*. 可 以 证 明 ， 
映射 fiL L*,z(z]lo)ger ÆA LE L 的 单 同 态 , 即 工 可 以 同 构 霸 入 L*. 

事实 上 , f 显然 是 同 态 映射 . 设 z, y cL 若 z 关 vy, 则 z < y,y<z 不 同时 
成 立 , 不 妨 设 z < y 不 成 立 , 即 z 一 y Z1. 应 用 定理 6.3.15, 存在 工 的 正规 素 滤 子 
Q 使 得 z 一 y #4 Q. 于 是 , 在 L/Q 中 [rl < [y]o 不成立 , 因此 [zje z lulo 进而 
f(z) # f(). 

定理 6.3.18( 系 统 PL' 的 完备 性 定理 ) BARA PL 是 完备 的 , 即 对 系统 
PL* 中 的 任意 公式 o, 以 下 各 项 等 价 : 

(1) e 是 系统 PL 的 定理 ; 

(2) 对 任意 的 PL*- 代 数 , o 是 三重 言 式 ; 

(3) 对 任意 线性 序 的 PLAM L, p 是 三重 言 式 . 
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证 明  (1)2(2). 已 在 定理 6.3.7 中 证 明 . (2) (3), 显然 成 立 . 

(3)5.(2). 根据 定理 6.3.15, 只 需 证 明 对 于 任意 一 簇 全 序 PL*- 代 数 {Lili € I), 
当 对 于 每 一 个 Li 来 说 o 是 工 - 重 言 式 时 , o 是 L*- 重 言 式 , 这 里 r=- Li 事实 
上 , 对 任意 L* 上 的 _ PR- 赋值 v 有 : fiv 也 是 Li 上 的 PR- 赋 值 , 这 里 fi L* 一 Li 
是 投影 映射 . 若 v(wp)=(ai)ier #1, 则 存在 ai #1, 从 而 fi(v(p)) #1. 这 与 “对 于 每 一 
个 Li 来 说 o 是 Li- 重 言 式 ” 的 假设 矛盾 . 

(2) 坟 (1)， 由 于 F(S) 关于 可 证 等 价 关系 ~ 构成 的 商 代数 [F] 是 一 个 PL*- 代 
数 , 故 据 (2) 知 p 是 [F] 重 言 式 , 即 对 [F] 上 的 所 有 PR- 赋 值 v 有 v(w)=1. 特别 地 ， 
对 于 典型 映射 

v: F(S) > [F], A [A], A € F(S) 


应 有 v(o)-1. 从 而 [pg]=1, 这 说 明 p 是 系统 PL* 的 定理 (由 定理 6.3.1 中 的 TH, 
T14 知 [F] 的 最 大 元 1 恰 是 系统 PL* 的 全 部 定理 ). 

注 6.3.4( 关 于 系统 PL 的 意义 ): 。 以 上 基于 非 可 换 Ro t- 模 ( 伪 Rot- 模 ), 建 
立 了 非 可 换 模糊 逻辑 形式 系统 PL, 并 证 明 它 的 可 靠 性 和 完备 性 , 这 是 对 模糊 逻辑 
形式 系统 .2* 的 自然 而 合理 的 拓 广 . 这 些 结果 与 已 有 研究 成 果 有 如 下 几 点 不 同 之 
处 : 

(1) 文献 [72], [75] 分 别 给 出 了 非 可 换 模糊 逻辑 系统 psBL" , PL, 也 分 别 证 明了 
它们 的 完备 性 , 但 它们 是 基于 连续 伪 t- 模 的 , 而 系统 PL 是 基于 左 连续 伪 t- 模 的 . 

(2) 系统 PL* 具有 对 合 否定 (本 书 关 于 非 可 换 模糊 逻辑 的 “对 合 ”是 指 “ 伪 对 
A”, Bl 4A-~ = A~- ~ A), 而 文献 [72] 中 提出 的 psBL, psMTL, psMTL" 系统 不 
要 求 满足 ( 伪 ) 对 合 律 . 

(3) 尽管 文献 [74] 证 明了 基于 左 连 续 伪 t- 模 的 逻辑 系统 psMTL 的 完备 性 ， 
但 并 没有 研究 相关 代数 系统 的 滤 子 理论 , 更 没有 论证 “正规 素 滤 子 定理 (本章 关于 
了 -代数 滤 子 、 正 规 滤 子 、 正 规 素 滤 子 的 结论 , 可 以 自然 地 推广 到 psMTL- 代 数 中 ， 
见 第 7 章 ). 同时 , 系统 PL* 的 公理 , 没有 照搬 psMTL, psMTL" 系统 的 公理 , 而 
是 受 文献 [43] 的 启发 使 用 了 更 简洁 的 形式 . 

(4) 现 有 非 可 换 模糊 逻辑 系统 psBLU?l, psBL'7l, psMTL(?, psMTL'(72741, 
PLOS 都 从 非 可 换 格 群 作为 研究 的 出 发 点 , 没有 给 出 一 个 具有 实际 含义 的 伪 AR, 
因而 很 难说 明 其 实际 应 用 价值 . 而 系统 PL 基于 伪 Rot- 模 , 它 是 在 模糊 推理 中 有 
明显 的 优势 的 Rot- 模 的 推广 , 且 有 明显 的 实际 含义 ( 见 下面 的 说 明 ), 因而 具有 一 
定 的 实际 应 用 价值 (H Rot- 模 、 系 统 PL 在 模糊 推理 中 的 应 用 需要 进一步 深入 
研究 ). 

È 6.3.5( 关 于 伪 Rot 模 的 实际 意义 ) — 08 Rot- 模 作为 Rot- 模 的 非 可 换 推广 ， 
其 根本 区 别 在 于 引进 函数 有 和 户 ( 见 定理 2.3.5, 定理 2.3.6), 可 以 对 它们 的 意义 解 


6.4 “ 非 可 换 模糊 逻辑 系统 PUL* - 201 - 


FET: 对 于 模糊 逻辑 , t- 模 和 伪 t- 模 扮演 “逻辑 与 ” 真 值 的 角色 . 对 于 基于 t- 模 的 
可 换 模糊 逻辑 , 实际 上 有 一 个 隐 含 的 假定 , 即 认为 命题 的 逻辑 真 值 是 客观 真实 的 、 
不 存在 误差 和 偏 祖 关系 . 然而 , 现实 世界 是 复杂 的 , 对 于 具体 应 用 来 说 这 一 假定 是 很 
难保 证 的 , 基于 伪 t- 模 的 非 可 换 模糊 逻辑 就 是 期 望 “ 顾 及 ”逻辑 真 值 可 能 存在 的 主 
观 性 因素 , 提供 一 种 “调节 机 制 ", 使 逻辑 系统 能 更 好 地 体现 灵活 性 或 柔性 (事实 上 ， 
从 误差 和 偏 祖 关系 的 存在 来 看 “逻辑 与 ", 就 自然 不 具备 可 换 性 了 ). 对 于 伪 Rot- 模 
来 说 , 函数 户 和 fo 正 是 前 述 “ 调 节 机制” 的 体现 , 它们 分 别 对 第 一 、 二 个 变量 进行 
调节 后 , 再 遵循 Rot- 模 的 规则 得 到 “ 远 辑 与 ”的 真 值 , 而 对 于 没有 偏差 的 理想 状态 ， 
伪 Rot- 模 正好 与 Rot- 模 一 致 . 因此 , 从 这 个 意义 上 说 , 研究 基于 伪 Rot- 模 的 非 可 
换 模糊 逻辑 是 有 实际 意义 和 重要 应 用 前 景 的 . 


6.4 非 可 换 模糊 逻辑 系统 PUL* 


Hájek 在 文献 [72] 中 提出 了 非 可 换 模糊 逻辑 系统 psMTL, 但 没 能 证 明 其 完备 
性 ; Jenei 和 Montagna 的 论文 [74] 在 一 定 程度 上 弥补 了 这 一 不 足 , 证 明了 psMTL' 
系统 的 完备 性 , 但 增加 了 两 个 限制 条 件 . 同时 , psMTL 与 psMTL' 系统 没有 对 合 
否定 , 这 与 通常 -A e 4 的 “直观 ”意义 相差 较 远 ， 再 者 , 非 可 换 模糊 逻辑 系统 
PsBL/psBL', psMTL/psMTL', PL 将 “逻辑 非 ” 取 作 -4 = A 一 0, 这 就 使 得 S 
辑 非 ”依赖 于 蕴涵 算 子 , 导致 不 同 的 蕴涵 算 子 对 应 的 “逻辑 非 ” 有 不 同 的 性 质 . 于 是 ， 
建立 新 的 满足 以 下 要 求 的 非 可 换 模糊 逻辑 系统 就 是 有 意义 的 了 , 它 应 保留 psMTL 
的 广泛 性 (基于 一 般 左 连续 伪 1-80, 同时 “逻辑 非 ” 与 蕴涵 算 子 相互 独立 、 且 具有 
对 合 否定 (对 于 非 可 换 模糊 逻辑 “对 合 ” 指 “ 伪 对 合 ", 即 12A A e mA ), 
当然 还 应 具有 完备 性 , 本 章 建立 的 PUL* 系统 达到 了 以 上 这 些 要 求 , 来 自作 者 的 论 
X [155]. 事实 上 , 系统 PUL* 是 psMTL 的 扩张 , 我 们 通过 引入 投影 算 子 A 及 独 
立 于 蕴涵 的 伪 对 合 否定 , 借助 相应 代数 系统 (PUL*- 代 数 ) 的 正规 素 滤 子 定理 , 证 明 
了 它 的 完备 性 . 系统 PUL* 可 以 看 成 4.4 节 逻辑 系统 UL* 的 非 可 换 拓 广 . 


6.4.1 ” 非 可 换 模糊 命题 演算 系统 PUL* 


定义 6.44. Ut S 是 原子 命题 集 , &, A V, 一 , ~ 是 二 元 命题 联结 词 , =, 
是 一 元 命题 联结 词 ,9 为 真 值 常量 , F(S) 是 由 S 和 &, A, V, 一 , ~, is 72, 0 生成 的 
ARR. 由 以 下 公理 及 推理 规则 组 成 的 逻辑 系统 称 为 PUL: 
公理 
(PULI) (B 一 C) 一 (4 一 也 一 (4 一 C))， 
(B ~ C) (A ~> B) ^ (A C); 
(PUL 2) A&B — A; 
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(PUL 3) A&B — B; 

(PUL 4) ((A — B)&A) > (A^ B), (A&(A ~> B))> (A^ B); 

(PUL5)(A^B)— A; 

(PUL 6) (A A B) > (B^ A); 

(PUL 7) (A > (B > C))e (A&B — C), (A ^ (B ~ C))e (B&A ~ C); 

(PUL 8) ((A > B) ^ €) >(((B > A) > C) ^ C), 

((A ~> B) = C) (B ~= A) = C) ^ C) 
(PUL 9) (A v B) &((A > B) ~ B)A((B — A) ~ A)), 
(Av B) e(((A ~> B) > B)A((B ~ A) ^ A); 

(PUL 10) 0— A; 

(PUL 11) (A > (1724))&((71724) > A), (A > (7214))&((7214) ^ A); 

(PUL 12) AAV((AA) —6), AAV((AA) 0); 

(PUL 13) A(A V B) — (AA V AB); 

(PUL 14) AA > A; 

(PUL 15) AA > AAA; 

(PUL 16) A(A — B) > (AA — AB), A(A ~ B) ~ (AA ~ AB); 

(PUL 17) A(A — B) = A(A ^ B); 

(PUL 18) AL4 一 B) ^ A((~1B) ~ (14), A(A ~ B)  A((02B) > (724). 
其 中 , A e B È (A > B)&(B A) 的 简写 . 

推理 规则 

MP 规则 (分 离 规 则 ): di A 和 4 一 卫 推 得 B, IH ARL A B HER. B. 

Nec 规则 (必然 规则 ): 由 4 推 得 A4. 

注 6.4.1 ”公理 中 的 5 5, 是 相互 独立 的 , -14 并 非 A 90, -24 并 
非 A 6. 

以 下 用 符号 F A 表示 A 是 系统 PUL 中 的 定理 , 用 符号 r- A 表示 公式 A 
可 从 公式 集 r 推出 . 

引 理 6.4.1( 蕴 涵 规 则 , 简称 Imp 规则 ) H A B ELA ^ B, H A~ BRI 
HA A> B. 

证 明 ”只 证 前 半 部 分 (以 后 类 似 , 将 不 再 每 次 声明 )- 


(1) A—B (已 知 ) 

(2) A(A > B) (由 (1), Nec 规则 ) 

(3) A(A ^ B) (由 (2), (PUL17), MP 规则 ) 
(4) A(A ~ B) > (A ^ B) (由 (PUL14)) 


(5) A B (由 (3), (4), MP 规则 ) 
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引 理 6.4.2(HS 规则 ) # T-(A— B, B 一 C), WI THA 5 C). 类 似 地 , 若 
T={A ~ B, B ~> C), lll -(A ~ C). 
证 明 ”只 证 前 半 部 分 . 


()B^C (已 知 ) 

(2) (B = C) =>((A > B) ^ (A > O)) (由 (PUL1)) 

(3) (A— B) = (A= C) (由 (1), (2), MP 规则 ) 
(4) A—B (已 知 ) 

(5) A— C (由 (4), (3), MP 规则 ) 


定理 6.4.1 ERA PUL 中 成 立 ( 非 反 序 规则 ): 35 HA 一 B), 则 - (5:8) 一 
(14); 反之 , 也 成 立 , 即 若 HiB) 一 (314), W HA — B). 3$ HA 一 B), W 
F(72B) > (724); 反之 , 也 成 立 . 

证 明 ”首先 证 明 , 若 F(4 一 B), W -(3: B) 一 (14). 


()A—B (已 知 ) 

(2) A(A — B) (由 Nec 规则 ) 

(3) A(A > B) > A((~1B) ~> (714)) (由 (PUL18)) 

(4) A((1B) ^ (~14)) (由 (2), (3), MP 规则 ) 
(5) A((~1B) = (14)(01B) ~ (mA) (Hi (PULI4)) 

(6) 1B) ^» (14) (由 (4), (5), HS 规则 ) 
(7) (AB) > (14) (由 (6), Imp 规则 ) 


同 理 可 证 , # H(A — B), W F(-2B) 一 (724). 
FHE, # F(-1B) — (14), W H(A 一 B). 


(1) (3B) > (14) (已 知 ) 

(2) (7: (4)) 一 (~2 (m1B)) (由 (1) 及 已 证 结论 ) 

(3) A— (^ 14) (由 (PUL11), (2), MP 规则 ) 
(4) A — (72 (4B)) (由 (3), (2), HS 规则 ) 

(8) (72 (8) B (由 (PUL11), (3), MP 规则 ) 
(69 A—B (由 (4), (5), HS 规则 ) 


同 理 可 证 , 3$ HB) 一 (724), W H(A 一 B). 

定理 6.4.2 ”在 系统 PUL* 中 成 立 ( 反 序 对 偶 规则 ): 若 CA 一 (B 一 C), 则 
FB ~ (A ~ C; 3$ HA ^ (B ~ C), W -B— (A C). 

证 明 ”前 半 部 分 的 证 明 如 下 : 

(4 一 (B 一 C) (已 知 ) 

(2) (A^ (B > C)) (A&B > C) (由 (PUL7)) 

(3 A&B => C (由 (1), (2), MP 规则 ) 
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(4) A&B ~ C (由 (3), Imp 规则 ) 

(5) (A&B ~ C) > (B ~ (A  C)) (由 (PUL7)) 

(6) B ~ (A ~ C) (由 (4), (5), MP 规则 ) 

定理 6.4.3 ”以 下 公式 是 系统 PUL 中 的 定理 : 

(T1) A—((4—B)~ A^ B), A~((A4 ~ B) > A^ B); 

(T2) A > (B > A), A ~ (B ~ A); 

(T3) A > A, A~ A; 

(T4) A >((A > B) = B), A ^((A ~ B) ^ B); 

T5) (A = B) —^((B — C) ~= (A > €)), (A B) ^((B ~ C) > (A ~ C); 
T6) (A > (B ~ C))- (B ~œ (A — O)), (A (B ^ C))» (B > (A ~ C); 


( 
( 
(T7) AS L, A~ I, XE I Æ 60 的 缩写 
( 


T8) (I > A) = A, (I ~» A) = A, 
证 明 (T1) 的 证 明 如 下 : 

(1) (A > B)&A) — (A^ B) 

(2) (A — B)&A) = (A^ B) 


(3) (A — B)&A) ~ (A^ B)) (A -^((A — B) 


~ (A^ B))) 
(4) A -»((A > B) ^ (A^ B)) 
(5) A—((A — B) ~> A^ B) 
(T2) 的 证 明 如 下 : 
(1) (A&B) ^ A 
(2) (A&B) = A) ^ (A > (B — A) 
(3) A> (B => A) 
(T3) 的 证 明 如 下 : 
(4~(4 一 (B 一 4 和) 一 4 
(2) (A > (B > A))> (A > A) 
(3) A> (B > A) 
(4) 4 一 4 
(T4) 的 证 明 如 下 : 
(1) (A — B) > (A > B) 
(2) A (A — B) ~> B) 
(3) A —((A > B) ~ B) 
(T5) 的 证 明 如 下 : 
(1) (B > C) 2((A > B) ^ (A > O)) 


(由 (PUL4)) 
(由 (1), Imp 规则 ) 


(由 (PUL5)) 
(由 (2), (3), MP 规则 ) 
(由 (1), Imp 规则 ) 


(由 (PUL2)) 
(由 (PUL7)) 
(由 (1), (2), MP 规则 ) 


(由 (T2)) 
(由 (1), 反 序 对 偶 规则 ) 
(由 (T2)) 
(由 (3), (2), MP 规则 ) 


(由 (T3)) 
(由 (1), 反 序 对 偶 规则 ) 
(由 (2), Imp 规则 ) 


(由 (PUL1)) 
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(2) (4 — B) (B — C) =» (A — C)) (由 (1), 反 序 对 偶 规则 ) 
(3) (4 — B) -((B — C) = (A — C) (由 (2), Imp 规则 ) 
(T6) 的 证 明 如 下 : 

GD (4 — (B = C)-(B ~ 0)— 0) ~ (4— C) (h (T8) 


(2) B (B ~= €) ^ C), (由 (T4) 

(3) (B = C) > C) = (A = C))> (B = (A= C)) (B (2, (T5), MP 规则 ) 
(4) (A > (B ^ C)) (B ~ (A — O)) (由 (1), (3), HS 规则 ) 
(T7) 的 证 明 如 下 : 

(Do (A ~0) (H (T2)) 

(2) 4 一 (0 一 0) (由 (1), 反 序 对 偶 规则 ) 
(3) A>I (公式 (2) 的 简写 ) 

(T8) 的 证 明 如 下 : 

(DT 一 (一 4 一 4 (由 (T4)) 

(2) (一 4 一 4 (由 (1), (T3), MP 规则 ) 
(3) (一 4 和 一 4 (由 (2), Imp 规则 ) 

(4) 4 一 (一 4 (由 (T2)) 

(5) (一 4 二 4 (由 (3), (4)) 


6.4.2 ”可 证 等 价 关系 及 系统 PUL* 的 可 靠 性 

定义 6.4.2 设 4,BeF(5), 如 果 上 -4 一 B 且 上- B 一 A4, 则 称 A 与 BB 可 证 
等 价 , WE A B. 

容易 证 明 , 可 证 等 价 是 F(S) 上 的 等 价 关 系 . 

注 6.4.2 (1) 由 于 有 Imp 推理 规则 , 故 4 = B 当 且 仅 当 F 4 BHE 
BA. 

(2) Æ (T7) 中 , id 1 Æ 0—0 的 缩写 . 事实 上 , 7 也 可 定义 为 00, 因为 00 x 
6-0, 这 可 如 下 证 明 : 


G) 0 ES (由 (T3)) 

Gi) (6 ~> 0) > (I ~~ (6 ~» 0)) (由 (T2)) 

Gii) Z ~> (8 ~» 0) (由 (i), (ii), MP 规则 ) 

(iv) (0 = 0) ^ (0 ~» 6) (公式 (iii) 的 另 一 写法 ) 
(v) (0 ~> 0) ~> I (由 (T7)) 

(vi) (0 ~» 0) ~> (6 — 0) (公式 (v) 的 另 一 写法 ) 
(vii) 0 > 0206-8 (由 (iv), (vi)) 


为 了 证 明 x 是 F(S) 上 的 同 余 关系 , 需要 以 下 结果 . 
定理 6.4.4 ”以 下 公式 是 系统 PUL 中 的 定理 : 
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(T9) (C > A) ^ (C > B))> (C — (A^ B), 
(C ~> A) A (C ~> B))= (C ^» (A^ B); 
(T10) ((A > B)&A) — B, (A&(A ~ B))~ B; 
(T11) (A — B) 一 (4&C) — (B&O)), (A ~> B) ((C&A) ~ (C&B)); 
(T12) A&(B&C) — (A&B)&C, (A&B)&C — A&(B&C); 
(T13) (A&B) > (A^ B); 
(T14) (A > B) >((A > C) > (A > (B^C))), 
(A ~ B) -^((4 ^ C) ~ (A ^» (B^ C); 
(T15) A— (AV B), B > (AV B), (AV B) > (Bv A); 
(T16) (A — B) v (B A), (A ~= B) V (B ~ A); 
(T17) (A > C) >((B > €) ^((A V B) ^ O)), 
(A ~ C) ^((B ^ C) ((A V B) ^ C)). 
证 明 ”这 里 仅 以 每 一 个 结论 的 前 半 部 分 为 例 给 出 证 明 过 程 . 
(T9) 的 证 明 如 下 : 
(1) (C ^ A) ^ (C ^ B))> (C ^ A) (由 (PUL5)) 
(2) (C — A) =((A — (A^B)-» (C > (AA B))) (t (T5) 
(3) (C = A) ^ (C > B))-((A — (A ^ B)» (C — (A^ B))) 
(由 (1), (2), HS 规则 ) 
(4) (A — (A ^ B))»*((€ > A) ^ (C > B))- (C > (A^ B)) 
(由 (3), (T6), MP 规则 ) 
(8) (A — (A^ B))-((C — A) A^ (C — B) (C — (A A B)) 
(由 (4), Imp 规则 ) 


(6) A >((A — B) = (A^ B)) (由 (TD) 
(7) (A — B) ^ (A => (A^ B) (由 (6), (T6), MP 规则 ) 
(8) (A > B) ^ (A — (A^ B) (由 (7), Imp 规则 ) 


(9) (A3 B)-X(C— A)^(C—B)) ^(C—(AAB)) (H (8), (5), HS 规则 ) 
(10) (B—A)-(C — A)A(C— B)) —^(C—(AAB)) (类 似 (9) 的 证 明 ) 

(11) (€ — A) ^ (C > B)) (C > (A^ B) (由 (9),(10), (PULS), MP) 
(T10) 的 证 明 如 下 : 


(1) (AA B)&A) 3 A^ B (由 (PUL4)) 
(2) (A A B) = (B^ A) (H (PUL6)) 
(3) (BAA) > B (由 (PUL5)) 
(4) (A^ B) > B (由 (2), (3), HS 规则 ) 
(5) (A— B)&A) > B. (由 (1), (4), HS 规则 ) 


(T11) 的 证 明 如 下 : 
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(1) B&C > B&C 
(2) (B&C — B&C) — (B — (C — (B&C))) 
(3) B = (C > (B&C)) 


(由 (T3)) 
(由 (PUL7)) 
(由 (1), (2), MP 规则 ) 


(4) (B (C — (B&C)))-((A— B) ^ (A> (C ^ (B&C)))) 


(5) (A > B) — (A — (C — (B&C))) 

(6) (A => (C > (B&C)))((A&C) — (B&C)) 
(7) (A — B) ^((A&C) > (B&C)) 

(T12) 的 证 明 如 下 : 

(1) A&(B&C) 一 A&(B&C) 

(2) A > (B&C — (A&(B&O))) 

(3) A > (B > (C > (A&(B&C)))) 

(4) (A&B) — (C — (A&(B&C))) 

(5) (A&B)&C — (A&(B&C)) 

(T13) 的 证 明 如 下 : 

(1) (A&(A ~ B)) — (A^ B) 

(2) B ^ (A ~= B) 

(3) (B ~ (A ~ B))--((A&B) ~ (A&(A -> B))) 
(4) (A&B) ~ (A&(A ~> B)) 

(5) (A&B) — (A&(A ~> B)) 

(6) (A&B) — (A^ B) 

(T14) 的 证 明 如 下 : 

(4 一 B)A(4 一 CO) 一 (4 一 (BAO)) 
(2) (4 一 B)&(4 一 C)) 一 (4 一 B)A 人 (4 一 C)) 
(3) (A > B)&(A > C)) (A — (BAC)) 
(4) (A > B) 2((A — €) > (A = (B^OC)) 
(T15) 的 证 明 如 下 (只 证 A — (AV B)): 

(1) (A&(A ~ B))-^ B 

(2) (A&(A ~ B) B 

(3) A >((A ~> B) > B) 

(4) A-((B ~ A) > A) 

(8) A —(((A ~> B) > B)A((B ~ A) ^ A) 
(6) A> (Av B) 

(T16) 的 证 明 如 下 : 

(1) (A > B) >((A > B) V (B = A)) 


(由 (PULD) 
(由 (3), (4), MP 规则 ) 
(由 (PUL7)) 
(由 (5), (6), HS 规则 ) 


(由 (T3) 

(由 (2), (PUL7), MP 规则 ) 
(由 (2), (PUL7), MP 规则 ) 
(由 (3), (PUL7), MP 规则 ) 
(由 (4), (PUL7), MP 规则 ) 
(由 (PUL4)) 

(由 (T2)) 

(由 (T11)) 

(由 (2), (3), MP 规则 ) 

(由 (4), Imp 规则 ) 

(由 (5), (1), HS 规则 ) 


2), (1), HS 规则 ) 
3), (PUL7), MP 规则 ) 


(由 (T10)) 

(由 (1), Imp 规则 ) 

(由 (2), (PUL7), MP 规则 ) 
(由 (T2)) 

(由 (3), (4), (T14), MP 规则 ) 
(由 (5), (PUL9), HS 规则 ) 


(由 (T15)) 
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(2) (B — A) ^((B > A) V (A > B)) (由 (T15)) 

(3) (B^ A)V(A—B)) -(A—B)v(B—A)) (由 (T15)) 

(4) (B > A) 5((A > B) v (B > A)) (由 (2), (3), HS 规则 ) 

(5) ((A— B)-4(A— B) v (B— A)))((B— A) ^((A— B) v (B A))) 
—(AB)v(B — A))) (由 (PUL8)) 

(6) (A^ B) V (B > A) (由 (1), (4), (5), MP 规则 ) 


(T17) 的 证 明 如 下 : 

(1) (AVB)X((A— B)-^ B)A((B—A)~ A)) (由 (PUL9)) 

(2) ((A— B) ^ B)A((B— A) ^ A)) 2((A— B) ~ B) 

(由 (PUL5)) 

(3) (A v B) 2((A > B) ~ B) (由 (1), (2), HS 规则 ) 

(4) (A — B) =((A V B) — B) (由 (3), (T6), MP 规则 ) 

(5) (A — B) 2((AV B) > B) (由 (4), Imp 规则 ) 

(6) ((AVB)— B)-X(B—C)-^((AVB)—C)) (B (T5)) 

(7) (A > B)-(B—C)-((AvB)—C)) (t (5), (6), HS 规则 ) 

(8) (B = C) ((A— B) = (AV B) = C)) (Bi (7), (T6), MP 规则 ) 

(9) (A = C) A (B ^ C) (B = C) (由 (PUL5)) 

(10) ((A > C) A (B = C))-^((A > B) ^((A V B) ^ 0)) 

(由 (9), (8), HS 规则 ) 

(11) (A ^ B) =(((A => C) ^ (B ^ C))-((A V B) = C)) 

(由 (10), (T6), MP 规则 ) 

(12) (A — B) ^((A = C) ^ (B > C))-^((4 V B) ^ C)) 

(由 (11), Imp 规则 ) 

(13) (B > A) »(((A — C) ^ (B —^ C))-((A V B) ^ O)) 

(类 似 于 (12) 的 证 明 ) 

(14) (A— C) A (B > C)) -((AV B) — C) (Bi (12),13),(PULS),MP 规则 ) 

(15) às —C)^(B—C)-((AVB)- C)  (H (14), Imp 规则 ) 

(16) ((A— C)&(B—C)) -(A—C)A(B—C)) (H (T13)) 

(7) (A — C)&(B— C))-((AV B) — C) (Hi (16), (15), HS 规则 ) 
(18) (A— C) M((B— C) =((A V B) —^ C)) (Bi (15), (PUL7), MP 规则 ) 
定理 6.4.5 ”可 证 等 价 关系 = 是 F(S) 上 的 (&, ^, V, =, ~, 1, 2) 型 同 余 

关系 , 即 
0) # AxB RC e D, lll A&C e B&D; 

(235 AxB HC xD, W AAC x BAD; 
(3) # AxB HC xD, M AvC x BV D; 
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(4) # AxB HC xD, M A> CZB- D; 

(5) # Ax B H C xD, I A~ C7% B ~ D; 

(6) 3$ Az B, WI ~1A = —1B; 

(7) Æ As B, Wl] -24 = —B. 

证 明 Rit A~ B,C aD. 

(1) ti A — B, REI (T11) 及 MP 规则 可 得 A&C 一 B&C. 同 理 , H C - Da 
得 B&C ~ B&D, 进而 得 B&C 一 B&D( 应 用 Imp 规则 ). 于 是 , A&C 一 B&D( 应 
用 HS 规则 ). 类 似 地 , 有 B&D > A&C, 故 A&C ~ B&D. 

(2) 由 4 一 B( 已 知 )、AAC — A (应 用 PUL5) 及 MP 规则 可 得 4AC 一 B. 同 理 
可 得 AAC — D. 而 由 (T14) 可 得 (4AC > B) 一 (4AC > D) 一 (4AC 一 BAD)), 
应 用 MP 规则 即 得 AAC 一 BAD. 类 似 地 有 BAD— AAC, WE AAC BAD. 

(3) 由 4 一 B( 已 知 ), B — BV D (应 用 T15) 及 MP 规则 可 得 4 一 BVD. 同 
理 可 得 C — B v D. 而 由 (T17) TË (A — (Bv D)-((C > (Bv D))> (AVC > 
Bv D), 应 用 MP 规则 即 得 AVC > Bv D， 类 似 地 有 BvD — AvC, 故 
4VCsBVD. 

(4) ti B — A(BAl). (B > A) 一 (4 一 C) ~ (B > C)) (应 用 PL1) & MP 
规则 可 得 (A — C) ^ (B 一 C), 进而 有 (A— C) > (B > C). XH B AB 
4l). (C > D) 2((B > C) > (B 一 D)) (应 用 PUL1) 及 MP 规则 可 得 (B 一 
C) 一 (B > D). 于 是 , (A— C) > (B > D). 同 理 可 证 (B > D) 一 (4 一 C), 故 
A—CEB-D. 

类 似 (4) 可 证 (5) 成 立 . (6), (7) 可 由 定理 6.4.1 的 非 反 序 规则 直接 得 到 . 

根据 上 述 结论 , F(S) 关于 可 证 等 价 关系 ~ KIR (k, ^, V, >, ~, mi 02) 型 商 
代数 F(S)/ ~, 以 下 记 为 [F]. 依据 [F] 的 代数 性 质 , 引入 PUL*- 代 数 的 概念 . 

定义 6.4.3 (2,2,2,2,2,1,1,1,0,0) 代数 结构 (L; ^, V, &, =>, ~, 1,72, A, 0, 1) 
称 为 是 PUL*- 代 数 , 如 果 

(A1) (L; A,V,0,1) 是 有 界 格 (相应 的 序 为 <)， 这 里 0 和 1 分 别 是 最 小 元 、 最 大 
JU; . 

(A2) (L; &,1) 是 独 异 点 , 即 @ 满足 结合 律 且 对 任意 ze L 有 z@1=18z = zi 

(A3) r&y < z 当 且 仅 当 z < y 一 z 当 且 仅 当 y < zx ~ z; 

(A4) (r5 y) Br&z^y,zG(r-— y)&zr^y 

(A5) (z > y) V (y > z)-1-(z ~ y) V (y =~ 2); 

(A6) 21721 = ^71 = T; 

(A7) AzV((Az) 一 0)=1, Azv((Az) 0)-1 

(A8) A(z V y) < (Az) V (Ay); 

(A9) Ar < z; 
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(A10) Az < AAz; 

(A11) A(z — y) < (Az) — (Ay), A(z ~= y) € (Az) ~> (Ay); 

(A12) A(z — y) < A(^1y > iz), A(z > y) < A(^2y > 722); 

(A13) A(z > y) = A(z ~> y): 

(A14) Al=1. 

È 6.4.3 ”上 述 条 件 (A4) 可 由 其 他 条 件 推出 ( 见 文献 [76]), 但 为 了 便于 与 
psMTL- 代 数 进行 比较 , 这 里 仍 保留 在 定义 中 . 

容易 证 明 F(S) 关于 可 证 等 价 关系 = 构成 的 商 代数 [F] 是 一 个 PUL*- 代 数 . 对 
于 PUL*- 代 数 (L; ^, V, @, 一 , ^, 1, 72, A, 0, 1), 由 定义 6.2.3 X, (L; A, V, @, >, 
~, 0, 1) 构成 一 个 psMTL- 代 数 . 因而 关于 psMTL- 代 数 的 所 有 结论 对 于 PULAR 
数 同样 成 立 . 此 外 , 有 

EH 6.4.6 dE PUL*- 代 数 (L; ^, V, @, >, ~, >i 2， A, 0, 1) 中 成 立 : 

(1) Az=1 当 且 仅 当 z=1; 

(2) Æ z < y, W -iy < ~T, 27 和 -27i 

(3) ^11—0, 210-1, 721-0, -20=1; 

(4) A0—0; 

(5) Az = AAz; 

(6) (Az —0)89Az—0, Az & (Az ~ 一 0)=0; 

(7) Az = Az ® Az; 

(8) 3$ z < y, W Az < Ay; 

(9) A(z 8y) = Az ® Ay. 

证 明 (1) 由 定义 6.4.3 (A14) 知 Al=1. 假设 Ar=1, 由 定义 6.4.3 (A9) 得 
z> Az=1. 因 1 为 最 大 元 , 故 z <1, 于 是 z=1. 

(2) 车 z € y, W z — y—1. 据 (A14), A(z > y)=1. 于 是 由 (A12) 得 A(-1y 一 
-miz) > A(z > y)-1, 即 A(3:y 一 —z)-1. 应 用 (1) 即 得 ~y — z=1, 此 即 
my < ^2. 同 理 可 证 ~y < ~r. 

(3) 由 -20<1( 因 1 为 最 大 元 ), 应 用 (2) 得 1< "(=20). Xf (A6), -~1(-20)=0. 
于 是 -il1<0, 此 即 51-0. 同 理 有 -21=0. 于 是 , -10=-i(-21)=1, 230——2(711)-1. 

(4) 由 (A9) 即 得 . 

(5) 由 (A9) 得 AAz < Az. 而 由 (A10) 得 Az < AAz, 故 Az = AArz. 

(6) 由 (A11) 及 (4) 得 A(z 一 0)< (Az) 一 (A0)=(Az) —0. 应 用 (A3) 得 
(Az —0)&Az «0, BI (Az —0) &Az—0. 类 似 地 , Az @ (Ax 一 0)=0. 

(7) 由 Az «1-(Az) 一 (Az), 应 用 (A3) 得 Az @ Az < Az， 另 一 方面 , 由 
Oc Ar 8 Az, 应 用 定理 6.2.3 (8) 4H, Az 一 0< Az 一 Ar @ Ar. 又 由 (A3) 得 

z <Ar > Az ® Az, 于 是 Azv (Az —0)& Az > Az 8 Az. 应 用 (AT) 得 
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Az — Az 8 Az > Az V (Az —0)-1, Hl Az — Az 8 Az-l, Az < Az Q Az. 所 以 
Ar = AT ® Ar. 

(8) 由 (A11) 及 (A14) 即 得 . 

(9) 由 (A3) BẸ z& y < z, 应 用 (8) 得 A(z y) < Az. 同 理 , A(z @y) < 
Ay. 于 是 , 据 定理 623 (3) 得 A(ze y) @ A(z gy) < Aro Ay. XË (7) 有 ， 
A(r8y)9 A(z By) = A(z 8y). 于 是 , A(z 8y) < Az ® Ay. 另 一 方面 , 据 定 
理 6.2.3 (2) f z < y > (z& y), 应 用 (8) 得 , Az < Aly > (z @y)). XE (A11) 
有 Aly > (z 8 y)« Ay > Alz 8 y), Bl Az < Ay > A(xo y). 应 用 (A3) 得 
Az Ay < A(z 8y). 所 以 , A(z y) = Az ® Ay. 

EX 6.4.4 Ü (L; ^, V, 8, >, =, >i, 72,0, 1) 是 PUL" 代数 ,从 F(S)#) L 
的 (^ V, &, 一 , ~, 1, 72) 型 同 态 称 为 系统 PUL* 在 L 上 的 一 个 PU 赋值 . 

用 2(Z) 表示 F(S) 在 PUL*- 代 数 L 上 的 全 体 PU 赋值 之 集 . 

EX 6.4.5 UL 4 是 F(S) PHAR, 如 果 对 任意 的 ve QL) HA v(A)-1, 
WK A 为 LERRA ( 永 真 式 ), 记 为 Fr A. 

容易 证 明 以 下 定理 , 这 表明 : PUL 中 的 语 构 关于 语义 Q(L) 是 可 靠 的 . 

定理 6.4.7( 可 靠 性 定理 ) ”系统 PUL* 中 的 定理 一 定 是 LERN, 即 若 A e 
F(S) E F A, W Ez A. 这 里 工 是 任意 确定 的 PUL*- 代 数 . 

证 明 RAER PUL* 中 的 公理 (PUL1)~(PUL18) 都 是 重 言 式 , 并 且 PUL* 
中 的 MP 推理 规则 、Nec 规则 保持 重 言 式 . 

易 知 (PUL1)~(PUL18) 都 是 重 言 式 . 下 证 推理 规则 保持 重 言 式 . HA, A >B 
是 重 言 式 , W v(4)=1, v(4 一 B)=1. 从 而 v(B) = v(4) > v(B) =v(4 > B)-1, Bl 
B HEER, 这 说 明 MP 推理 规则 保持 重 言 式 . 又 设 4 是 重 言 式 , 则 对 任意 赋值 v 
IIA v(4)-1, 从 而 v(A4) = Av(4) = Al=1. 所 以 AA 为 重 言 式 , 这 说 明 Nec 规 
则 保持 重 言 式 . 


6.4.3 ”三 UZ"- 代 数 的 正规 素 滤 子 定理 及 系统 PUL* 的 完备 性 


本 节 研 究 PUL*- 代 数 的 滤 子 理论 , 包括 PUL*- 代 数 的 生成 滤 子 定理 和 正规 素 
滤 子 定理 , 并 应 用 它们 证 明 系统 PUL* 的 完备 性 ， 需 要 特别 指出 的 是 , 本 节 证 明 
了 PUL*- 代 数 的 滤 子 与 正规 滤 子 等 价 , 这 与 psB 矿 代数 的 滤 子 有 很 大 的 不 同 . 同时 ， 
本 节 关 于 PUL*- 代 数 的 滤 子 、 正 规 滤 子 的 许多 结论 , 可 以 自然 地 拓展 到 psMTL_ 代 
数 上 , 特别 是 关于 正规 滤 子 的 充 要 条 件 ( 它 不 同 于 psBL_ 代 数 的 正规 滤 子 的 相应 结 
i£), 见 第 7 章 . 

定义 6.4.6 PULO (L; ^, V, 8, —, ~, =, 72, A, 0, 1) 的 非 空子 集 F 
称 为 是 L 的 一 个 滤 子 , 如 果 下 满足 

(F1) 对 任意 r, ye F, 18y €F; 
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(F2) 如 果 z €F, y € L, £ S y, W y € F; 

(F3) 对 任意 z € F, Az € F; 

(F4) WR £ — y € F, W (71y) — Cuz) € F, (29) > (az) € F; 

(F5) 如 果 — y € F, 则 (iy) => (cuz) € F, (^29) ~> (>22) € F. 

容易 证 明 以 下 结论 . 

命题 6.4.1 FÆ PUL*- 代 数 工 的 滤 子 , 则 成 立 

(F6) le F; 

(F7) irceFyeLWyorcFyccF, 

(F8) WR z, y € F, W £ Ay EF. 

命题 6.4.2 ”对 于 PUT*- 代 数 L 的 子 集 F, 如 果 F 满足 (F3)~(F5), 则 以 下 
条 件 彼此 等 价 : 

(1) F Æ L EET; 

(2) le F; 3 z, £> y E€ F, W y € F; 

(3) le F; Ë r, z-ycF, 则 ye 一 . 

定义 6.4.7 ”PUL*- 代 数 L 的 滤 子 H 称 为 是 正规 的 , 如 果 

(NF) 对 任意 z,y€ L, £ >y €H "BUS rw yeH. 

容易 证 明 以 下 结论 ( 见 命题 6.3.3 及 定理 6.3.8) 

命题 6.4.3 UH JE PUL*- 代 数 工 的 正规 滤 子 , 则 : 

(NF1) 对 任意 ye 18 H-(z @hlhe H}, 存在 ze H&z-(h&z|h c H} 使 得 
y2z 

(NF2) 对 任意 ye H@z={h@ z|h € H}, 存在 ze r9 H-(rG&h|he HHE 
y2z. 

定理 6.4.8 PULO L 的 滤 子 H 是 正规 的 , 当 且 仅 当 H 满足 (NF1) 及 
(NF2). 

类 似 于 文献 [77], [78] 中 的 方法 , 容易 证 明 

定理 6.4.9 设 瑟 是 PUL*- 代 数 工 的 正规 滤 子 , EL 上 定义 如 下 关系 : 


a & P RÓCS(a 一 be Hb 一 a € H5 BBOS(a be H,b ac H), 


JU 5 是 工 上 的 同 余 关 系 . 用 [a] 表示 a € 工 所 在 的 等 价 类 , 则 商 代数 L/H- ([a]|a € 
如 是 PUL*- 代 数 , 其 中 , [al< 四 HERH a be 有 当 目 仅 当 a bc H. 

PUL'-AG 工 的 滤 子 F 叫做 真 的 , 如 果 FAL 容易 知道 , NT F 是 真 的 当 
且 仅 当 0g F. 

定义 6.4.8 PULAR L 的 真 滤 子 F 称 为 是 素 的 , 如 果 对 任意 z,y € L, 
zVyceFiüidhzrceFÓycr. 

定理 6.44.10. WF R& PU CL 的 真 滤 子 ， 则 以 下 条 件 等 价 : 
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(1) F ERM; 

(2) 对 任意 z,yeLz—yceFHRy—zreF; 

(3) HER z, y € L, £ y E F È y~ reF; 

(4) 对 任意 z, y € L, Ë r Vy=1, MreFRyeEF. 

证 明 WEM 6.3.10. 

容易 证 明 以 下 结论 . 

定理 6.4.11 Ü FÆ PUL*- 代 数 工 的 正规 滤 子 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) F 是 素 的 ; 

(2) L/H 是 链 , 即 全 序 PUL*- 代 数 . 

定理 6.4.12 dE PUL*- 代 数 中 , 正规 滤 子 与 滤 子 等 价 . 

证 明 ”只 需 证 明 每 个 滤 子 都 是 正规 的 . 设 FÆ PUL*- 代 数 工 的 滤 子 , z 一 
yerF. 

由 定义 6.4.6 (F3) 及 z 一 y € F fü, A(z 一 y) e F， 据 定义 643 (A13), 
Alz ~ y) = A(z — y) € F. 又 据 定义 6.4.3 (A9) 有 A(z ~ y) < £ ~ y, 应 用 定 
X 6.4.6 (F2) BI z ~ y € F. 同 理 可 证 , r ~ y E F sr yceF. MUFE 
PUL*- 代 数 L 的 正规 滤 子 . 

定义 6.4.9 ”对 于 PULL 的 子 集 X, 包含 X 的 最 小 正规 滤 子 , 即 包含 
X 的 所 有 正规 滤 子 的 交 , 称 为 由 X 生成 的 正规 滤 子 , 记 为 (X). 

定理 6.4.13( 生 成 滤 子 定理 ) 设 工 是 PULA, H i L MEMET, zc L, 


则 
[H U (z]) = (u|3i, v2 € H,s.t.vi ® (Az) < uH (Az) 8 vo < u}. 
证 明 用 下 表示 {ul3wiyvz €H, s.t. v g (Az) < u H (Az) 8 v) € u}. 
对 于 FK, (F2) 显然 成 立 . 以 下 分 别 证 明 (F1), (F3), (F4), (F5) Hr. 
(F1): 设 uiu € F, 则 存在 vi vois; € H 使 得 vi @ (Az) < ui, (Az) 8 v2 < 
1,3 8 (Az) < uz, (Az) & v, < us. 于 是 由 定理 6.2.3 (3) 得 


(vi & (Az)) & (vs & (Az)) € ui ® ua. 


由 于 H 是 正规 滤 子 , 应 用 命题 6.4.3(NF1), 对 于 (Az) 8 vs € (Az) @ H, 存在 
vs € H ff8 (Az) 8 vs > vs ® (Ar). 于 是 


Wu 8 uz 2 v; & ((Az) 8 v3) € (Az) > vı & (vs & (Az)) & (Az). 


而 应 用 定理 6.4.6(7) 得 , vi & (vs 8 (Az))S(Az)-(vi & vs) & (Az & Az)-(vi 8 
vs) @ Az. 从 而 , ui & uz 2 ve 8 Az, 其 中 , ve = vı @ vs € HOT. H IER (F1)). 同 
理 可 证 , 存在 vr € H ff u 8u > Az Gv; 这 说 明 u Gus € F, BD F EUR. (F1). 
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(F3): W u € F, WA viv € H 使 得 vi@(Az) < u B. (Az) 8vo < v. FE, 
依次 应 用 定理 6.4.6 (8), (9), (5) 得 


Au > Alvi ® (Az)) = (Aui) ® (AAz) = (Avi) ® (Az). 


注意 到 Av e 五 (对 滤 子 H 应 用 (F3))， 同 理 可 证 , 存在 va € H 使 得 ^u > 
Az @ vs. 所 以 Au € F, 即 下 满足 (F3). 

(F4): 设 a 一 be F, WA vv € H, ff vi 8 (Ax) < a — b H (Az) 8v < 
a — b. 于 是 , 依次 应 用 定义 6.4.3(A9), (A12) 及 定理 6.4.6(8), (9), (5) 得 


(715) > (12) 2 A((715) > (712)) > A(a — b) > A(vi ® (Az)) 
= Av; ® (AAz) = Avi ® Az = v4 Q Az, 


这 里 v3 = Av € 五 (对 滤 子 H 应 用 (F3). 同 理 可 证 , 存在 vs € H 使 得 (~b) 一 
(71a) > Az Q va. 这 说 明 (515) 一 (1a) € F. 类 似 地 有 , (-2b) — (72a) € F. 从 而 ， 
F iki (F4). 

(F5): 类 似 于 (F4) 的 证 明 . 

综 上 所 述 , F 是 滤 子 , 进而 由 定理 6.4.12 知 下 是 正规 的 . 又 显然 有 , HCFH 
zc F. 根据 生成 滤 子 的 定义 得 F-[HU(x)). 

定理 6.4.14(PU 厂 -代数 正规 素 滤 子 定理 ) VEL E PULY, a€ Lal, 
则 存在 L 的 正规 素 滤 子 P 使 得 a ¢ P. 

证 明 对 于 ae Za =#l, 假设 FF 是 不 包含 a 的 正规 滤 子 (这 样 的 F 一 定 存 
在 , 比如 {1}), 如 果 F 不 是 素 的 , 则 有 z, y E 工 满足 z yd F,y 一 z #4 F.H 
定理 6.4.13, 可 以 构造 两 个 正规 滤 子 FF), 它们 分 别 是 包含 Froyyocl 
最 小 正规 滤 子 . 可 以 断定 五,F 中 至 少 有 一 个 不 包含 a, 否则 , 由 ae Fa e Fo RT 
得 , 存在 vi,v2 € F EÑ a > v e A(— y), a2v S A(y—z) 于 是 


a > (vı & A(z > y)) V (v2 6 Aly > z)) (由 定理 6.2.3 (3)) 
Z(( 8v2) 9 A(z > y))V((v: 8v2) Aly — 1)) (由 定理 6.2.3 (3) 
=(vı 8 v9) Q (A(z — y) V A(y — z)) (由 定理 6.2.3 (10)) 
2(v & v2) 8 (A((z — y) V (y > 2)) (由 定义 6.4.3 (A8) 
= (vı Q v2) 8 (A1)2(vi 8 v2)81-vi Q v2 € F (由 定义 6.4.3 (A5), (A14)) 


从 而 有 a € F, 这 是 一 个 矛盾 . 于 是 , 按照 这 种 方式 , 可 以 构造 一 个 不 包含 a RE 
的 滤 子 序列 , 而 它们 的 “并 ” 正 是 要 寻找 的 正规 素 滤 子 . 
应 用 上 述 正规 素 滤 子 定理 , 即 可 证 明 PUL* 系统 的 完备 性 . 
容易 验证 全 体 PUL*- 代 数 构成 代数 簇 , 故 应 用 泛 代数 的 结果 可 以 得 到 : 
定理 6.4.15 “全体 PUL*- 代 数 构成 的 类 关于 子 代 数 、 同 态 像 以 及 直 积 封闭 . 
3138 6.4.3 W LÆ PUL*- 代 数 , 则 
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O E F E L Bü T, W F - n(QIQ & L KRETE QF Js 

(2) L 的 每 个 真 滤 子 F 都 可 扩充 为 极 大 滤 子 ( 指 不 包含 于 任何 滤 子 的 真 滤 子 ); 

(3) L 的 每 个 极 大 滤 子 都 是 素 滤 子 . 

证 明 (1). 记 F* = {QQ 是 工 的 素 滤 子 日 Q 2 F} 显然 F* 2 F. Sfr 
E ac F* 但 a g F, 则 由 定理 6.4.14, FERET P ER PF, ad P. 从 而 
P e(QIQ 是 工 的 素 滤 子 且 Q 2 FJ, a e F* 矛盾 . 所 以 F* = F. 

(2) & r-u(Q|Q Æ L WAITE Q 2 F}, JU r 关于 集合 的 包含 关系 构成 偏 
ER. 对 于 D 的 任何 子 链 {Qili € D, $ Q* = Ua. 则 Q@* 是 包含 下 的 滤 子 , H 
Q RART ( 因 Qi 都 是 真 滤 子 , 故 对 任意 ie 了 有 02 Qi, 从 而 0d 8*), Bl Q* 是 
子 链 {Qili c 1} 的 上 界 . 由 Zorn 引 理 , T 有 极 大 元 , 显然 这 个 极 大 元 即 是 L 的 极 大 
iT. 

(3) 设 正 是 工 的 极 大 滤 子 , 由 于 F EEF, 故 应 用 定理 6.4.14 知 , FERT 
己 2 F. 由 下 的 极 大 性 得 P =F. 这 说 明 下 是 素 滤 子 . 

定理 6.4.16 WU LÆ PULAA, 则 存在 一 簇 全 序 PUL*- 代 数 {Lilie 1), 使 
48 L SIDURIEICN L, XE L = TTL 


证 明 设 FT={QlQ 是 工 HESRET), 则 rz Cg( 由 引 理 6.4.3, 每 一 个 滤 子 
都 可 扩充 成 一 个 极 大 滤 子 , 而 极 大 滤 子 必 是 素 滤 子 , 又 由 定理 6.4.12 知 , 它 是 正规 素 
WT). 由 定理 6.4.11, 对 任意 Q er, L/Q 是 全 序 PUL*- 代 数 , 记 这 能 全 序 PULAR 
数 的 积 为 L. 可 以 证 明 , 映射 fL 一 L*, z (zlo)esr 是 从 工 到 L* 的 单 同 态 ， 
即 工 可 以 同 构 嵌入 L*. 

事实 上 , f 显然 是 同 态 映射 . 设 r, ye L, 车 z 关 y, 则 z < vy,y<z 不 同时 
成 立 , 不 妨 设 > < y 不 成 立 , 即 z 一 y Z1. 应 用 定理 6.4.14, 存在 L 的 正规 素 滤 子 
Q 使 得 z 一 y gQ. TX, 在 L/Q 中 [zl < [ye 不 成 立 , 因此 [z]o 7 lulo, 进而 
f(z) + f(). 

定理 6.4.17( 系 统 PUL 的 完备 性 定理 ) BARH PUL 是 完备 的 , 即 对 系 
统 PUL* 中 的 任意 公式 p, 以 下 各 项 等 价 : 

(1) p 是 系统 PUL* 的 定理 ; 

(2) 对 任意 的 PUL*- 代 数 L, p 是 L 重 言 式 ; 

(3) 对 任意 线性 序 的 PUL*- 代 数 L , o 是 L- ERR. 

证 明  (1)2(2). 已 在 定理 6.4.7 中 证 明 . (2) (3). 显然 成 立 . 

(3)5 (2). 根据 定理 6.4.16, 只 需 证 明 对 于 任意 一 能 全 序 PUL*- 代 数 {Lili € I}, 
当 对 于 每 一 个 Li 来 说 o 是 Li;- 重 言 式 时 , p 是 L*- 重 言 式 , 这 里 L* = 事实 


上 , 对 任意 L* 上 的 PU 赋值 v 有 : fiv 也 是 Li 上 的 PU 赋值 ， Em I > Li 
是 投影 映射 . 车 v(y)=(ai)ier #1, 则 存在 a; #1, 从 而 户 (u(p)) #1. 这 与 “对 于 每 一 
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个 L 来 说 p 是 Li- 重 言 式 " 的 假设 矛盾 . 

(2) (1). 由 于 F(S) 关于 可 证 等 价 关系 ~ 构成 的 商 代数 [F] 是 一 个 PULAR 
数 , 故 据 (2) 知 o 是 [F] 重 言 式 , 即 对 [F] 上 的 所 有 PU 赋值 v 有 v(y)=1. 特别 地 ， 
对 于 典型 映射 wF(5) >[F],A [A], A e F(S), 应 有 v(v)-1. 从 而 [wg]=1, 这 说 明 
v 是 系统 PUL* 的 定理 (由 定理 6.4.3 中 的 (T7), (T8) 及 MP 规则 易 证 [F] 的 最 大 
元 1 恰 是 系统 PUL 的 全 部 定理 ). 

上 面 提 到 的 相关 非 可 换 逻 辑 系统 之 间 的 关系 可 用 图 6.2 表示 . 


Or — [eis TU | [PARAPO 
左 连续 伪 !- 模 Pi 
Ww 逻辑 系统 psMTL 
逻辑 系统 的 背景 逻辑 系统 的 语义 扩张 
( 虚 的 双向 箭头 表示 “相关 联 ”) 。 “( 实 的 单 向 箭头 表示 诺 义 扩张) 
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习题 6 


1. 给 出 定理 6.12, 定理 6.1.3 及 定理 6.1.5 的 证 明 . 

2. 举例 说 明 非 可 表示 的 psBL 代数 (psMTL_ 代 数 ) FE. 

3. 深入 研究 可 换 模糊 逻辑 系统 NMG, NM 五 、IIMTL 等 ， 并 分 别 将 其 推广 到 非 可 换 情 
形 (必要 时 建立 相应 的 伪 t-A). 

4. 查阅 国内 外 最 新 文献 , 了 解 关于 BLAM. MTL- 代 数 结构 方面 的 研究 成 果 , 并 探讨 将 它 
们 推广 到 psBL 代数 、psMTL- 代 数 以 及 PUL*_ 代 数 中 . 

5. 查阅 文献 , 给 出 系统 psMTL" 标准 完备 性 定理 的 证 明 . 

6. 研究 非 可 换 模糊 逻辑 系统 PL*, PUL* 的 标准 完备 性 . 
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BCK 逻辑 和 BCI 逻辑 来 源 于 和 演算 (和 -calculus) 和 组 合 逻 辑 中 的 组 合子 
(combinators), 关于 它们 的 研究 最 早 可 追溯 到 20 世纪 50 年 代 Meredith 的 工作 
( 见 文献 [243], [244] 中 的 相关 说 明 )，1966 fF, Iséki 从 BCK/BCI 逻辑 出 发 提出 
BCK /BCI- 代 数 的 概念 ( 见 文献 [245]~[248], 其 中 , 文献 [246] 中 的 名 称 是 并 代 
数 )， 此 后 , 国际 学 术 界 对 其 进行 了 深入 细致 的 研究 , 涉及 序 结构 、 代 数 结构 、 理 
想 (ideal, 与 滤 子 概念 相对 应 )、 与 逻辑 的 关系 等 方面 , 我 国学 者 在 BCK/BCI- 代 
数 方向 上 取得 许多 重要 成 果 , 孟 杰 教授 与 韩国 Jun 教授 的 英文 专著 [249] 总 结 了 
BCK- 代 数 30 年 的 研究 成 果 , 在 国内 外 影响 较 大 . 在 考虑 BCK- 代 数 的 簇 问题 时 ， 
Komori 于 1983 年 提出 较 BCK- 代 数 广泛 的 BCC- 代 数 999, 而 BCC- 代 数 后 来 
又 被 称 为 BIK+- 代 数 250，BCC- 代 数 又 进一步 被 不 同学 者 推广 , 称 之 为 BZAR 
数 052 或 弱 BCC- 代 数 (也 称 为 GB- 代 数 253). 关于 BCI/ BCC/B2- 代 数 已 有 一 
些 较 深入 的 研究 , 可 参阅 文献 [254]~[263]. 

BCK 逻辑 和 BCI 逻辑 均 是 蕴涵 逻辑 (implicative logic, 即 只 涉及 逻辑 联结 词 
一 的 逻辑 系统 ), 各 种 模糊 逻辑 系统 均 包含 缉 涵 联结 词 , 它们 与 BCK 逻辑 的 关系 
自然 是 一 个 非常 重要 的 理论 问题 . 捷克 学 者 Cintula 在 文献 [264] 中 提出 了 弱 蕴 涵 
模糊 逻辑 (weakly implicative fuzzy logic) 及 模糊 BCK 逻辑 (FBCK logic) 的 概 
念 , 系统 研究 了 它们 与 可 换 模 糊 逻 辑 系统 的 关系 . 本 书 作 者 在 文献 [265],[266] 中 先 
后 提出 BIK+ 逻辑 和 模糊 BIK+ 逻辑 系统 (简称 为 FBIK+ 逻辑 ), 全 面 分 析 了 
它们 与 非 可 换 模糊 逻辑 系统 的 关系 . 这 些 结果 表明 , 从 蕴涵 联结 词 的 角度 看 , BCK 
逻辑 是 所 有 可 换 模糊 逻辑 系统 的 共同 基础 ; 类 似 地 , 分 别 从 两 个 列 涵 联结 词 的 角度 
看 , BIK+ 逻辑 是 所 有 非 可 换 模糊 逻辑 系统 的 共同 基础 ， 这 是 一 个 非常 有 趣 的 事 
实 , BCK 逻辑 、 BIK+ 逻辑 (看 作 BCK 逻辑 的 非 可 换 版 本 ) 原本 与 模糊 逻辑 没有 
任何 关系 , 然而 近 十 年 关于 模糊 逻辑 形式 系统 的 研究 , 不 论 是 可 换 的 还 是 非 可 换 的 ， 
它们 都 自然 地 围绕 在 一 条 主线 之 上 : 对 BCK 逻辑 、BIK+ 逻辑 进行 各 种 扩张 . 

事实 上 , 关于 模糊 逻辑 与 BCK 逻辑 的 关系 研究 , 首先 是 从 代数 结构 之 间 的 联 
系 开 始 的 , 比如 徐 扬 教 授 较 早 研究 了 格 蕴涵 代数 与 BCK- 代 数 的 关系 2e71、 罗 马 尼 
亚 学 者 Iorgulescu 建立 了 BCK- 代 数 与 BL 代数 的 联系 (2991, 文献 [269] 系统 研究 
了 BCC- 代 数 与 psB 矿 代数 的 关系 等 .本章 实 际 上 是 从 逻辑 形式 系统 和 代数 结构 
两 个 方面 , 探究 各 种 模糊 逻辑 系统 及 其 相关 代数 结构 的 统一 基础 ; 同时 , 本 章 还 将 
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从 代数 结构 (包括 与 量子 逻辑 相关 的 效应 代数 ) 的 角度 探讨 各 种 非 经 典 逻辑 的 内 在 
联系 . 之 所 以 将 这 些 内 容 放 在 同一 章 中 , 是 因为 它们 均 以 BCK/BIK+ 逻辑 及 相对 
应 的 BCK/BCC- 代 数 为 公共 基础 . 
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7.1.1 BCK/FBCK 逻辑 与 可 换 模糊 逻辑 


定义 7.1.1243244254 it S 是 命题 变 元 之 集 , F(S) 是 由 S 生成 的 一 型 自由 
代数 , 这 里 一 为 二 元 命题 联结 词 . 由 以 下 公理 和 MP 推理 规则 组 成 的 形式 系统 称 
为 BCK 逻辑 : 

(B) (A > B) 2((C — A) > (C = B); 

(€) (4 > (B ^ €) > (B > (A > O) 

(K) A > (B A). 

定义 7.1.2043,244.254 i9 S 是 命题 变 元 之 集 , F(5) 是 由 S 生成 的 一 型 自由 
代数 , 这 里 一 为 二 元 命题 联结 词 . 由 以 下 公理 和 MP 推理 规则 组 成 的 形式 系统 称 
为 BCI 逻辑 : 

(B) (A > B) =((C — A) => (C = B); 

(€) (A > (B ^ O)) > (B > (A > C); 

(0 A— A. 

容易 验证 , 4 一 4 是 BCK 逻辑 中 的 定理 , 故 BCK 逻辑 是 BCI 逻辑 的 扩张 . 

定义 7.1.3099] — i C 是 命题 语言 (propositional language), 一 是 C 中 的 二 元 
命题 联结 词 . C 上 的 逻辑 L 称 为 是 一 个 弱 蕴 涵 逻 辑 (weakly implicative logic), 如 果 
下 列 后 承 (consecution) 是 L 的 成 员 : 

(Ref) FL p > v; 

(MP) p,p > Y Fir v; 

(WT) po v > x hL ex 

(Cng)) e > Y, Y — e Fr cGas Xi- py Xn) 一 c0 Xi- ps 
Xn), 对 L 中 任意 n 元 联结 词 c 及 任意 i < n. 

注 7.1.1 对 于 “命题 语言 "、“ 远 辑 " 、“ 后 承 ”等 概念 , 文献 [264] 中 有 严格 的 
定义 , 此 处 略 去 了 (读者 可 按 通 常 的 意义 理解 , 在 本 书 中 不 会 产生 歧义 ). 

对 于 任意 公式 o v, 定义 : P > y = yon — Y = p > (9771 5 y), m XB 
然 数 . 
定义 7.1.4261 ”模糊 BCK 逻辑 (简称 FBCK 逻辑 ) 是 指 具 有 以 下 公理 和 
推理 规则 的 逻辑 系统 : 
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(B) - (9 > x) > (lp > v) > (e > x) 

(C) - (e > (9 > x)) > (9 > (e > x) 

(K)F e (v e 

(F4) E (e — v)" — x) A ((9 — e)" — x) ^ x) 3X8 n 为 任意 自然 数 ; 

(MP) p,p 9 v. 

ik 7.1.2 ”文献 [264] 中 , 上 述 (B) 使 用 以 下 公理 : 

(B^) F (p > v) > (v > x) > (e > »)- 

事实 上 , 应 用 (C) 不 难 证 明 (B) 与 (B^) 等 价 . 

作为 各 种 模糊 逻辑 形式 系统 的 一 般 化 , Hájek 在 文献 [270] 中 引入 如 下 的 quasi- 
hoop 逻辑 . 

定义 7.1.5779]  Quasihoop 逻辑 ( 简 记 为 QH) 是 指 由 以 下 公理 及 推理 规则 组 
成 的 逻辑 形式 系统 : 

(1) H (e 9) > (v > x) > (e x5; 

(2) F ply > pyp; 

(3) F p&y > p; 

(4) H (e > (4 > x)) > (phy > x): 

(5) F (p&p — x) > (e > (9 —»)* 

(Fn) F (9 — v)" — x) > ((9 — 9)" — x) ^ 3) E n AER AARM, 

(MP) p,p > VF v. 

容易 验证 以 下 结论 成 立 . 

定理 7.1.1 ”每 一 个 可 换 模糊 逻辑 系统 (BL, Z*, MTL, UL*, QH 等 ) 均 是 
BCK 逻辑 (及 FBCK 逻辑 ) 的 一 种 扩张 . 

关于 BCI 逻辑 , 文献 [271] 解决 了 文献 [264] 中 的 两 个 公开 问题 , 文献 [272] 指 
出 与 BCI 逻辑 相配 套 的 代数 结构 是 MPE- 代 数 而 非 BCT- 代 数 . 以 下 介绍 [271] 中 
关于 BCI 逻辑 的 一 些 结果 , 相应 代数 结构 方面 的 内 容 将 在 下 节 介绍 . 

定理 7.1.2071 ”以 下 各 项 是 BCI 逻辑 中 的 定理 或 规则 : 

(1) F(e > y) > (x^ > p) > (^ > 9) 

(2) y => vr = p) > ("^ — v 

(3) (g^ > (y^ — x)) > (v — (e^ — x) 

(4) g^ > (y^ => x) - y" — (g^ — xy 

(8$) (o2 4) > YH (P v) v; 

(6) p > v F (6 > 4) > £) > (x* > p) > £); 
这 里 n 为 任意 自然 数 . 

定义 7.1.6271 QBCI 逻辑 是 BCI 逻辑 添加 如 下 公理 后 的 扩张 : 

(PL**) ((e > v) > x)  ((v > 9) ^ x) > x). 
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定理 71.807] 以 下 公式 是 QBCI 逻辑 中 的 定理 : 
(Fam) F ((e — V)" — x) ^ ((9 — e)" — x) > x), XE n, m 为 自然 数 . 


7.1.2 BCK- 代 数 的 基本 知识 


定义 7.1.7[245,248,249| 一 个 BCK- 代 数 是 指 满足 以 下 条 件 的 (2, 0) 型 代数 (A; 
*, 0): Vr, y, z € A, 

(1) (zy) *(z*2))* (zy) = 0; 

(2) (z* (r«y)) «y =0; 

(3) z*2—0; 

(4z*y-0,y«z-0-— r—y 

(5) 0*z — Q0. 

在 BCK- 代 数 A 中 定义 如 下 < 关系 : z <y er> y=, 则 4 关于 < 构成 
偏 序 集 . 

以 上 定义 是 BCK- 代 数 的 原始 定义 , 按 文献 [273] 的 说 法 ,上述 (2, 0) 型 代数 
(Ai * 0) 应 称 为 右 -BCK 代数 (right-BCK algebra). 为 了 方便 与 本 书 所 涉及 的 逻 
辑 代数 进行 比较 , 以 后 将 使 用 下 述 对 偶 的 定义 , 按 文献 [273] 的 说 法 , 这 叫做 “ 反 
左 -BCK 代数 " (reversed left-BCK algebra), 并 沿用 BCK- 代 数 的 名 称 . 

定义 7.1.8 ”一 个 BCK- 代 数 是 指 代数 结构 (A; >, 5,1), 这 里 > 是 A 上 的 
二 元 关系 , 一 是 4 上 的 二 元 运算 , 1 是 4 中 的 一 个 常 元 , 且 满足 以 下 条 件 (Vos, y, 
zeA): 

(BCK1) (z > z1) > (y > z) > y > z; 

(BCK2) (y > z) > £ > y; 

(BCK3) z > z; 

(BCK4j)r2yy2r-rz-y 

(BCK5) 1 > z; 

(BCK6) r2y&y—zr-l1. 
BCK- 代 数 称 为 有 界 的 , 如 果 存在 元 素 0 使 得 对 任意 z 有 0 一 zx 二 1, 即 0 < z( 这 
E < 的 含义 是 : z < y 当 且 仅 当 y > zx). 

根据 2.2 节 可 换 剩余 格 的 基本 性 质 容易 得 到 如 下 结论 . 

定理 7.1.4 (L; ^, V, @, 一 , 0, 1) 是 剩余 格 , 则 (L; >, >, 1) EAR 
BCK- 代 数 . 

由 此 可 知 , 前 面 几 章 中 提 到 的 可 换 模糊 逻辑 代数 , 如 MTV- 代数 、B 代数、 Ro- 
代数 、MTL- 代 数 、UL*- 代 数 等 , 都 是 特殊 的 有 界 BCK O3 ( 仅 考虑 蕴涵 结构 ). 

定理 7.1.5245,248249| Wt (A; >, >, 1) 是 BCK- 代 数 , 则 成 立 (Vz, y, z € A): 

(ü)zXy-zorz&z—y 
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(2z€y-2yoz&£rz 

(3z€&ywy€z-z&z 

(r&y—5z-—y&zroz 

(5) <y> z; 

(6) z > (y > z)=y > (z > z); 

(7) 1 一 z= zi 

(8) z > y = ((@ => y) > y) > y. 

定理 7.1.6249) —^- (2, 0) 型 代数 (4; 一 , 1) 是 一 个 BCK-_ 代 数 当 且 仅 当 以 
下 条 件 成 立 (Vz, y, z € A): 

0) (y 2) > (22) (y 2) = 1; 

(2) yD r= 

(3(r—y-1y—z-21)2z-y. 

注 7.1.3 ”BCK- 代 数 的 定义 中 , 序 关系 不 是 独立 的 , 即 可 由 > EXA: r< 
yery-l 

EX 7.1.9249) BOCK A43 (A; >, 5, 1) 称 为 是 正 关 联 的 (positive implica- 
tive), 如 果 满 足 (Vr, y, z € A): 

(PI) z — (y > z)-(z — y) ^ (z > 2). 

EIE 7.1.7249) i (A; >, 一 ,1) 是 BCK- 代 数 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) A 是 正 关联 的 ; 

(2) (Vz, y € Ar (z > y) = £ => y; 

(3) (Vz, y € Az — y) ^((y > z) > 1) = (((£ — y) = y) => £) > z; 

(4) (Vz, y € As ^ y = ((z > y) ^v) > (£ > y); 

(5) (Vz, y € A(x y) =((£ = y) y) = (£ > y) > y; 

(6) (Vz, y € A)(z — y) ^((y — z) = z) = (y > z) (x — y) = y). 

定义 7.1.10] BCK 4 (A; >, 一 , 1) 称 为 是 可 换 的 (commutative), 如 
RWE (Vz, y € A): 

(C) (z— y) => y-(y > 1) — a. 

定义 7.1.11) BCK- 代 数 (A; >, 一 , 1) 称 为 是 关联 的 (implicative), 如 果 
满足 (Vr, y € A): 

(D (zy) 5 z-z. 

EA 7.1.82] BCK At (A; >, 一 , 1) 是 关联 的 当 且 仅 当 它 既是 可 换 的 又 
是 正 关 联 的 . 

定理 71.909958. 有 界 可 换 BCK- 代 数 与 MV- 代 数 范畴 等 价 ， 有 界 关联 
BCK- 代 数 与 Boole 代数 范畴 等 价 . 
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定义 7.1.1209. 3 (A; >, 一 , 1) 是 BCK- 代 数 , a, be A. 定义 
S(a,b) = {z € Ala < b — z}. 


显然 , a, b, le S(a, b). 如 果 对 任意 z, y € A, S(x, y) 均 有 最 小 元 , 则 称 (A; >, 
>, 1) 是 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代 数 , 并 记 S(z, y) 的 最 小 元 为 2 @y. 

容易 验证 , 对 于 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代 数 A, (A; @, 1) 构成 么 半 群 . 

定理 7.1.1009! 3 (A; >, 一 , 1) 是 BCK- 代 数 , 如 果 存在 4 上 的 二 元 运算 。 
使 得 对 任意 z, y, ze 4 有 

(S) z > (y  2-2(z: y)> 2. 
则 A 具有 条 件 (S), 且 运 算 。 即 是 运算 o. 

显然 , 对 于 任意 可 换 剩余 格 (L; ^, V, @, 一 , 0, 1), 则 (L; >, 一 , 1) 是 有 界 且 具 
有 条 件 (S) 的 BCK- 代 数 . 

作为 本 节 的 结束 , 简要 介绍 一 下 BCI- 代 数 的 基本 概念 . 

定义 7.1.13l245,258,259| ”一 个 BCT- 代 数 是 指 代数 结构 (A; 2, >, 1), 这 里 > 
是 4 上 的 二 元 关系 , 一 是 A 上 的 二 元 运算 , 1 是 A 中 的 一 个 常 元 , 且 满 足以 下 条 
件 (Vr, y, z € A): 

(BCK1) (z > z) > (y > 2)2y5 

(BCK2) (y => z)— £ > y; 

(BCK3) z > z; 

(BCKA)r2y,y2r-r—y 

(BCK6)z2y€&y—rz-l. 

(BC)z21-2z-1. 

注 7.1.4 (1) HEXA, BCK- 代 数 与 BCI- 代 数 的 区 别 仅 在 于 常 元 1 上 , 1 
在 BCK- 代 数 中 是 最 大 元 , 而 1 在 BCI- 代 数 中 是 极 大 元 . 

(2) 文献 [272] 指出 , BCI- 代 数 并 非 是 与 BCI 逻辑 相配 套 的 代数 结构 , 应 该 是 
下 述 的 MPE- 代 数 . 

定义 7.1.14 ”一 个 偏 序 代数 (A; <, 一 ) 称 为 是 MPE- 代 数 , 如 果 满足 以 
下 条 件 (Vz, y, z € A): 

()z&z; 

Q)z&yy&z-r-y 

(97€«yy&z-z-2z 

( 

( 


(0r€y—52—y&rz. 


4)(r2z)— y < y; 
5) z > y < (z > 2) > (z > y); 


71 BCK 逻辑 与 BCK- 代 数 - 223. 


7.1.3 ”BCK- 代 数 的 滤 子 理论 


这 里 论述 的 “ 滤 子 ", 在 BCK- 代 数 的 原始 文献 中 称 为 “理想 ", 因为 本 书 采 用 
了 原始 BCK- 代 数 的 对 偶 定义 . 

定义 7.1.15P4s249] Ar (A; >, 一 , 1) 是 BCK- 代 数 , 非 空子 集 F C 4 称 为 4 
的 一 个 滤 子 , 如 果 满足 以 下 条 件 (vz, y € A): 

()1eF 

(2(r5yeF,rzeF)-oyeFrF. 

注 7.1.5 (1) 显然 , {1} 与 4 均 是 4 的 滤 子 . 不 等 于 4 的 滤 子 称 为 4 的 真 
iT. 

(2) BCK- 代 数 4 的 一 个 非 空 子 集 若 对 一 封闭 , 则 称 为 4 的 一 个 子 代数 . 在 
BCK- 代 数 中 , 滤 子 必 是 子 代数 , 而 子 代数 未 必 是 滤 子 . 

TE 7.1.1149) d F JE BCK- 代 数 (4; >, 一 , 1) 的 非 空 子 集 , 则 下 是 4 的 一 
个 滤 子 当 且 仅 当 对 任意 z, y € FA S(r, y) € F, XE S(z, y)={a € Alz < y > a}. 

Hit 7.1.1249) dp F Æ BCK- 代 数 (A; >, 一 , 1) 的 非 空子 集 , 则 下 是 4 的 
一 个 滤 子 当 且 仅 当 对 任意 z yc F &zceAz&yzozcF. 

EH 7.1.1200) d F Æ BCK- 代 数 (4; >, 一 , 1) 的 滤 子 , 定义 4 上 的 关系 
WT: 


Vny€eArveyM^BBN (r—yeFHy-zeF) 


则 ~ 是 A 上 的 同 余 关系 , (4A/F; >, 9, 01) 是 一 个 BCK- 代 数 , B. C, = F, 这 里 
A/F 是 4 关于 等 价 关系 ~ 的 商 集 , C. 表示 1 所 在 的 等 价 类 . 

EX 7.1.1621) t (A; >, 5, 1) 是 BCK- 代 数 , 非 空 子 集 Fc 4 称 为 4 的 
一 个 正 关 联 滤 子 (positive implicative filter), 如 果 满 足以 下 条 件 (Yz, y, z € A): 

1)1eF 

(2z—(yoz2€FHz—yeF-zrzcF. 

定理 7.1.1329 i (A; >, 一 , 1) 是 BCK- 代 数 , F C A, 则 以 下 条 件 等 价 : 

(五 是 4 的 正 关 联 滤 子 ; 

(2) 是 4 的 滤 子 , 且 (yz,ye4)z 一 (z 一 人 ez 二 z 一 yeFi 

(3) F Æ 4 的 滤 子 , H 


(Vz, y, z E€ A)z > (y = z) E€ F > (z > y) > (z > 2) € F; 


(4) 1EF, H (z EF, z > (z > (z > y)) € F) >z >y €F; 

(5) 商 代数 (4/F; >, 一 , C1) 是 正 关联 BCK- 代 数 . 

定理 7.1.14B49] 3 (A; >, >, 1) 是 BCK- 代 数 , 则 以 下 条 件 等 价 : 
(1) A 是 正 关联 BCK- 代 数 ; 
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(2) {1} 是 4 的 正 关联 滤 子 ; 

(3) A 的 所 有 滤 子 均 是 正 关联 的 ; 

(4) 对 任意 € A, a1= {z € Alz > a} 是 4 的 滤 子 . 

ENX 7.1.17) 设 (4; >, 5, 1) 是 BCK- 代 数 , EZT FC A 称 为 4 的 
一 个 关联 滤 子 (implicative filter), 如 果 满 足以 下 条 件 (Yr, y, z € A): 

(1) le F; 

(2zeFHz-(xz—y)z)eF-rcrcr. 

定理 7.1.1524) 4 (A; >, 一 , 1) 是 BCK- 代 数 , F C A, 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) F 是 A 的 关联 滤 子 ; 

(2) F Æ 4 的 滤 子 , H (Vr, y € A) (r—5y) Oe F—zcF,; 

(3) 商 代数 (A/F; >, >, C1) 是 关联 BCK- 代 数 . 

定理 7.1.16% i (A; >, 一 , 1) 是 BCK- 代 数 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) 4 是 关联 BCK- 代 数 ; 

(2) (1H& 4 的 关联 滤 子 ; 

(3) A 的 所 有 滤 子 均 是 关联 的 ; 

(4) 对 任意 € A, a 1= {fze4lz>al 是 4 的 关联 滤 子 . 

定义 7.1.1809]. 3 (A; >, 一 , 1) 是 BCK- 代 数 , 非 空子 集 F C A 称 为 4 的 
一 个 可 换 滤 子 (commutative filter), 如 果 满 足以 下 条 件 (Vz, y, z € A): 

(1) le F; 

(2zeFHz—(y—5z)eF-((r—5y)y-zeF. 

定理 7.1.1724) 3 (A; >, >, 1) 是 BCK- 代 数 , F C A, 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) F Æ A 的 可 换 滤 子 ; 

(2) F Æ A WWF, H (Vz, y € Ay > zeF((r—5y)y-zeF 

(3) 商 代 数 (A/F; >, 一 , C1) 是 可 换 BCK- 代 数 . 

定理 7.1.1809] Wt (A; >, 一 , 1) 是 BCK- 代 数 , F C 4, 则 下 是 4 的 关联 
滤 子 当 且 仅 当 F 既是 A 的 可 换 滤 子 又 是 4 的 正 关联 滤 子 . 

定理 7.1.1924] i (A; >, 一 , 1) 是 BCK- 代 数 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) 4 是 可 换 BCK- 代 数 ; 

(2) (1H£& 4 的 可 换 滤 子 ; 

(3) A 的 所 有 滤 子 均 是 可 换 的 . 

EX 7.1.1949) it (A; >, 一 , 1) 是 BCK- 代 数 , X C A. 所 有 包含 XX 的 A 
的 滤 子 之 交 也 是 4 的 滤 子 , 称 为 由 X 生成 的 滤 子 , 记 为 (X]. 

定理 7.1.2049] d (A; 2, 一 , 1) 是 BCK- 代 数 , X C A, X #4 Ø, Wl 

(X] = (a € 4| 存在 z1,… ,zn € X ff m > (> (En > a)-e) 2 1). 
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7.2 BIK+ 逻辑 、 模糊 BIK* 逻辑 与 BITK+(BCC)- 代 数 


7.2.1 BIK* 逻辑 与 BIK+(BCC)- 代 数 


EN 7.2.1263) H S 是 命题 变量 之 集 , F(S) 是 由 S 生成 的 一 型 自由 代数 ,这 
里 一 是 一 个 二 元 命题 联结 词 . 称 由 以 下 推理 规则 和 公理 组 成 的 形式 系统 为 BIK+ 
逻辑 : 

推理 规则 

MP 规则 : 从 4 及 A— B 推 得 B; 

BIK* 规则 : 从 A 推 得 (A 一 B) — B. 

公理 

(B) (B > C) >((A > B) ^ (A > O); 

MA> A 

(K) A > (B > A). 

ik 7.2.1 在 BCK 逻辑 中 BIK* 规则 成 立 ， 事 实 上 , 从 公理 (C) 及 (4 一 
B) ^ (A > B) 可 得 A —((A > B) — B). 据 此 应 用 MP 规则 即 得 BIK+ 规则 . 因 
此 , BCK 逻辑 是 BIK+ 逻辑 的 一 个 扩张 . 

按 通 常 的 方式 , 可 在 BIK+ 逻辑 系统 中 引入 证 明 、 定 理 、 六 -结论 等 概念 . 以 下 
用 上 4 表示 4 是 BIK+ 逻辑 系统 中 的 定理 , rH 4 表示 4 是 一 个 -结论 . 

定理 7.2.1 在 BIK+ 逻辑 中 , 以 下 结论 成 立 : 

(T1) # F B >C, W + (A > B) > (A > C). 

(T2) # IT = {A > B,B = C}, W rH (A> C). (HS 规则 ) 

(T3) 3 - A— B, II + (B > C) > (A > C). 

(T4) # I = {A,C > (A > B)}, W r+ (C —> B) (88 MP 规则 ) 

证 明 (T1) 的 证 明 如 下 : 


(1) (B — C) >((A > B) > (A > O)) (由 (B)) 

(2)B—C (已 知 ) 

(3) (A> B) ^ (A= C) (由 (1), (2) 及 MP 规则 ) 
(T2) 的 证 明 如 下 : 

(DB-—C (已 知 ) 

(2) (A^ B) 5 (A> C) (由 (T1)) 

(3A—B (已 知 ) 

(4 4 一 C (由 (2), (3) 及 MP 规则 ) 


(T3) 的 证 明 如 下 : 


(1) (B > €) > (AA B) ^ (A > O)) 


(由 (B)) 
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(2) A—B (已 知 ) 

(3) (4 > B) > (A => C) > (A > C) (由 (2), BIK+ 规则 ) 
(4) (B^ C) 2 (4 C) (由 (1), (3) 及 (T2)) 
(T4) 的 证 明 如 下 : 

(1) € ^ (A> B) (已 知 ) 

(2) 4 (已 知 ) 

(3) (A > B) > B (由 (2), BIK+ 规则 ) 
(4) C >B (由 (1), (3) 及 (T2) 


3X 7.2.2 A,B € F(S). 称 4 与 B 是 可 证 等 价 的 , wR -A— B FR. 
-B> A, WX AxB. : 

容易 得 到 以 下 结果 ( 略 去 证 明 ). 

定理 7.2.2 KR e È F(S) 上 的 等 价 关系 . 

定理 7.2.8. KR a Æ F(S) 上 的 一 个 一 -型 同 余 关 系 , MË A~ B HCx D, 
则 4 一 Cs 了 一 D. 

定义 7.2.3[250,251 一 个 BCC- 代 数 (或 称 BIK+- 代 数 ) 是 指 代数 结构 (L; >, 
—,1), 这 里 > 是 工 上 的 二 元 关系 , 一 是 工 上 的 二 元 运算 , 1 是 L 中 的 一 个 常 元 ， 
且 满足 以 下 条 件 : 

(BCC1)(y22)—5(y—5z)22; 

(BOC2) 12 z = a; 

(BCC3) z 2 z; 

(BOC4)z2y,y2z2—z-y 

(BCC5) 12 z; 

(BCC6) z > y & y > z-1. 

ik 7.2.2 (1) 文献 [250]~[257] 中 BCC- 代 数 的 定义 是 上 述 定义 的 对 偶 形式 . 

(2) BCK- 代 数 一 定 是 BCC- 代 数 , 反之 不 真 . 

命题 7.2.1[250.252255 ZE BCC- 代 数 (L; >, >, 1) 中 成 立 : Vr, y, z € L, 

(1) <y> z; l 

(2z«y-—2—z&zy 

(3z&y-—y—2&r—z. 


命题 7.2.2255,269| BCC- 代 数 (L; >, —, 1) 是 BCK- 代 数 当 且 仅 当 满足 : 
Vry,zEL,z > (y > z) =y > (£ > 2). 


定理 7.2.4(Lindenbaum 代数 ) F(S) 关于 可 证 等 价 关系 构成 的 商 代数 [F]= 
F(S)/« ={[A]|A e F(5)} 是 一 个 BCC- 代 数 , 其 常 元 为 [I], 这 里 I Æ BIK 逻辑 
系统 的 一 个 定理 . 
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XX 7.2.4 W LÆNA BCC- 代 数 . 函数 v: F(S) 一 工 称 为 F(S) EL E 
的 一 个 BCC- 赋 值 , 如 果 v 是 一 个 从 F(S) 到 L 的 一 -型 同 态 . 

F(5) 在 L 上 的 所 有 BCC 赋值 记 为 Nz. 

定义 7.2.5 设 4 是 FF(S) 中 的 一 个 公式 , 工 是 一 个 BCC- 代 数 . 4 称 为 L-E 
TOR, 如 果 对 任意 ve N, 有 v(4)=1, 记 为 Fz A. WR A->B H B> AXE 
三 - 重 言 式 , 则 称 A 与 B 逻辑 等 价 . 

容易 验证 , A 与 B 逻辑 等 价 当 且 仅 当 v( A) = v(B), Vv € Qr. 

以 下 定理 表明 , BIK+ 逻辑 系统 关于 语义 Q, 是 可 靠 的 ( 略 去 证 明 ). 

定理 7.2.5 (BIK+ 的 可 靠 性 定理 ) ” 设 工 是 一 个 BCC- 代 数 , 则 BIK+ 逻辑 
系统 的 每 一 个 定理 均 是 LERA, BI VA € F(S), 3$ - A, W HEr A. 


7.2.2 FBIK* 逻辑 与 非 可 换 模糊 逻辑 


定义 7.2.6099 — d S 是 命题 变量 之 集 , F(S) 是 由 S 生成 的 一 型 自由 代数 ， 
这 里 一 是 一 个 二 元 命题 联结 词 . 称 由 以 下 推理 规则 和 公理 组 成 的 形式 系统 为 模糊 
BIK+ 逻辑 (简称 FBIK+ 逻辑 ): 

推理 规则 

MP 规则 : A AR A> BHE B, 

BIK* 规则 : 从 4 推 得 (A — B) — B. 

公理 

(B) (B ^ C) 2((A > B) > (A => O). 

() A A. 

(K) A > (B > A). 

(Fn) (A > B)” ^ C) >(((B —^ A)^ — C) — C), 这 里 为 任意 自然 数 . 

显然 , FBIK* 逻辑 是 BIK+ 逻辑 的 扩张 , FBCK 逻辑 是 FBIK+ 逻辑 的 扩 
张 . 另外 , 定理 7.2.1 中 的 (T1)~(T4) 在 FBIK+ 中 也 成 立 . 

定义 7.2.7099 ”一 个 BCC(BIK+)- 代 数 (L; >, —, 1) 称 为 FBIK+- 代 数 , 如 
IT: 

(Fn) ((z > y)" > z) A(((y > 1)" A z) > z)21, 这 里 nn 为 任意 自然 数 . 

下 例 表 明 , BCC(BIK+)- 代 数 未 必 是 FBIK+- 代 数 . 

例 7.2.1266) 3 L= {0,a,b,1}, 其 序 关 系 为 1 > a >b>0, 二 元 运算 一 E 
义 如 表 7.1 所 示 . 

使 用 图 7.1 中 Matlab 程序 可 检验 (L; 2, 一 , 1) 称 为 BIK+- 代 数 . 

应 用 图 7.2 所 示 的 Matlab 程序 可 检验 L 满足 条 件 ((z — y) 一 z) 一 (((y 一 
z) 一 z) 一 z)-1, Bl n=1 时 (Fn) 成 立 . 但 下 述 计算 表明 n=2 时 (Fn) 不 成 立 , 所 以 
工 不 是 FBIK+- 代 数 : 
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表 7.1 


T. 
a 
a 
1 
1 
a 


function y-FbccO ; 
85[4,2,2,4;1,4,2,4;1,4,4,4;1,2,3,4]; 
P0; 
for i=l:4 
for j=1:4 
for k=1:4 
if A(G, k), A(A(, j), AG, k))) “24; psp; 
end 
end 
end 
end 


if p==0; disp('true'); end 
图 7.1 验证 BIK+- 代 数 的 Matlab 程序 


function y=Fbcc_1() 
45[4,2,2,4;1,4,2,4;1,4,4,4;1,2,2,4]; 
P0; 
for i=1:4 
for j=1:4 
for k=1:4 
if A(A(&G, j), k), AA (AG, i), k), k)) “24 pup ; 
end 
ena 
end 
end 
if p==0; displ true) iend 


图 7.2 验证 FBIK+- 代 数 的 Matlab 程序 


(a = 0 — b = (a = 0) > ((a 0) > b) = a, 
((0 — a)? — b) = b = ((0 > a) — ((0 => a) — b)) > b =b, 
((a — 0)? — b) — (((0 — a)? => b) => b) =a > b=a #1. 
定理 7.2.6(Lindenbaum 代数 ) ”在 FBIK+ 中 , F(S) 关于 可 证 等 价 关系 构成 
的 商 代数 [F)- F(S)/«—([4]]A € F(5)} 是 一 个 FBIK+- 代 数 , 其 常 元 为 [I], 这 里 I 
是 FBIK* 逻辑 系统 的 一 个 定理 . 


可 类 似 于 定义 7.2.4、 定 义 7.2.5 定义 赋值 、 重 言 式 等 概念 (将 BCC- 代 数 换 成 
FBIK+- 代 数 即 可 ), 同样 可 得 到 如 下 结果 . 
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定理 7.2.7 (FBIK+ 的 可 靠 性 定理 ) ” 设 工 是 一 个 FBIK+- 代 数 , 则 FBIK* 
逻辑 系统 的 每 一 个 定理 均 是 LERA, 即 VA € F(S), 若 F A, W Hz A. 
下 面 讨论 非 可 换 模糊 逻辑 系统 与 FBIK+ 逻辑 的 关系 . 
定理 7.2.8099 ”以 下 各 项 是 psMTL 中 的 定理 或 规则 : 
(TI) {p > V, V 9x) Fe — x (o Vi x px 
(T2) (e > (v x. x > v} he (9 ~ v), 
(e (95 x) x> v)Fe- (Y > v); 
(T3) e > ((e — v) = V). p ~= (lp = 4) > v); 
(T4) e — (9 > p), p ~ (4 ~= 9); 
(T5) p > p,p ~= p; 
(T6) p = v F (4 = x) (e x) p ~ YH (Y ~= x) > (p ~= x); 
(T7) (e — (V = x)) > (9 = (e — x) (e = (9 = x)) (9 = (p ~= x)). 
证 明 — (T1) 的 证 明 如 下 : 


()vx 

(2) (9 > x) > ((e > 9) ^ (e x) (由 定义 6.2.9 (A1)) 
(3) (p > 4)> p >x) (由 (1), (2), MP 规则 ) 
(ov 

(ex (由 (4), (3), MP 规则 ) 


即 (p v, 5 x) Fe — x. 同 理 可 证 (e v i x) ^g x. 
(T2) 的 证 明 如 下 : 


() xv 

(2) (x = v) = (9 ~= x) = (v = v)) (由 定义 6.2.9 (A1)) 

(3) (9 ^ x) ^ (Y ~ v) (由 (1), (2), MP 规则 ) 

(4) (V = x) — (9  v)) — (e > (9 = x)) ^ (e — (9 = v) 

(由 定义 6.2.9 (A1)) 

(5) (e — (V ~= x)) > (e — (9 v) (由 (3), (4), MP 规则 ) 

(6) e — (9 x) 

(7) e > (v ~ v) (由 (6), (5), MP 规则 ) 
此 即 Sr nro oes iret eos dt 同 理 可 证 (p = (Y — xx — v) - 

^ (Y> v). 

(T3) 的 证 明 如 下 : 

(1) ((e — v)&e) — (e ^v) (由 定义 6.2.9 (A4a)) 

(2) ((e 一 sb Ocio (e ^v) (由 (1), Imp 规则 ) 

(3) (((e > v)&e) = (e ^v) = (e ~= (e — v) (e^ v) 


(由 定义 6.2.9 (A5)) 
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(4) e ~> (lp > v) = (e ^ v) (由 (2), (3), MP 规则 ) 
(5) (^y) >% (由 定义 6.2.9 (A4b), (A4c)) 
(6) (e ^v) v (由 (5), Imp 规则 ) 
(7) e ~ (lp > v) ^ v) (由 (4), (6), (T3)) 
(8) e > ((e — v) ^ v) (由 (7), Imp 规则 ) 
即 p — ((p — v) ~ v). 类 似 地 ,p — (y ~ p) > h). 
(T4) 的 证 明 如 下 : 
(1) (p&y) > v (由 定义 6.2.9 (A2)) 
(2) ((e&v) > p) ^ (e > (9 9) (由 定义 6.2.9 (A5)) 
(3) e > (6 — v) (由 (1), (2), MP 规则 ) 
同 理 可 证 p ~ (Y~ e ). 
(T5) 的 证 明 如 下 : 
(0 一 9 (由 定义 6.2.9 (A7)) 
(2) (0 = 9) = ((0 — e) ^ e) ^ e) (由 (T3)) 
(3) (0— p) => p) ~= p (由 (1), (2), MP 规则 ) 
(4) (0> 9) > p) > (由 (3), Imp 规则 ) 
(8) (((0 — y) — p) — v) ^ ((e — (0 = e) = 9) = (e— 9) 
(由 (AD) 
(6) (e — (0 = e) = 9) ^ (e — v) (由 (4), (5), MP 规则 ) 
(7) e > ((0 — p) > 9) (由 (T4)) 
(8) p> p (由 (6), (7), MP 规则 ) 
类 似 地 , p ~ p. 
(T6) 的 证 明 如 下 : 
(1) (9 > x) > ((e > v) > (e — x) (由 定义 6.2.9 (A1)) 
(2) (9 > x) ~ (e — v) ^ (e x) (由 (1), Imp 规则 ) 
(3) (((e — V) > (e > 39) = (e > 30) (9 — xX) = (te — v) 
>= (e x))) > ((% > x -(e-») (由 定义 6.2.9(Al)) 


(4) (e > v) ^ ((e — 9) ^ (p =x) = pox) — (Hi (T3) 
(5) (v — x) = ((e — v) ^ (e 229) ^ (v > x) (e — 20) 
(由 (3), (4), MP 规则 ) 


(6) (9 53) ^ (e x) (由 (2), (5), MP 规则 ) 
于 是 , p v (9 — x) ^ (e — x). 同 理 可 证 y~ yt (9 ~ x) ^ (e  x)- 
(T7) 的 证 明 如 下 : 


Q) ($^ x) 3) (e — (67x) — (ex) (HEX 6.2.9 (AD) 
(2) v = (9 = x) 2x) (由 (T3)) 
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(3 v = (9 x)» (由 (2), Imp 规则 ) 
(4) (9 > (( » x) > 39) > (9 > ((e > (9 ~ x)) ^ (e > 530) 
(由 (1), (A1), MP 规则 ) 


(8) 9 > ((e > (9 ~= x)) ^ (e x) (由 (3), (4), (T1) 
(6) (e — (9 ~= x)) > 0 ~ (e 239) ^ (9 (e — x)) 
(H (T6)) 
(7) (e > (9 ~> 39) > (Ke > (9 ~= x) ^ (e — 30) (e — 39) 
(由 (T3) 
(8) (e = (9 ~= x)) ^ (9 (e = x) (由 (6), (7), (T1) 


类 似 地 , (p ~ (9 > x) = (VW — (e ~= x)). 
定理 7.2.9099 ”对 任意 自然 数 n, m, 以 下 各 项 是 psMTL 中 的 定理 或 规则 ; 
(18) (V — x) > (e^ — v) — (e^ — x) (b = x) = (o? = Y) pr x9) 
(T9) Yy — xt (g^ > v) > (e" — x), v - x - (g^ V) ~ o" ~ x); 
(T10) (g^ — (y^ ~ x)) > (u^ (g^ — x)), 
(p^ ~= (9 — x) 9 (^ > (e^ ~ x) 
(T11) e^ — (y^ ^» x) E y^ - (p^ — x), g^ (UP — x) F y — (g^ » x); 
(712) (e — V) — v F (g^ — V) - V. (p V) — VF (g^ v) v 
(T13) e — v F ((x" = y) = v) ^ (x => p) = v), 
yt (x? m vy) v)- (x9). 
证 明 ” 仅 证 每 一 项 的 第 一 部 分 . 
(T8) Æ n — 1, 由 定义 6.2.9 (A1) 知 (U—x)—((e—v)— (ex) 是 定理 . 假设 
上 (一 X) 一 (P” =)>” —x)), 则 由 定义 6.2.9 (A1) 得 


(g^ — v) > (e^ > x) > (e — (e^ — 9) > (e — (e^ — x), 
应 用 (T1) 有 (9x) ((e— (e^ —)) (e (e —x))), Bl 
(9 — x) 2 (o?! — y) > (e^?! > x). 


由 数学 归纳 法 知 (Ux) (e^ —v)- (e^ 一 x). 

(T9) 由 (T8) 及 MP 规则 即 得 . 

(T10) 34 n = 1 时, 需要 证 明 Fo 一 (pm x) (U^ (ox). 此 时 对 m 应 用 
数学 归纳 法 . E m = 1, 由 (T7) 知 结论 成 立 . 假设 上 (一 (ym 9) (/" >x) 
成 立 , 下 证 对 于 mal 结论 也 成 立 . 事实 上 , 由 Imp 规则 得 (o (U^ x) (^ ~ 
(o0). 应 用 定义 6.2.9 (A1) 可 得 (u- (e (U/" ))) (i (U^ (p). 另 
一 方面 , 由 (T7) 及 Imp 规则 可 推 得 (o (6 (U^ 9) (6 (e (U^. x). 
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于 是 , 由 (T1) 有 (e (Q^. 3) (i (U^ (e). BER Imp 规则 ， 
(e (Q^. x) ~ (e—3)), BI (e (Uo? x) (px). BIA, 
F(e Q^ x) (Y (ox), 即 对 任意 自然 数 m 及 n=1, (T10) 成 立 . 

现 假设 对 自然 数 n 有 上 (p "一 (Ww" =x) "^ (z^ x). BEX 629 
(A1) 及 MP 规则 得 (o (e^ —(U x) (e(9 (e^ —)). 另 一 方面 , 连 
续 应 用 (T7) m 次 可 得 (一 (pm 一 (pn" —))) (^ (e (e^ 1). 由 此 并 应 用 
(TI1) 有 

(e — (e^ — (9^ 9 x) = (/? ~ (e — (e^ — x), 
即 (oU 一 (Wm wy) 一 (pn+l 一 x))， 从 而 ,(T10) 对 所 有 自然 数 m n 
成 立 . 

(TH) 由 (T10) 及 MP 规则 即 得 。 

(T12) 当 n=1 时 显然 成 立 . 假设 结论 对 自然 数 n 成 立 , 以 下 证 明 (ev)-v- 
(o —y)»v. Sc E, 

(1) (e v) v 

(2) (9^ — 4) v 

(3) (9^ >y) >Y 


( 
(由 (1) 及 归纳 假设 ) 
(由 
4) (e > (e^ => 9)) ^ (e v) (由 
(由 
(由 
(由 


(2), Imp 规则 ) 
( (3), (A1) 及 MP 规则 ) 
(5) (e — (e^ > 9)) ^ (e = v) (4), Imp 规则 ) 
(6) (e — v) ^ v) = ((e — (e^ — v)) v) ( 
(7) (g^ 5 y) ~ y ( 
于 是 , 由 数学 归纳 法 知 (12) 对 所 有 自然 数 n 成 立 . 
(T13) 的 证 明 如 下 : 


5), (T6)) 
1), (6), MP 规则 ) 


(Dyp—y (已 知 ) 

(2) 6^ => 9) > (^ > 4) (由 (T9)) 

(3) 6^ — p)  (" — v) (由 (2), Imp 规则 ) 
(4) (x^ — v) = v) ^ (x — 9) = v) (由 (T6)) 


定理 7.2.10% ”以 下 公式 是 psMTL 中 的 定理 : 
(T14) (e) x) (99) Xx), (pp (0-9) x) 9) 
证 明 (T14) 前 半 部 分 的 证 明 如 下 : 


() (v — 9) 2x) 5 ((e — v) 2x) 5») (由 定义 6.2.9 (A6) 
Q) (v — e) ^) - ((e — 9) 2x) 5») (由 (1), Imp 规则 ) 
G) ((e — v) ^x) ^ ((9 — e) 2x) ~ (由 (2), (T7), MP 规则 ) 


同 理 可 证 FF (os) rx) (Goo) x) X)- 
定理 7.2.11 ”对 任意 自然 数 n, m, 以 下 公式 是 psMTL 中 的 定理 : 
(Emn) (969) —x)9((e—v)" >x)>x); 
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(Emn) (bp)™ x) (ob) XN). 
证 明 (Fmn—) 的 证 明 如 下 : 


Q) (v — 9) 2x) ^ ((C — 9) 2x) x) (由 (T14)) 

(2) (e v) ^ ((e > v) > x) = x) (由 (T3) 

(3) ((e = v) > (e — v) ^) = xX) ^ ((& — e) > (vo — 9) A x) - x) 
(l — v) = x) = x) (由 (T14)) 


(4) ((v — e) > (e — v) > x) 39)  ((e — v) x) x) 
(由 (2), (3), MP 规则 ) 
(5) (W — o= > (((p 9 v) 9 x) 93)  ((e — v) 2») x) 
(由 (4), (712) 
(6) (9 — p)" > (e > v) = x) = x))  ((e V) > x) = x)) 
> ((v — p) 2 (v > e) => x)  ((e > v) > x) ~= x) 
(由 (1), (T12)) 
(7) (V — p) — (9 — 9) > x) ~ ((e — v) — x) ~ x) 
(由 (5), (6), MP 规则 ) 


(8) (Y= 9)" > x) = ((e — v) => x) => xX) (由 (7) 

(9) ((9 — 9)" — x) = (Y ^ e)" — x) (由 (T5)) 

(10) (v => v)" > ((v — e)" — x) x) (由 (9), (T11)) 

(11) (9 — e)" — (V — e)" — x) = x)  ((e — v) > ((9 — e)" — x) 
= X) v (9 — e) — x) x) (由 (8) 


(2) ((e = v) > (U — 9)" = x) = 39)  ((9 — e)" — x) ^ x) 
(由 (10), RO MP 规则 ) 
(13) (eg — Y)" > ((v => e)" — x) = x) = ((9 — e)" — x) ~ x) 
(由 (12), (T12)) 
(14) (v = e)" > x) > ((e — v) > x) = x) (由 (8), Imp 规则 ) 
(15) (( > 4) > xX) ~= (Y = Y) > x) > x) (由 (14), (T7), MP 规则 ) 
(16) (ly = Y= — ((v — e)" — x) 9 xX) ~ ((9 — 9)" — x) ~ x) 
> ((e = v)" 2(e — v) = x) ~ (( — e)" — x) x) 
(由 (15), (T13)) 
(7) (e = vy"7! > (e > v) = x)) = ((C — e)" — x) ^ x) 
(由 (13), (16), MP 规则 ) 
(8) (e => v)" ^x) ((9—9)"—x)-x) (Br (17)) 
(19) (p — v)" >x) ^ (( =>)" —x)- x) (H (18), Imp 规则 ) 
(20) (((e — Y)” — x) > ((9 — v)" > x) x) 
—((v — e)" > x) ^ ((e — v)" —^ x) Xu) (H (T7) 
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Q1) (9 — e)" > x) ^ (e — v)" — x) > x) (由 (19), (20), MP 规则 ) 

Q2) (9 > e)" = x) = ((e — 9)" 5 x) 5 x) (由 (21), Imp 规则 ) 

同 理 可 证 Hyg)” wx) (Gp) x) x). 

由 定理 7.2.11 可 得 如 下 重要 结果 . 

定理 7.2.12 ”逻辑 系统 psMTL 是 模糊 BIK+ 逻辑 的 双重 扩张 , 这 里 的 “ 双 
E 是 指 系统 psMTL 关于 — 和 ~ 的 蕴涵 片段 均 构 成 FBIK+ 逻辑 . 

一 般 地 , 以 下 结果 成 立 . 

定理 7.2.13 ”每 一 个 非 可 换 模 糊 逻 辑 系统 (psBL, psMTL, PL, PL*, PUL*) 
均 是 FBIK+ 逻辑 的 一 种 “双重 ” 扩张 , 这 里 的 “双重 ” 是 指 非 可 换 模糊 逻辑 系统 关 
于 一 的 蕴涵 片段 是 一 个 FBIK+ 系统 , 同时 关于 ~ 的 蕴涵 片段 也 是 一 个 FBIK+ 
系统 . 

7.3 揭示 了 各 种 模糊 逻辑 系统 及 其 相配 套 的 代数 结构 之 间 的 内 在 联系 ， 


可 换 模糊 逻辑 非 可 换 模糊 逻辑 
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图 7.3 模糊 逻辑 及 相关 代数 结构 全 景 图 

注 7.2.3 ”图 7.3 中 的 空心 单 向 箭头 表示 “语义 扩张 * (对 于 形式 系统 而 言 ) 或 
“推广 "(对 于 代数 系统 而 言 ) 之 意 , 双向 箭头 表示 “对 应 "之 意 ， 单 向 虚 箭 头 表示 不 
考虑 添加 的 投影 算 子 和 新 的 否定 算 子 时 UL*-_ 代数 是 MTL 代数 、 PUL*- 代 数 是 
psMTL- 代 数 . 
7.2.3 BZ/BCC(BIKT+)- 代 数 的 滤 子 理论 

BCC- 代 数 是 BCK- 代 数 的 推广 、BZ- 代 数 (或 称 弱 BCC-_ 代数 ， GB- 代 数 ) 是 
BCI- 代 数 的 推广 , 一 个 自然 的 想法 是 沿用 BCK /BCI_ 代 数 的 滤 子 概念 建立 BCC/ 
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BZ- 代 数 的 商 结构 理论 , 然而 有 反例 说 明 这 是 办 不 到 的 (本 书 作者 在 国际 上 第 一 个 
构造 了 这 样 的 反例 , 正式 发 表 在 与 波兰 学 者 Dudek 合作 的 论文 255 中 ), 因此 需要 
建立 BCC/B2- 代 数 滤 子 的 新 理论 . 关于 B2- 代 数 的 滤 子 (原文 使 用 术语 “理想 ”) 
及 其 商 代数 结构 , 最 早 在 文献 [274], [275] PER; 关于 BCC- 代 数 的 滤 子 及 同 余 关 
系 , 文献 [255] 得 到 更 细致 的 一 些 新 结果 . 关于 BCK/BCI 与 BCC/BZ- 代 数 之 间 
的 关系 以 及 它们 的 滤 子 结构 , 文献 [276]~[285] 有 深入 研究 , 成 果 丰 富 . 本 节 仅 介绍 
若干 基本 概念 和 结论 , 并 着 重 证 明 本 书 涉及 的 模糊 逻辑 代数 的 滤 子 (正规 滤 子 ) 可 
以 统一 在 BCC- 代 数 滤 子 (正规 滤 子 ) 的 框架 之 下 . 

定义 7.2.8052253:270— 一 个 BZ- 代 数 (或 称 GB- 代 数 ) 是 指 满足 以 下 条 件 的 
(2, 0) 型 代数 (L; 一 , 1): 

(1) (z > y) >((z > z) ^ (z > y))=1; 

(21rz-2z; 

(3z—5y2y—z-21-2zz-y. 

iE 7.2.4 (1) 上 述 定义 是 原始 文献 中 定义 的 对 偶 形 式 , 这 是 为 了 便于 与 逻辑 
系统 中 的 “蕴涵 ”联结 词 相 对 应 . 

(2) 车 在 B2- 代 数 (L; 一 , 1) 中 定义 序 关系 < 如 下 : £ < y 当 且 仅 当 z 一 y = 1， 
则 (L; <) 为 偏 序 集 . 

(3) 可 以 证 明 , 1 是 BZ- 代 数 (L; 一 , 1) 中 的 极 大 元 , Bl (yz e L)1 < zz — 1. 

(4) 对 于 任意 BCK/BCI- 代 数 及 BCC- 代 数 (L; >, 一 , 1) Kit, (L; >, 1) 均 
构成 B2- 代 数 . 

(5) WREE 0c L 使 得 (vx € L) 0< z, WER B2- 代 数 (L; 一 , 1) 是 有 界 的 . 可 
以 证 明 , 有 界 B2- 代 数 必 是 BCC (BIK+)- 代 数 . 可 用 图 7.4 表示 这 些 代数 结构 之 
间 的 关系 . 


BCC- 代 数 
有 界 BCC- 代 数 
Li 
E or 
有 界 BCK- 代 数 Lo oq- 
z 
E 
BCK-fk 


图 7.4 BCK/BCT- 代 数 及 BCC/B2Z- 代 数 之 间 的 关系 
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定理 7.2.14052253270— BZ- 代数 (L; >, 1) 中 成 立 (Vz, y, z, u € L): 

()z—z-1 

(2z€y-2zzrz&zoy 

(G3)rz&yy—z&z 

(zr&yy&z-zr&z 

(z&y—z-oz&(u—y).-(u—z); 

(0r€y—2z-2z—u&z-(y—u); 

()rz&y-y&z; 

(8 z >y < (y > zy, 

(9) z < z^; 

(10) z"" — z*; 

(11) y'=(2 > y) ^ 2; 

(12) y" 2 2' > (y > z)'; 

(13) (z > y)" 2 2" => y", 
其 中 , a! 表示 z 一 1. 

EX 7.2.9055. 4 F J& BZ- 代 数 (或 BCC- 代 数 )(L; —, 1) 的 非 空子 集 ， 
称 FF 是 工 的 一 个 滤 子 (原文 称 为 BCK- 理 想 ), 如 果 满 足 : 

(1) 1€ F; 

Q)z—yeF,zeF-ycFrF. 

上 述 滤 子 沿用 了 BCK /BCI- 代 数 的 滤 子 概念 ,下 例 表明 , 按 上 述 定义 的 滤 子 ， 
按 通 常 的 方式 确定 的 关系 ~ 不 是 同 余 关系 , 其 中 , ~ 定义 为 

(*) z ~r y 当 且 仅 当 (z 一 ye Fy 一 ze FF). 

例 7.2.2255) it L= {0,a,b,c,1}, 工 上 的 运算 一 RE 7.2 定义 . 


人 


eecsol|l 
os os njo 
aeaorrls 
seu-r|s 
s no muja 


JU (L; =, 1) 是 一 个 BZ- 代 数 (实际 上 是 一 个 有 界 BCC- 代 数 ). 令 F={1, c), 易于 
验证 F Æ L 的 一 个 滤 子 , 但 按 前 述 (*) 方式 定义 的 关系 ~ 不 是 同 余 的 , 因为 
a ~r b E 0 ~r 0, Tfi (a — 0) > (b 0) € F, BI (a — 0) ~r (b > 0) 不成立. 


7.2 BIK* 逻辑 、 模 糊 BIK+ 逻辑 与 BIK+(BCC)- 代 数 - 237- 


定义 7.2.10[255.275] 3 F Æ BZ- 代 数 (或 BCC- 代 数 )(L; 一 , 1) 的 非 空子 集 ， 
称 FF 是 工 的 一 个 正规 滤 子 (文献 [255] 称 为 BCC- 理想 ), 如 果 满 足 : 

(1) 1e F; 

(2) z > (y >z)EF,yeF>r>zEF. 

注 7.2.5 ”正规 滤 子 必 是 滤 子 , 滤 子 未 必 是 正规 滤 子 . 

定理 7.24505525]. it F JE BZ- 代 数 (或 BCC- 代 数 )(L; 一 , 1) 的 正规 滤 子 ， 
在 工 上 定义 如 下 二 元 关系 : 


rey "BÓ zyeFHyorcFVryeL, 


JU ~ 是 工 上 的 同 余 关系 , 且 商 集 L/F-(C.|z c 4A} 关 于 自然 定义 的 运算 构成 BZ- 
代数 (或 BCC- 代 数 ), 这 里 Ce={ye L| £ ~ y}; Vz, y € L, cs 一 Oy — Oy; LiF 
的 最 大 元 Ci =F. 

定理 7.246 ÜF Æ B2- 代 数 (或 BCC- 代 数 )(L; >, 1) RET, WF EL 
的 一 个 正规 滤 子 当 且 仅 当 满足 : Vr, y eL ze 下 全 (r5 y)ycF. 

证 明 ”假设 F 是 工 的 正规 滤 子 , z € F, 则 由 定理 7.2.14(1) 得 (z 一 y) > 
(z > y)=le F. 由 定义 7.2.10(2) 知 (x y) ^y € F. 

反之 , 假设 滤 子 F RELER. 车 y, z (y z) e F. 由 ye F, 应 用 所 给 
的 条 件 得 (y 一 z) — z € F. 而 由 定义 7.2.8(1) 有 


(y=2)—2) (5——2) = (z => 2) =1 €F. 


两 次 应 用 定义 7.2.9(2) 得 > 一 ze F 这 说 明 F 是 L 的 正规 滤 子 . 

对 于 基于 寻 模 或 伪 二 模 的 模糊 逻辑 系统 , 其 相应 的 代数 结构 均 是 某 类 特殊 的 
剩余 格 . 下 面 的 系列 结论 说 明 , 剩余 格 的 滤 子 、 正 规 滤 子 实际 上 是 BCC- 代 数 滤 子 、 
正规 滤 子 的 直接 应 用 . 

定理 7.2.17 OH 是 剩余 格 (L; A, V, @, 一 , =) 的 非 空子 集 , 则 万 是 工 的 
正规 滤 子 当 且 仅 当 满 足 : 

()1€H; 

(2) y, £ > (y = z)€ H >z% zE H; 

(3yz(y—z€H-ozr—zcH. 

证 明 ”假设 万 是 工 的 正规 滤 子 , 则 由 命题 2.4.1 知 le H, BD (1) 成 立 . 如 果 
yz — (y z) € H, 则 由 定理 2.4.1(7) f y ~ (z > 2) = £ — (y  z) € H. 由 
YEH K y~ (z> z) E H, NARE 24.1(F4) 得 z 一 z e H. 再 应 用 定义 2.4.6 
(F5) 得 > ~ z € H. 这 说 明 (2) 成 立 . 同 理 可 证 (3) 成 立 . 

反之 , Bit H WE (1), (2) 及 (3). WR z, £ > y € H, WE z, 1 ~ (£ >y)E€H, 
应 用 (3) 1> y € H, B y e H, 这 说 明 H 是 滤 子 (根据 命题 2.4.1(F3))， 如 果 
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z >y E€ 及 ,应 用 定理 2.4.1(7) 得 z 一 ((z > y)  y)-(z — y) = (£ > y)-1e H, Ii 
用 (2)f8 z~ y€ H. 类 似 地 , 从 z~ yeH TRG yeH. RHH HEL 
的 正规 滤 子 . 

定理 7.2.18 ” 设 H 是 剩余 格 (L; ^, V, @, >, 一) 的 非 空子 集 , W H Æ LH 
正规 滤 子 当 且 仅 当 满足 : 

(1) 1€ H; 

(2yyz—(y5z€H-ozrzcH; 

(3yz-(y—z)€H-er-zcH. 

证 明 ”假设 H Æ L 的 正规 滤 子 , 则 由 定理 7.2.17 及 定义 246 (F5) 易 知 (1), 
(2) 及 (3) 成 立 . 

反之 ,假设 五 满足 (1), (2) 和 (3). WR z, £ > y € H, WE z, 1> (2 =y) eH, 
应 用 (2) 得 1 一 ye H, B y c H, 这 说 明 H 是 滤 子 (根据 命题 2.4.1(F3))， 如果 
T> y E 及, 应 用 定理 2.4.1(5) 得 z (x — y) ^ y)-1e H, IRI (3) 得 z ~~ y€H. 
类 似 地 , 从 x~ y E H 可 得 z yeH. 这 说 明定 义 2.4.6(F5) RX, BD H Æ L fij 
正规 滤 子 . 

对 比 上 述 结论 与 BZ- 代 数 (或 BCC- 代 数 ) 正规 滤 子 的 定义 7.2.10 易 得 : 

定理 7.219. W (L; V, ^, @, 一 , ~, 0, 1) 是 一 个 剩余 格 , H Æ L 的 非 空子 
集 . 五 是 工 的 正规 滤 子 当 且 仅 当 同时 满足 下 列 条 件 ; 

(1) H Æ BCC- 代 数 (L; >, 一 , 1) 的 正规 滤 子 ; 

(2) H Æ BCC- 代 数 (L; >, ~>, 1) 的 正规 滤 子 . 

应 用 定理 7.2.16 及 定理 7.2.19 可 得 : 

推论 7.2.1 B H ROSA (Li V, A, @, 一 , ~, 0, 1) KIEF, 则 H 是 正规 的 
当 且 仅 当 满足 : Vz, y E€ L, z E€ H> (£—y)>yEH H (r+~Y) yeEH. 

综 上 所 述 ,与 各 种 可 换 模 糊 逻 辑 系统 配套 的 代数 结构 ， 其 滤 子 理论 可 统一 在 
BCK- 代 数 滤 子 这 一 统一 框架 之 下 ; 同样, 与 各 种 非 可 换 模糊 逻辑 系统 配套 的 代数 
结构 , 其 正规 滤 子 理论 可 统一 在 BCC- 代 数 正规 滤 子 这 一 统一 框架 之 下 . 


7.3 fh Hoop 与 伪 BCK- 代 数 (psBC K 3) 


Hoop 作为 一 类 特殊 的 代数 结构 , 最 早起 源 于 20 世纪 70 年 代 Büchi 55 Owens 
的 工作 , 后 来 一 些 学 者 对 其 进行 了 系统 研究 28287, 2003 年 , 文献 [288] 论述 了 
Hoop 与 模糊 逻辑 代数 的 密切 关系 ; 2005 年 , 文献 [289] 对 Hoop 进行 了 非 可 换 推 
T^, 引入 伪 Hoop 的 概念 ; 2008 4E, 文献 [290] 讨论 了 伪 Hoop 与 非 可 换 模糊 逻辑 
代数 的 关系 . 对 于 伪 BCK- 代 数 (psBCK- 代 数 ), 最 早出 现在 文献 [291] 中 , 它 是 
BCK- 代 数 的 非 可 换 推广 , 其 思想 来 自 对 非 可 换 模糊 逻辑 代数 的 研究 , 文献 [292], 


7.3 $$ Hoop 与 伪 BCK- 代 数 (psBCK- 代 数 ) “239 . 


[293] 对 psBCK- 代 数 作 了 长 篇 论述 . Dy BCK- 代 数 与 源 于 量子 逻辑 的 伪 差分 偏 序 
集 (pseudo-difference posets) 有 密切 关系 , 文献 [294], [295] 对 此 进行 了 详细 分 析 . 本 
节 主 要 介绍 伪 Hoop 的 正规 素 滤 子 定理 、psBCK- 代 数 及 其 各 种 子 类 的 基本 概念 . 


7.3.1 f$ Hoop 及 其 正规 素 滤 子 定理 


EX 7.3.12] 一 个 (2, 2, 2, 0) 型 代数 结构 (M; @, 一 , ~, 1) 称 为 伪 Hoop 
(pseudo hoop), 如 果 它 满足 以 条 件 (Vz, y, z € M): 

(1) ze@l=z=1lQrzi; 

(2) z 一 z=1=7 ~ 1; 

(3) (z8y) 5222 (y > 2); 

(4) (18y) =z =y ~ (z~ z); 

(5) (^y) &z- (y => z) Sy 18 (z ~ y) =y (y 2). 

WR @ 运算 是 可 换 的 (等 价 地 , 一 = 一 ), 则 称 (M; @, —, 1) 是 Hoop. 

以 下 直接 用 M 表示 伪 Hoop (M; @, >, =, 1). 

对 于 伪 Hoop M, 如 果 定 义 关系 < WF: z <y 当 且 仅 当 z 一 y=1 (等 价 地 ， 
zc y — D), M « 是 M 上 的 偏 序 . 一 个 伪 Hoop M 称 为 是 有 界 的 , 如 果 存 在 元 素 
0c M 使 得 (V € M) 0< z. 容易 看 出 , 任意 psB 太 代数 均 是 有 界 伪 Hoop. 

对 任意 z € M 及 整数 n >0, 归纳 定义 z” WF: z? = 1; 4 n > 1 时 mm = 
qu ga. 

命题 7.3.1[239,295] ”在 任意 伪 Hoop (M; @, >, ~， 1) 中 成 立 (Vz, y, z € M): 

(1) (M; <) 是 交 半 格 (meet-semilattice) H. mA y-(z— y) 9 £ = 1 8 (z ~ y) 

(2) 18y <z iff £ <y> z iffy < T~ z; 

(3) 19y ST, y, By STAY; 

()r€&y—z,r&€y-zi 

(5)zr—z-z-^z-l 

(691—5221-rz-z; 

()z&(r—y-wz&(r-y-w 

(8) z >y < (y > 2) (£ > 2), £ ~ y < (y = z) > (xz) 

(9) z > y < (z > z) = (z = y), £ ~ y < (zz) (2 y); 

(10) z < y H 2 >r <z> yR zrs y; 

(11) z < y H y >z <r >z B ywzsr z 

(012) [(y > z) = z]o z =y > z, |(y = z)— ze £ = y ~ T; 

(13) z > (y > 2) = 18y > z, T ~ (y = 2) =Y T ~ z; 

(14) z < y W roz <yoz k z89r<z8y; 

(15z—y&€zrG9z2—yGz Ty SZOT ZOY; 
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(16) z> Aw — A(z— y) z Aw = Ale ~ v), 这 里 假定 出 现 的 上 确 
ier iel ier icl 

定 存在 ; 

(17) z > (y = 2) = y = (22,2 (y > 2) = y > (£ ~ z). 

EX 7.3.2289) 4 Hoop (M; @, >, ~~, 1) 的 子 集 F POS M 的 一 个 滤 子 , 如 
RF BE: 

()zyeFi&zrzeoyeF; 

(2-«y HzeFilhyeF. 

伪 Hoop (M; &, 一 , ~», 1) 的 滤 子 F 称 为 是 真 的 , 如 果 F zM. 

MR 7.3.2259) d F JE 08 Hoop (M; @, 一 , ~, 1) 的 子 集 , 则 以 下 各 项 等 价 : 

(1) F Æ M 的 滤 子 ; 

(2) le F; (z, z > y € F) MÙ y € F; 

(3) le F; ( z, z ~ y € F) H y € F. 

EX 7.3.3239) W X 是 伪 Hoop (M; 8, —, ~, 1) 的 子 集 , 即 X C M. 所 有 
包含 X 的 滤 子 之 交 仍 是 M 的 滤 子 , 称 为 由 X 生成 的 滤 子 , 记 为 (X). 

定理 7.9.1059]. it X 是 伪 Hoop (M; @, 一 , ~, 1) 的 子 集 , 则 


(X) = {y € M| 存在 自然 数 及 z1,7z2,… ,zn EX 使 得 y > zi@rg@…o@azn]. 


定义 7.8.49 — (jj Hoop (M; &, 一 , ~>, 1) 的 滤 子 H 称 为 是 正规 的 , 如 果 对 
任意 z,yeM 有 

(N))z—yeF4HfBU5 zycF. 

定理 7.3.2099 Vt 万 是 伪 Hoop (M; @, >, ~, 1) 的 滤 子 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) H 是 正规 滤 子 ; 

(2Vz€M,z8H-HGz. 

定义 7.3.5059] ”一 个 伪 Hoop M 称 为 是 基本 的 (basic)， 如 果 对 任意 z, y, 
zEM 有 

(B1) (z > y) > z «(y > z) > z] ^ z, 

(B2) (z ~ y) = z «((y = z)  z]- z. 

MA 7.3.32) ”在 任意 基本 伪 Hoop M 中 成 立 (Yr, y, z € M): 

(1) (M; v, ^) 是 分 配 格 ; 

(2) z v y-[(z > y) ^ u]^l(y > z) ~ z]; 

(3) z V y =[(z ~> y) > yy ~> z) — z]; 

(4) (z — y) V (y > z)21, (z ~ y) V (y  z)-1; 

(5) (z Vy) > z=(2 > z) A (y = 2), (z V y) ~> z=(z ~ 2) A (y ~ z); 

(6) z8 (z Ay) =(z2 8 1) ^(z8 y), (^y) 8z-(z 8z) A (y8 2). 


7.3 £5 Hoop 与 伪 BCK- 代 数 (psBCK- 代 数 ) :241 . 


定理 7.3.8099 ”有 界 基 本 伪 Hoop 与 psB 矿 代数 等 价 . 

定理 7.3.42 3 M 是 基本 伪 Hoop, 则 

(1) z V (y8 2) > (£ Vy) 8 (zV z), Yz, y, z € M; 

(2) 如 果 F 是 M 的 滤 子 , z € M, 那么 

(FU{z})={y e M| 存在 自然 数 k, 整数 n,n2,…, nk >0 及 fis fa, fk EF 
使 得 (f| 627)8 (fa92:) 6-9 (fu 9 2"*)« y). 

证 明 (1) 对 任意 z, y, z € M, 应 用 命题 7.3.3 (6) 及 命题 7.3.1(3) 可 得 


(z vy) 8(zv z) = (x Vy) € z] V (x V y) 6 2] 
= (281) V (y8 z) V (1 @ 2) V (y8 z) 
&zVzVzV(yGz)-zrV(yGz) 


(2) 由 定理 7.3.1 易 证 (2) 为 真 . 

定义 7.3.0799 Oy Hoop M 的 一 个 滤 子 称 为 是 素 的 (prime), 如 果 对 任意 T, 
y€Mtiz—yeFHy—zcF. 

EE 7.3.5090] 4 F 是 基本 伪 Hoop M 的 一 个 滤 了 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) F 是 素 的 ; 

(2Vzy€eM,z—yeFRy-zcF; 

(3) Yz, y € M, 1V y E€ F WÙ z € F R yceF. 

证 明 (1)=(3). 对 任意 z,ye M, 由 (1) 知 z 一 yeF 或 yzxeF. 以 
z 一 2E 为 例证 明 . 此 时 应 用 命题 7.3.3(2) 可 得 


Vy=[(z => y) > y] A [(y => z) =~ z] < (z = y) ~ y. 


车 zVy e F, 则 (z> y) ye F. 进而 , H ar ye rF BI ye F. 这 说 明 
(3) 成 立 . 

(3) (1). 根据 命题 7.3.3(4) 得 (z — y) V(y 一 z) = 1€ F. 应 用 (3) 即 得 
Zz 一 YE 或 y 一 ze 下. 这 说 明 (1) 成 立 . 

类 似 地 , 可 以 证 明 (2). (3) B. (3) (2). 所 以 (1), (2) 及 (3) 等 价 . 

313 7.3.1239] it M 是 伪 Hoop H z, y. z € M, W 

(1) 如 果 zV y=1, 那么 z@y = zy; 

(2) 如 果 z v y=1, 那么 z^ v y^—1 对 任意 自然 数 n 成 立 . 

定理 7.3.6( 素 滤 子 定理 )290 VE F EEK Hoop M 的 一 个 滤 子 , 5 是 M 的 
一 个 格 理想 且 满 足 FnS = e, 则 必 存 在 M HREF PWE FCPRPRS-o. 

证 明 令 p={QlQ 是 M 的 滤 子 日 满足 忆 cQ,QnS= 2). H Zorn 引 理 知 ， 
e 有 极 大 元 P. 假设 P 不 是 M 的 素 滤 子 , WFE r, ye M 使 得 zyv#gP 且 
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y 一 2 P. 这 样 , M 的 生成 滤 子 (Pufz > y}) 及 (PU{y 一 z}) 均 不 属于 p. 于 
是 , Ja, b € M 使 得 ae Sn (PuU{z ^ y) H be Sn (Puy > z)). 应 用 定理 7.3.4 
Q) 有 

存在 整数 上 21, m, na, c n 20 及 fu fai cc fk € P ER [fS 
y"]e[fe(ry"]e--e[fia(ry"]sa 

存在 整数 1>1, mi, ma, m 20 及 g1, 92, 7 gr € P WER [oi 8 (y > 2)"] 
8 [g2 8 (y 2)] e---8 [g 8 (y > 2)" «b. 

4f-fhiof9--8f.g-999g9--Gg, 则 由 定义 7.3.2 (1) fü f, g EP. 
IR n = max{nı, na, ---, n), m = max(mi, ma, …, m}, 则 由 命题 7.3.1 (14) f 
(f (z— * «[h e »"]elfa8 (2 > y)™] 8:8 [fr @ (c y)™] < a; 

l2 (y — 1)"]! <l: & (y — z)")&lg 9 (y — z)""]e --- elo e (y = 2)™]< b. 

4h-f&g€P,t-max(n, m), W [h & (£ — y)')* < a, [he (y > z)']! < b. 应 用 
定理 7.3.4 (1), 命题 7.3.3 (4) 及 引 理 7.3.1 (2) 得 


c-avb 
2 [he (z — yy')* v [h e (y — 2l 
2 (([h& (z — y)] v [h & (y > 2)*^)' 
2 ([h 8 (z — yy] v [h & (y > 21)" 
= {h8 [(z — y) v (y 2)" 
— (h 9 1)" =h" e P. 


从 而 ,ce P. 但 c=avbe S (A S 是 一 个 格 理想 ), 故 Sn P 4 o. 这 是 一 个 矛盾 . 

由 上 述 定理 可 得 如 下 推论 : Wb F 是 基本 伪 Hoop M 的 一 个 滤 子 , ae MVF, W 
必 存 在 M 的 素 滤 子 已 满 足 已 E 己 且 ag 已 . 

注 7.3.1 ”定理 7.3.1 实际 上 是 文献 [77] 中 Theorem 4.28 的 推广 (从 psBLAÑ 
数 推广 到 基本 伪 Hoop). 

定义 7.3.72) ”一 个 基本 伪 Hoop M 称 为 是 优 的 (well), 如 果 对 任意 z, y, 
z€M 成立: 

(W1) z V y=1 H zV (2 一 y@z)=1 

(W2) z Vy=1 蕴涵 zV (z — 28 y)=1. 

ME 7.3.42) t M 是 ps BL" ic, 则 M 是 优 基本 伪 Hoop. 

证 明 ”因为 psBIr- 代 数 必 是 基本 伪 Hoop, 故 只 需 证 明 (W1) 及 (W2) RX. 
设 zvVy=1, 则 
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y-loy 
=(zVy)>y 
— (zy V (y >y) (由 命题 7.3.3(5)) 
—-(z—yvi 
三 了 一 3. 
类 似 地 , y 一 z =r. 由 定义 622 得 zv (z ~ y &z)- (y > z)V[z ~= (z > 
y) 8 z]-1. 这 说 明 (W1) 成 立 . 同 理 可 证 (W2) 成 立 . 
定义 7.3.80? — 0 Hoop 的 一 个 素 滤 子 称 为 是 极 小 的 , 如 果 它 是 包含 滤 子 {1} 
的 所 有 素 滤 子 组 成 的 偏 序 集 的 极 小 元 . 
定理 7.8.7099]. Ab P 是 基本 伪 Hoop M 的 极 小 素 滤 子 , 则 


P - U(a*|a ¢ P), XH at = U(z € Mlz Va — 1). 


证 明 4 Q= U(a*la ¢ P), WEH P — Q. 

(1) QC P: S zeQ,Wz ca^, 其 中 ,a 4 P. 这 就 是 说 , zva=le P. HX P 
是 素 滤 子 (H ag P), 所 以 ze P. 这 说 明 QC P. 

(2) Q 是 M 的 一 个 滤 子 : 显然 , le Q. 如 果 z, y €Q, WA zeat, yeEbt, 其 
H, ag P, bg P. 这 说 明 zVa=1 H yvb=1. 因为 P 是 素 滤 子 且 a 4 P, bg P, tk 
avbg P. 由 定理 7.3.4 (1) 得 (z&y) V (av b) 2lz V (avb)elyv (a v b)j-181-1, 
BI (z & y) V (a V b)-1. ZRHI z & y € (a v b)+, 这 说 明 rGyceQ. S z«yHzrcq, 
则 存在 ad P (f z cat. 由 ze ol 可 得 zva=1. 从 而 ,yva> zva =1. 这 说 
明 ye 8. 于 是 由 定义 7.3.2 知 Q 是 M 的 滤 子 . 

(3) Q 是 素 滤 子 : 假设 zvVy=1 且 z ¢ @， 则 对 任意 a ¢ P 有 zVa 关 1. 如 果 
z € P, 则 由 (MNP)Ufz} 生 成 的 格 (M; v, A) 的 格 理想 S 是 真 的 , BD 1¢ SEN, 若 
le S, WA a € MVP f zva-i, Bl reat Ha£P,z€Q. 这 是 一 个 矛盾 ). 应 
用 定理 7.3.6 于 滤 子 {1} 及 格 理想 S, 必 存 在 M 的 素 滤 子 P EA PLoS — o. 于 
Æ, Pi C P, ze P, s # P, 这 与 尸 是 极 小 素 滤 子 矛盾 .这 说 明 rg P. Ai, 由 
ZTVy=1 及 z4PP 得 ye zt, 即 yeQ@. BID, Q 是 素 滤 子 . 

结合 (1) 和 (3) 得 P=Q. 

定理 7.3.89) 设 P 是 优 基本 伪 Hoop M 的 极 小 素 滤 子 , 则 P 是 正规 的 . 

证 明 (1) 对 任意 a € M, at 是 正规 滤 子 : 由 定理 7.3.4(1) 容易 检验 al 是 滤 
T. 假设 ze at @y, WA teat 使 得 z =t@y. FÆ, avt-i. 由 定义 7.3.7(W2) 
TH aV (y ~ toy) =1， 此 即 y ~ t@y e at， 应 用 定义 731 (v) 及 命题 
7.3.1(1) fü, yo (y »t&y) =y 人 (t@y). AX toy < y (应 用 命题 7.3.1 (3)), 故 
yO(y-t8y)-t&y-z. XRH r ey@at, 即 at@yCcy@at. 类 似 地 , 可 以 
证 明 y@o+ C a- @y. 由 定理 7.3.2 4 at 是 M 的 正规 滤 子 , va € M. 
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(2) P 是 正规 滤 子 : 由 定理 7.3.7 知 已 = Uf{atla ¢ P}. 若 z 一 ye P, WEE 
a£ P fifir—yca. H (1), at 是 M 的 正规 滤 子 . H z-ycat C P. RZ, 
A rycP,lffftagPiBfzr-yca-. NH (1), at 是 M 的 正规 滤 子 . 于 
是 ,x 一 yeart CP. 这 说 明 P 是 M 的 正规 滤 子 . 

定理 7.3.9 ( 优 基 本 伪 Hoop 的 正规 素 滤 子 定理 )?29 i M 是 一 个 优 基本 伪 
Hoop H a e M- (1), 则 存在 M 的 正规 滤 子 H 使 得 a # H. 

证 明 ”首先 证 明 每 一 个 素 滤 子 必 包 含 一 个 极 小 素 滤 子 . 假设 已 是 M 的 素 滤 
Wd. 令 p 是 包含 在 P 中 的 所 有 素 滤 子 组 成 的 集 , 即 o-(QIQ 是 M 的 素 滤 子 且 
QC P). 因为 Pe p, 故 p 7 2. FIM, (p, C) 是 一 个 偏 序 集 , 且 o 的 每 一 个 
链 {Qijier 均 有 下 界 QQ: 所 以 , 由 Zorn 5138, p 有 极 小 元 Q. 显然 , Q 是 一 个 极 
小 素 滤 子 . 

由 定理 7.3.6 后 的 推论 知 , 存在 素 滤 子 PWE ad P. 应 用 刚 证 明 的 结果 , 有 极 
小 素 滤 子 H C P. 由 定理 7.3.8 知 H 是 正规 滤 子 且 a d H. 

注 7.3.2 (1) 上 述 结论 可 看 成 文献 [150] 中 Theorem 3.6 的 推广 (即将 BILAR 
数 的 素 滤 子 定理 推广 到 优 基本 伪 Hoop 上 , 后 者 较 psBL"- 代 数 更 广泛 ). 

(2) 关于 伪 Hoop 的 一 些 其 他 研究 结果 , 见 文献 (296), [297]. 


7.3.2 psBCK- 代 数 与 非 可 换 模糊 逻辑 代数 


定义 7.3.9[291,299] 一 个 伪 BCK- 代 数 ( 简 记 为 psBCK- 代 数 ) 是 指 代数 结构 
(A; 2, >, =, 1), 这 里 > 是 A 上 的 二 元 关系 , >, ~ 是 A 上 的 二 元 运算 ,1 是 4 中 
的 一 个 常 元 , 且 满足 以 下 条 件 (Vr, y, ze A): 

M (z > z) = (y > 1) > y > z, (z ~ z) > (y = 1) > y = z; 

(I (y > z) ~ z > y, (y œ z) = 1 > y; 

(IHI) z > z; 

(IV) 1> 2; 

(VF)z2yy2zor-y 

(VI) z > y & y > r=18 y {= r=1. 

称 伪 BCK- 代 数 (psBCK- 代 数 ) 是 可 换 的 , 如 果 (Vr, y € 4)z > y = m y. 
显然 , 任意 可 换 psBCK- 代 数 是 一 个 BCK- 代 数 . 

命题 7.3.5l291293 在 伪 BCK- 代 数 (A; >, 一 , 一, 1) 中 成 立 (Vr, y, z € A): 

()z&yoycz&roznyoz&rz 

(2rz&ywy&z-z&z 

(3) z^ (y > z) = y > (z ~ 1); 

(z&y—ozrey&zzm 

(5) z> z < (y > 2) > (y > 2) z = z Ș (y = z) = (yz) 
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(60r«y—zr&y-z 

()1z-2z,1-—rz-z; 

(8r&y-ozozr&z—yzrEzy 

(9) ((y— z) ~ z) > £ =y => z, ((y ~> £) > 1) ~ £ = y = z. 

EE 7.3.10091292) 代数 结构 (A; >, 5, ~, 1) 是 一 个 psBCK- 代 数 当 且 仅 
当 满 足以 下 条 件 : 

(1) (4; >, 1) 是 一 个 有 最 大 元 1 的 偏 序 集 ; 

(2) (Vr € A) 12 z = z-1- z; 

(3) (Vz, y, z € A) (y z) = [(z > z) ^ (y > z)]-1, 

(y ~ 2) >[(z = z) > (y ~> z)]=1; 

(4) (Yz, y€ A)r > y21ezy-lez&y 

(5) (Vz, y, z E€ A) «y zo z&«2— y zrEzy 

EX 7.3.10091292.— psBCK ft (A; >, —, ~, 1) 称 为 具有 条 件 (pP) (表示 
pseudo product) 或 简称 psBCK(pP)- 代 数 , 如 果 满 足 : 

(pP) 对 任意 x, y € A, min(z € Alz < y > z}= min(z € Aly < z ~ 2z} 存 在 (id 
为 z @y). 

注 7.3.3 ADRE, 任意 全 序 psBCK- 代 数 具 有 条 件 (pP); psBCK (pP)-4& 
数 是 可 换 的 当 且 仅 当 (Vr, y e A)z @y yz. 

EE 7.3.1192) i (A; >, >, ~, 1) 是 psBCK(pP)- 代 数 , z @ y 定义 为 
min(z € Alz < y 一 z]} 或 min{z € Aly < z  z), 则 A 满足 条 件 

(PRP) (Vz, y, z E€ AgzG8y«zez&yozey&rvz. 

定理 7.3.12092251. i (A; >, 一 , ~, 1) 是 psBCK(pP)- 代 数 , z & y 定义 为 
min(z € Alz < y > z) 8 min(z € Aly < z ~ z}, WIZE A 中 成 立 (va y, z € A): 

(1) 18y <r, y; 

(2) (z > y)8 2 < T, y, 18 (£ ~ y) < z, y; 

(3) y < £ > (Y8 1), y < £ ~ (18y); 

(4) z >y < (182) = (y8 2), T ~ y < (z8 1) ~= (z 8 y); 

(5) 18 (y > 2) <y > (z182), (y ~ 2)8T <S y ~ (28 2); 

(6) (y = 2) 8 (z = y) < £ > 2, (£ ~ y) 8 (y ~ 2) < £ ~» z; 

(7) z > (y => 2)=(1 8y) = z, z ~ (y z)=(y 8 z) ~ z; 

(8) (182) > (y8 z) «^ (z > y), (28 1) ^ (z8 y) < £ ~ (z ~> y); 

(9) z = y < (182) => (y8 2), 1 ~ y < (z 8 z) ~ (z 8y); 

(10z«y-2z92«€y9z, z8rEKzQy 

(11) 02 = ze0=0. 
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定理 7.3.13[291291 设 (A; >, 一 , ~, 1) 是 psBCK (pP)- 代 数 , 而 
zGy-min(z€ Alz < y ^ z} = min(z € Aly < z ~ z}, 


则 (A; >, &, 1) 是 一 个 偏 序 整 独 异 点 (partially ordered integral monoid), 即 & 3& 
算是 具有 最 大 元 1 的 偏 序 集 (A; >, 1) 上 的 伪 #- 模 . 

注 7.3.4 ”psBCK(pP)- 代 数 与 偏 序 剩余 整 独 异 点 范畴 等 价 . 

EX 7.3.1123] 一 个 psBCK- 代 数 (A; >, 一 , ~>, 1) 称 为 是 有 界 的 (bounded), 
如 果 存 在 一 个 元 素 0 使 得 (Yz € AO < z, H0 2-0 z—1. 

在 有 界 psBCK- 代 数 中 定义 如 下 两 个 非 运 算 : 

(Vz € A)z- = z —0,7~ =z ~ 0. 


定理 7.3.1427) ”在 任意 有 界 psBCK C (A; >, 一 , ~, 1) 中 成 立 (Vr, y, 


1) 17=0=1~, 0-=1=0~; 
2) z < (27)~, z€(7); 
3z—y&y r, Ty Sy“ 25 
4zr€«y-oy «z Hysa; 

(5 yz = y; 

(6) (z7)7)" 227, (27) )" 22^. 

定理 7.3.15092] ”在 任意 有 界 psBCK(pP)- 代 数 4 中 成 立 : rz@z~=0=z-@z. 

EX 7.3.1229) ”一 个 psBCK- 代 数 (A; >, 一 , ~, 1) 称 为 是 psBCK- 格 , 如 果 
偏 序 集 (A; >) 构成 格 . 一 个 psBCK(pP)- 代 数 (4; >, 一 , ~, 1) 称 为 是 psBCK (pP)- 
格 , 如 果 偏 序 集 (A; >) 构成 格 . 

注 7.3.5 ”容易 验证 , 有 界 psBCK(pP)- 格 与 剩余 格 范畴 等 价 ， 因 此 那些 基 
于 剩余 格 的 模糊 逻辑 代数 (如 psBL- 代 数 、psMTL- 代 数 、PL*- 代 数 等 ) 均 是 有 界 
psBCK(pP)- 格 的 特例 . 

定理 7.3.1629] 对 于 psBCK (pP)-f& (A; >, 一 , ~, 1) 来 说 , 以 下 条 件 彼 此 
等 价 : 


(1) (z — y) V (y > z)71, (z ~ y) V (y = 1)=1; ( 称 为 条 件 (pprel)) 
(2) [(z V y) > yV[(z V y) > 4]=1, [x V y) ^ v] V((z V y) = z]=1; 

( 称 为 条 件 (pprelv)) 
(3) z > (yVz)-(z = y) V (z > z), £ ~ (y V z) = (z ~ y) V (z ~> 2); 

( 称 为 条 件 (pprel-,v)) 
(4) (z Ay) ^ z= — 2) V (y > 2), (z Ay)  z-(z ~ z) V (y 2) 

( 称 为 条 件 (pprela=s)) 


注 7.3.6 (1) 易 知 , psMTL- 代 数 是 满足 上 述 条 件 的 psBCK(pP)- 格 . 


7.4 。 MTL 代数 与 psMT' 太 代数 的 若干 研究 - 247- 


(2) 文献 [208] 在 可 换 情 形 下 得 到 类 似 结果 (需要 说 明 的 是 , 定理 7.3.16 并 不 要 
求 psBCK(pP)- 格 A 有 界 ). 

(3) 关于 psBCK- 代 数 与 模糊 逻辑 代数 结构 之 间 关 系 的 更 详细 分 析 , 可 阅读 文 
献 [292], [293], [299]. 


7.4 MTL- 代数 与 psMTL- 代 数 的 若干 研究 
7.4.1 XT MTL- 代 数 的 滤 子 


本 节 介绍 作者 及 合作 者 在 MTL 代数 方面 的 部 分 研究 成 果 ， 它 们 来 自 文献 
[300]~[310]. 由 于 篇 幅 的 限制 , 略 去 了 一 些 结果 的 详细 证 明 过 程 . 

1. MTL- 代 数 的 Boole 滤 子 、 理 想 及 二 部 MTL- 代 数 

EX 7.4.1 VL E MTL 代数 . 工 的 一 个 滤 子 F 称 为 是 Boole IF, 如 果 
对 任意 z ELzvz'eF. 

命题 7.4.1 设 忆 和 4 是 MTL 代数 工 的 两 个 滤 子 , 且 Fc A. iR FR 
Boole XF, N A 也 是 Boole WF. 

注 7.4.1 ”我们 在 文献 [300] 中 首次 引入 Ro- 代 数 的 Boole 滤 子 概念 ( 它 是 [311] 
中 BL 代数 Boole 演绎 系统 概念 的 推广 ), 定义 7.4.1 将 这 一 概念 推广 到 MTL_ 代 数 
P. 从 下 面 的 讨论 中 可 以 看 到 , 文献 [300] 中 的 大 部 分 结果 均 可 加 以 推广 . 

定理 7.4.1 设 工 是 MTZ- 代 数 , 已 是 工 的 一 个 滤 子 , 则 以 下 条 件 彼此 等 价 , 

(1) F 是 Boole 滤 子 ; 

(2) 对 任意 z y, zeLoz—(z;4—yeF,yozeFozozcF; 

(3) 对 任意 rz, ye L,(z—5 y) —zeF-zrcrF. 

证 明 (1)=(2). 设 z 一 (z' 一 y) e F,y 一 z € 下 . 由 定理 2.2.1(8) 得 


Y> z< (z? =y) > (7 2«€(9(y) > (2 = (2) 
应 用 命题 2.2.1 (F4) 即 得 > — (2' — 2) e F. 应 用 定理 2.2.7 (2) 得 
zZVz&(G = 2) 2^(z2)92)«(z > 2) > z. 


于 是 (z 一 z) 一 ze 已 又 据 定理 2.2.1(8) 及 (4) 8B > (2 一 2) < ((7 一 z2) > 
z) — (r— 2). F z — z € F, BP (2) RX. 

(2)=>(3). & (z >y) > z € F. H r =r > 0< y, H (>y) >r < 
z'— z, 这 里 应 用 了 定理 22.1 (8). (4) 及 0 为 最 小 元 . 于 是 , 据 定义 2.2.4 (F2) 得 
z'—reF. 从 而 

1> (£ > r')=1EF, Hr >zreF. 
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应 用 (2) 得 15 z € F, Bl ze F. 这 说 明 (3) 成 立 . 
(3) (1). 首先 证 明 (3) > (z' 一 z) — 7 € F, Vr € L( 注 意 , 这 里 的 证 明 与 文献 
[300] 中 相应 定理 的 证 明 不 完全 相同 , 这 里 没有 使 用 Ro- 代 数 的 特有 性 质 ). 因为 


(a! — z) > 2) 0)" — z) > z)-(z' ^ 1) ^ z)' (2 — 2) ^ 2) 


—(z! — z) 5(((z' > z) ^ z)'2 x) (由 定理 2.2.1 (4)) 
> ((z > z)  z) 一 地 (由 定理 2.2.1 (8)) 
>z 一 ((z' > z) > z) (由 定理 2.2.1 (8)) 
=l, (由 定理 2.2.1 (4) 及 (1)) 


Bp (((z' 一 z) 一 z) 一 0) 一 ((z'  z) — z) € F. B (iii) £8 (z^ > z) > z € F. 

现在 证 明 zVz e F, Vr e L. 因为 z < zVz', 所 以 (z > z) > x «(z 一 
z) — (x V z^), 这 里 应 用 了 定理 2.2.1 (8). (4). (1). 于 是 (z' 一 x) 一 (zv a')e F(X 
用 定义 2.24(F2)). X. 

((z V ^) z) > (z V z')-((z => z)A(z' — z)) = (va) (由 定理 2.2.1 (7)) 

-(1A(z'  z)) > (z V z/)-(' > £) > (z V a')e F. 
于 是 , 由 (3) 得 c va^ cF. 这 说 明 (1) 成 立 . 

注 7.4.2 ”实际 上 , 上 述 证 明 过 程 仅 用 到 可 换 剩余 格 的 性 质 , 故 可 以 同样 在 可 
换 剩余 格 中 引入 Boole 滤 子 概念 且 上 述 结论 也 成 立 9091, 

定理 7.4.2 设 工 是 MTI- 代 数 , F Æ Li Boole F, W 


Vnyz€L z(yoz2€F, r=yeF>r>zEF. 


定理 7.4.3 UL JE MTI- 代 数 , F 是 工 Boole XF, va € M, 定义 
F,-(rla > z € F}, W Fa 是 包含 和 a 的 最 小 MP- 滤 子 . 

定理 7.4.4 VEL JE MT 太 -代数 , F C L, 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) F Æ Boole WF; 

(2) L/F 是 布尔 代数 . 

在 MTL 代数 工 中 ,一 个 真 滤 子 M 称 为 是 极 大 的 , 如 果 对 任意 的 滤 子 F, M C 
FCL=>F=MĦĖF =L. 仿照 文献 [312] 中 Proposition 4, Proposition 5, 
Proposition 7, Proposition 8 的 证 明 方法 , 可 得 到 如 下 结果 (其 中 , (5) 实际 上 是 定理 
1.2.14 的 应 用 ): 

引 理 7.4.1 (1) 任何 MTL- 代 数 都 有 素 滤 子 ; 

(2) 设 P, Q 是 MTL -代数 L WAITH P C Q, WR PERH, 则 Q 也 是 
EUH 

(3) MTL -代数 的 任何 真 滤 子 都 可 扩充 成 为 素 滤 子 ; 

(4) MTL- 代 数 的 任何 真 滤 子 都 可 扩充 成 为 极 大 素 滤 子 ; 

(5) MTL- 代 数 的 任何 极 大 滤 子 必 是 素 滤 子 . 
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应 用 上 述 引 理 , 可 得 如 下 结果 . 

定理 7.4.5 ”在 任何 MTL -代数 LP, 以 下 各 项 等 价 : 

(1) F 是 极 大 Boole 滤 子 ; 

(2) F 是 真 素 的 Boole F; 

(3) F 是 真 滤 子 旦 VreL,zeF5ÀXa'cF. 

下 面 讨论 MTL 代数 的 理想 及 其 与 滤 子 的 关系 . 

定义 7.4.2” 设 工 是 MTL 代 数 . 工 的 一 个 非 空子 集 了 称 为 工 的 理想 ,如果 
WE: 

(I1) 0€ I; 

(2) (à —^ y) eILzel-yel. 

命题 7.4.2 。 MTL 代数 L 的 任何 理想 I E: 

(I)z&yyel-zcel. 

定理 7.4.6 ”对 于 MTZ- 代 数 工 的 任意 理想 1, 定义 如 下 二 元 关系 : 


zmr y 当 且 仅 当 (z 一 JeT 且 (0 一 zj' €1, 


Wor 是 同 余 关 系 且 相应 的 商 结构 L/~; 是 一 个 MTL- 代 数 . 

对 于 Ro- 代 数 , 文献 [313] 给 出 如 下 结论 ( 引 理 7.4.2). 后 面 的 例子 将 说 明 , 这 
一 结论 对 于 MTL- 代 数 来 说 不 成 立 (主要 原因 是 MTL- 代 数 中 对 合 律 不 成 立 )， 下 
面 将 用 新 的 方法 来 刻画 MTL- 代 数 的 滤 子 与 理想 之 间 的 关系 . 

3] 7.4.2813 d M 是 Ro- 代 数 ,F C M, 则 已 是 M 的 滤 子 当 且 仅 当 
F' = {zlze F} 是 M 的 理想 . 

例 7.4.1 Ü L={0, a, b, c, d, 1), 其 上 的 二 元 运算 一 , & 按 表 7.3, K 7.4 的 方 
式 定义 , 其 序 < 的 定义 如 图 7.5 所 示 , 则 (L; ^, V, @, 一 , 0, 1) 是 一 个 MTL- 代 数 
(可 使 用 Mathematica 进行 验证 , 见 图 7.6), 但 它 不 是 Ro- 代 数 , 因为 (a 一 0) 一 0 a. 


表 7.3 运算 “一 ”的 定义 表 7.4 运算 “@” 的 定义 


图 7.5 序 < 的 定义 


显然 , ={0, a, b, c, d, 1} 是 L 的 一 个 滤 子 , 但 F'—(a'|r € F} = {0,1,d} 不 是 
L 的 理想 , 因为 (d 一 a)'=deF',deF', 而 a¢g F'. 
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= L1» (46, 6, €, 6, 6, €), (1, 6, 3, 3, 5, €), (1, 2, 6,2, 5, 6), 


[A [DI k 
L= tt 1, 1, 1, 1, 2), (1, 2, 2), (2, 4,3,4, 5,9), 
, 5, 4), (1,5, 5, 5, 1, 5), (1, 2, 3,4, 5, €): 


图 7.6 用 Mathematica 软件 验证 MTL- 代 数 
定义 7.4.3 it SÆ MTL 代数 工 的 非 空子 集 . 规定 : 
S* = {x € L| FE y € 5 使 得 z”<y)},5"*= {zeEL| 存 在 ye 5 f a" > y). 


S* 称 为 S 的 对 偶 集 (dual set), S' 称 为 S 的 伴随 集 (adjoint set). 

显然 , 对 于 MTL- 代 数 工 的 任意 非 空子 集 S, 0 € S", 1e S*; WR 0 e S, 则 
5* = L; 如 果 1 e S, 则 S* — L. 容易 验证 , {z': z E S) C S", (2: z € S)C S*. 一 
般 地 , S* Z(z: z € S}, S'z(r:reS) S* 关 S°. 比如 例 7.41 中 , 若 取 S-(d, 
1), Jül(z': ze S) (0,d), 而 S*—(0,d), S*—(0, a, b, c, d, 1); 若 取 S (d, 0), Bl (z^: 
z € S)- (1,4), 而 S*—(0, a, b, c, d, 1), S*—(a, b, c, d, 1). 

定理 7.4.7 EF J& MT 太 -代数 工 的 滤 子 , 则 F 的 对 偶 集 F 是 工 的 一 个 理 
4, HF c (Ft. 

证 明 ”首先 证 明 F* 是 L 的 理想 . BOE (z' — y) € F*, zx e Ft 则 存在 
a, b € F E ((z!^ — y)" « a', z" « V. Ai, (za! — y) «a,b «az. B 
b < x, 应 用 定理 2.2.1(8) 及 (2) 得 r 一 y «b y. TE b«(zy)v- 
y > (z' 一)'( 由 定理 2.2.1(4)). 又 从 (z' — y) < a' 出 发 , 应 用 定理 2.2.1(8) 得 
y (x — y) <y> a. M b y — a'. 进而 


y €b— a! € (b — a)" (由 定理 2.2.5) 
于 是 , (b — a)! = (b — a)" < y', y" < (b — a)". 因为 
b — (a — (b — a") = b — ((b — a") — a^) = (b — a") — (b — a) 
=1€F, HabeF. 


所 以 (b — a'y € F. 这 说 明 ye F*, Bl F* 是 工 的 理想 . 
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其 次 证 明 F C (F*)*. 事实 上 , 对 任意 x € F, 有 a! € F*, AA a" > a" = (a, 
所 以 ze (F*)*, Bl F c (F*)*. 
EE 7.4.8 IÆ MTL 代数 工 的 理想 , 则 1 的 伴随 集 7* J& L 的 一 个 滤 
T,Rrc(ry. 
证 明 ”假定 ze 了",z 一 ye 了 *, 则 存在 a, be 了 使 得 xz”>a', (z 一 y)”>b. 
应 用 定理 2.2.1 (8) 及 (2)( 或 定理 2.2.5) 可 得 
y < (2 >y) => 2 
& a" > (x ^ y) 
<a — (ry) (H z" 2 a!) 
<S (£ >y)” — a" 
«V a" (H (z — y)" 2 V) 
所 以 y" >(b' 一 a")'. 由 此 可 推 得 W — a" e I. 实际 上 , 由 定理 22.7(2) 有 
b < (V — a") — a". 
从 而 , (b — a") — a" < b”, BI (0 — a") — a") 一 b—1. 于 是 ， 
(((b — a") — a")! — ^y =0 € I, Bl (b —((b — a") — a") =0 € I 
(由 定理 2.2.1(4)) 
从 而 , 据 定义 7.4.2 (I2) Æ be I 48 (b — a")— a") € I, Bl (a! 一 (b' — a^) € I. 
再 次 应 用 (12) K ac I fü / — a" € I. XE, t y" >b — a") & t — a" e 158 
y€I*. 这 说 明 是 工 的 滤 子 . 
Wire, Wr er, 2" «(z), TAE ze (1), Bl 1 c (9. 
ik 7.4.3 设 忆 是 MTI- 代 数 工 的 一 个 真 滤 子 , F 是 下 的 对 偶 集 , 则 {0， 
ljeFUF* 且 FNF*=%g. 事实 上 ,假定 zeEFNF*, 则 zE F,zeF*. 由 zeEF* 
知 , 存在 ye F 使 得 z”<y .从 而 y «(") =x, zy. 由 于 
z2(y 5 (2—yy-zo(zy)2y)9(25y)— («5 y)-1eF. 
所 以 , 据 zy e F 及 滤 子 的 定义 得 (z — y) EF. 但 , A z <y 可 得 (£> yy = 
1 =0, FÆ 0cF, 这 与 F 是 真 滤 子 矛盾 . 容易 证 明 , FU F* 关于 MT 代数 的 运 
算 ^, v, e, 一 是 封闭 的 , BAR 7.5 及 定理 7.4.9. 


表 7.5 
z y zy zVy rGy zy 
F F F F F F 
F F* ! ad F F* F* 
F* F F* F p F 
F P ad r* Lei ge F 


定理 7.4.9 B FÆ MTI- 代 数 工 的 一 个 真 滤 子 ,，F*" 是 F fps, nu 
FUF' 是 工 的 子 代数 . 
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定义 7.4.4 ”MTL 代数 L 称 为 是 二 部 的 , 如 果 有 极 大 滤 子 M 使 得 L = 
MUM*. 

定理 7.4.10 ”MTL 代数 L 含有 真 Boole 滤 子 当 且 仅 当 工 是 二 部 的 . 

WEBB ”如 果 有 极 大 滤 子 M 使 得 工 = MUM*, 则 M 是 真 滤 子 且 对 任意 re L, 
Ë xé M, 则 xz e M*， 从 而 存在 ye M 使 得 z” « y, FE y <=, 进而 
z' EM (Bl M 是 滤 子 , 故 定义 2.2.4(F2) RX). 所 以 , 对 任意 ze Lm va! e M( 因 
zr&KmrVz,z«zVa). 这 说 明 M 是 Boole F. 

反之 , 假设 LEAR Boole 滤 子 F, 则 F 可 扩充 成 极 大 滤 子 ( 引 理 7.4.1), 它 
当然 是 Boole 滤 子 (命题 7.4.1). 对 任意 ze L, 若 z ¢ M, W z' € M (定理 7.45), 
FÆ s" «(s'y , s € M Bl ze M*. MA L=MUM*. 

Hi 7.4.2 i L={0, a, b, c, d, 1), 其 上 的 二 元 运算 一 , @ 按 表 7.6, 表 7.7 的 
方式 定义 , 其 序 < 的 定义 如 图 7.7 所 示 . 


表 7.6 ”运算 “一 ”的 定义 表 7.7 运算“@” 的 定义 

一 |0 b d 1 e|o a b dti 

b * 1 1 0|0 0 0 0 
b 1 a|0 d c a 

D d 1 1 b | 0 e 1 b 

1 1 e|0. 0 .e c 

Y b 1 ajo d 0 d 

b 1 1|0 a 5 1 


图 7.7 序 < 的 定义 


容易 验证 (L; ^, V, &, 一 , 0, 1) 是 一 个 MTI- 代 数 , F={1, a, d)J& L 的 一 个 极 
KIT, F*={0, b, c} 是 工 的 一 个 理想 , 且 工 = FU F*. 从 而 工 是 二 部 的 且 F-(1, 
a, dé —^* Boole WF. 

2. MTL- 代 数 的 MV- 滤 子 与 广义 素 滤 子 定理 

以 下 通过 引入 MV- 滤 子 来 刻画 MV- 代 数 在 MTL- 代 数 中 的 位 置 , 这 从 一 个 侧 
面 反 映 了 Lukasiewicz 逻辑 系统 与 MTL 逻 辑 系统 的 关联 关系 . 关于 MV- 代 数 的 定 
义 已 在 定义 3.2.3 中 叙述 过 了 , 这 里 将 后 面 频繁 使 用 的 MV- 代 数 的 几 个 性 质 罗 列 
如 下 以 方便 引用 . 

31 7.4.3 LÆ MV- 代 数 , 则 对 任意 z, ye L, 

(C1) (z >y) > y-(y > 2) > x; 

(C2) z Ay —z 6 (z > y); 

(C3) (z —^ y) V (y > z)-1. 

下 面 定理 的 证 明 过 程 需要 用 到 MTZ- 代 数 的 性 质 lo: z vy = (ry 
y) ^((y 一 z) > z). 事实 上 , 此 性 质 与 逻辑 系统 MTL 对 联结 词 v 的 定义 相对 应 , 即 
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9 VA EXUS (lp — v) — v) ^ (9 — v) — v), RE X. 4.1.1. 

定理 7.4.11 MTL 代数 L 成 为 MV- 代 数 的 充 要 条 件 是 满足 (C1). 

证 明 ”由 引 理 7.4.3 知 必要 性 成 立 . 下 证 充分 性 , 设 工 是 满足 (C1) 的 MT 代 
数 , 由 于 (CH 全 z=(z 一 0) 一 0,Yz € L. 所 以 根据 定义 3.2.3, 只 需 证 明 工 是 B7 代 
数 , 即 工 满足 (C2). 

事实 上 , 由 定理 2.2.1(2) 及 (6) TË r > y = 11 (r > y) = (z 一 zjAtz > 
y) =z > (zy). WR z&(r—y-zG(r—(r^y) 而 由 定理 2.2.7(2) 得 
z< (z > (zAy))> (z^y) Bl z&(zr > (r^y) &z^y. FÆ, 18 (£ >y) < £Ay. 

另 一 方面 , 因为 


dC md) tA) (由 定理 2.2.2 (1)) 
-(r— y) > (z8 (z = y))” (由 (C1)) 
—(z 8 (z — y)! ^ (z > yy (由 定理 2.2.1 (4)) 


所 以 , (z @ (2 > y) < £ > (z > y). FÆ, (z > (x yy < (8 (z£ => y) = 
| z8(r—y).X 


z> (z>y) = >y) >r (由 定理 2.2.1 (4)) 
=(y >r) 22'—(a'—y)—y)^(y —2)-2) (HEM 2.2.1 (4), (C1)) 
-avy (本 定理 之 前 的 说 明 ) 
=(z Ay)" (由 定理 2.2.1 (7), (C1)) 


故 zAy= (z> (£ >y) <18 (z >y). AT £ Ay = re (z y) 
定理 7.4.12 。 MTL 代数 L 成 为 MV- 代 数 的 充 要 条 件 是 满足 : 
(C4) (z = y) > y = (((z > y) > y) ^2) ^ z. 
证 明 ”假设 工 是 MV- 代 数 , 则 
((—yvy-—2z)—z-((y—z)—2)—z)—z (由 (CD) 
E(yz)—z (由 定理 2.2.5) 
-(r— yvy (由 (C1)) 
X (z >y) > y «((z — y) ^ y) ^ z) — z. Mt (C4) 成 立 . 
反之 , 假设 L 是 满足 (C4) 的 MTL- 代 数 , 则 对 任意 z, y € L, 
(y — 2) 2) ^ ((z = y) > y) 


=((y > 2) ^ z) > ((( — y) ^ y) > 1) > z) (由 (C4)) 
=(((z — y) ^ y) ^ z) > ((y > z) ^ z) ^ z) (由 定理 2.2.1 (4)) 
> ((@ >y) > y) = z) > (y > 1) (由 定理 2.2.5) 
2y—(r—y)-wv) (由 定理 2.2.1 (8) 
- (由 定理 2.2.1 (4), (2) 


BI ((y > z) => z) 一 ((z — y) > y)=1. 由 对 称 性 得 , ((z — y) — y) ^((y > z) > 
z)—1. 所 以 (C1) 成 立 . 应 用 定理 7.4.11 1L & MV- 代 数 . 
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EX 7.4.5 设 工 是 MTL 代数 . L 的 滤 子 F 称 为 是 MVT, 如 果 满足 
(C5) z > ye F > ((y52z)52)—yceF. 
EH 7.4.13 Ü F Æ MTL- L ÉI Boole 滤 子 , 则 F Æ MV- 滤 子 . 
证 明 fW r—ycF. 因为 y <((y > z) 一 z) 一 y (由 定理 2.2.7(1)), 故 
((y—2)—52)5y)—5z&y—z. TX 
(((y — z) > z) > y) ^ z) A((y — z) > 1) — y) 


> (y > z) ^((y — z) ^ z) ^ y) (由 定理 2.2.1 (8)) 
=((y > z) > z) 2((y > z) ^ y) (由 定理 2.2.1 (4)) 
2zryceF. (由 定理 2.2.1 (8)) 


AT, (w > z) ^ z) ^ y) > z) 一 (((y — z) > 1) ^y) e F. 由 定理 7.4.1(3) 得 
((y— z) — 2) ^ y € F. 这 说 明 F Æ MV- 滤 子 . 

定理 7.4.14 Ü LÆ MTL 代 数 , 则 工 是 MV- 代 数 当 且 仅 当 它 的 每 个 滤 子 
都 是 MV- 滤 子 ， 

证 明 FÆ MV- 代 数 工 的 滤 子 . 对 任意 z, ye L, 由 于 


z >y < ((£ > y) > y) > y = ((y > 1) > 1) > y (由 (C1)) 


所 以 , 由 滤 子 定义 2.2.4 中 的 (F2) ir y € F = ((y > z) > z) > y € F, Bl 
MY- 代数 的 每 个 滤 子 都 是 MV- 滤 子 . 

反之 , 假设 MTL- 代 数 工 的 每 个 滤 子 都 是 MV- 滤 子 , 则 {1} 是 工 的 MV- 滤 子 . 
因为 z 一 ((z — y) 一 y)-1e(1). 由 定义 7.4.5(C5) 有 ((((z — y) — y) > z) > 
z) >((z > y) ^ y) eq), B 

(x y) —9—2)—z&(z—y-w. 

X (x —^ y) > y «(x — y) ^ y) ^ z) > z. FA (£> y) ^ y-((z > y) > y) > 
z) — z. 根据 定理 7.4.12 知 L 是 MV- 代数 . 

EE 7.4.15 ” 设 忆 是 MTI- 代 数 工 的 滤 子 , 则 已 是 MT- 滤 子 当 且 仅 当 L/F 
是 MV- 代 数 . 

引 理 7.4.4( 素 滤 子 定理 )(0 ” 设 工 是 一 个 MTL- 代 数 ,a € L, a #1, WEE L 
的 一 个 素 滤 子 F fif ag F. 

在 逻辑 系统 MTL 完备 性 定理 的 证 明 中 , 上 述 引 理 起 着 重要 作用 (类 似 的 情况 
在 基本 逻辑 系统 BL. 形式 系统 .2* 等 中 同样 存在 ). 文献 [150] 将 BL 代数 、Ro- 代 
数 的 素 滤 子 定理 进行 了 推广 , 用 类 似 的 方法 可 对 引 理 7.4.4 进行 推广 , 得 到 如 下 的 
广义 素 滤 子 定理 . 

定理 7.4.16( 广 义 素 滤 子 定理 ) i FÆ MTL 代数 工 的 滤 子 ,5 是 MTT 代 
数 工 的 Vv- 闭 子 集 且 Fn S = o, 则 存在 L 的 素 滤 子 P it FC PH PnS-o. 

注 7.4.4 ”上 述 结果 也 可 直接 由 定理 2.2.14 得 到 . 
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3. 局 部 有 限 MTL- 代 数 与 GUMTL)- UK 


文献 [312] 研究 了 局 部 有 限 BL 代数 , 文献 [22] 研究 了 GAH (BRA: BIAR 
数 ) 本 节 将 这 些 内 容 拓 广 到 MTL 代数 中 (所 得 结果 表明 , BL_ 代 数 的 许多 结果 在 
MTL- 代 数 中 不 再 成 立 ), 并 借 此 研究 了 MTL 代数 的 结构 . 

EX 7.4.6 Ü LÆ MTL 代数 , z e L. 满足 zm=0 的 最 小 正 整 数 m 称 为 
元 素 z 的 阶 , 记 为 ord(z). 如 果 这 样 的 正 整数 m 不 存在 , 则 记 ord(z) = oo. 一 个 
MTL- 代 数 称 为 是 局 部 有 限 的 , 如 果 它 的 所 有 非 单 位 元 素 都 有 有 限 阶 . 

定理 7.4.17 ”局 部 有 限 MTL 代数 是 线性 序 的 . 

证 明 ”首先 证 明 局 部 有 限 MTL 代数 中 成 立 : zvy- 19 z-1:ky—1. 3 
KE, WR z Vy=1, 则 由 定理 2.2.7(2) 得 1=z Vy <((z > y) > y)^((y > 1) > 
z) < (z = y) > y. 故 z — y <y. 又 据 定理 2.2.7(1),y < £ > y. Ay z— y. 
这 样 , 如 果 z 71, 则 由 局 部 有 限 的 定义 知 , 存在 正 整数 m 使 得 zm=0. 于 是 


一 2 一 一 2 一 (一切 =22 一 = 一 =0 一 /一 1. 


这 说 明 z v y-19 z=1 RR y=1. 

其 次 , 由 MTI- 代 数 的 预 线性 等 式 (z — y) v (y > z)-1, 应 用 上 述 结果 得 
ZT 一 y=1 或 y 一 z=1, 即 z<y 或 y<z. 所 以 ,此 时 MTL- 代 数 是 线性 序 的 . 

引 理 7.4.50) ARAR BL 代数 是 MV- 代 数 . 

下 面 的 例子 表明 , 上 述 引 理 对 于 MTL- 代 数 来 说 不 成 立 . 

例 7.4.3 i L-(0, a, b 1), 其 二 元 运算 定义 如 表 7.8 RE 7.9: 


表 7.8 运算“@” 的 定义 表 7.9 ”运算 “一 ”的 定义 
b H 


a 1 一 


- es. o|e 


0 
0 
0 
0 
0 


8 e 2 2e 


0 
1 
a 
a 
0 


0 
0 
0 
a 


mono 


1 a 
a 1 
1 1 
b 1 


工 上 的 序 关系 定义 为 0 < b < a < 1, WIL 是 一 个 局 部 有 限 MTL-ORK, 但 
b # (b => 0) —0, 即 工 不 是 MV- 代 数 . 

Bi 7.44 W L={0, 1/2, 1}, 定义 其 上 的 二 元 运算 如 表 7.10 和 表 7.11( 它 实际 
上 是 Ro t- 模 及 其 剩余 蕴涵 在 {0, 1/2, 1} 上 的 “限制 "). 


表 7.10 运算“@” 的 定义 表 7.11 ”运算 “一 ”的 定义 
@ | o 1/2 1 = 0 1/2 1 
0 0 0 0 0 1 1 1 
y» | 0 0 1/2 1/2 | 1/2 1 1 
1 0 y 1 1 0 da x 
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则 工 是 一 个 局 部 有 限 Ro- 代 数 , 以 下 记 为 {0, 1/2, 1}(Ro). 

定理 7.4.18 ARAR Ro- 代 数 必 同 构 于 {0, 1} 或 {0, 1/2, 1) (Ro). 

证 明 显然,{0, 1} 是 局 部 有 限 Ro- 代 数 ， 假 设 L 是 局 部 有 限 Ro- 代 数 且 
|Z| > 2. 对 任意 z € L\{0, 1), 由 命题 3.4.3 (P20) 得 2 (2 2) = z? > 0 = 
a3? 0-r— a. 进而 


z' — (T —z) 22! => (z! > z") Sz! >r" =r >. 


MT r? > r' =r r, (z)2 一 z=z' 一 z. BEL 是 局 部 有 限 的 , 则 存在 ml, m2 
使 得 2"! = 0, (2)"? = 0. 由 于 zz1,7 40,8 ml > 2, m2 >2. 于 是 由 命题 3.4.3 
(P20) 得 z? = z"! = 0, (z^)? (2^)"2—0. 所 以 z 一 z = z! —z-1 Hb r = r. 

由 定理 7.4.17 知 L 是 线性 序 的 . in z ye L\{0,1}, 则 z<y 或 y<z. 设 
r&y, 因为 总 有 y 一 z = r > y', 故 由 上 述 结果 (对 于 re LN(0, 1), z = z') f8, 
y—z-az-—y-r—y-lWlz-y 类 似 地 ,从 y<z 出 发 可 得 y=z. 这 说 明 
ILI=3 H z = z'(34 z #1, z #0 Rf). 从 而 , 工 同 构 于 {0, 1/2, 1}(Ro). 

与 文献 [312] 中 Proposition 15 类 似 , 可 以 证 明 以 下 结果 : 

EH 7.4.19 BM 是 MT 代数 工 的 一 个 滤 子 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) M 是 极 大 滤 子 ; 

(2) Yz ¢ M, 存在 n EN 使 得 (a7) € M; 

(3) L/M 是 局 部 有 限 的 MTL- 代 数 . 

文献 [314] 证 明了 如 下 结果 , 后 面 的 例子 表明 这 一 结果 在 MTL_ 代 数 不 再 成 立 : 

518 7.4.0041. 设 工 是 BL 代数 , 则 {z'|z e 工 } 是 MV- 代 数 . 

fi 7.45 Wae[o, 1], 定义 [dl 


z8.y— T^y, T+y>a, 
s 0, z-y&a, 


则 @。 是 左 连续 AR, 其 对 应 的 剩余 蕴涵 >a 如 下 : 


me { z <y, 
(a-z)Vy, zrz>y. 
4 L-(0, 1/8, 1/4, 3/8, 5/8, 1), a=1/2, 则 L 关于 表 7.12、 表 7.13 所 示 的 运算 
构成 一 个 MT 太 -代数 (这 里 o, 一 即 是 81/2, 一 va 在 L 上 的 “限制 "). 容易 验证 ， 
好 lz € L}={0, 1/8, 1/4, 3/8, 1} 不 是 BL 代数 (因为 3/8^1/873/89 (3/8—1/8)), 从 
而 也 不 是 MV- 代 数 . 

EX 7.4.7 MTIR L 若 满足 z @ z = z(Yz e L), 则 称 为 G(MTL)- 代 
数 . 同样 , 若 IMTL 代数 、BL 代数 、Ro- 代 数 L 满足 zz = z(Yz € L), 则 称 为 
G(IMTL)- 代 数 、G(BL)- 代 数 、G(Ro)- 代 数 . 
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表 7.12 运算 “@” 的 定义 表 7.13 运算 “一 ”的 定义 
9 |O 1/8 1/4 3/8 5/8 1 > | 0 us 14 3/8 5/8 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 H H 1 Y 1 
1/8 |0 o 0 0 1/8 1/8 1/8 | 3/8 1 1 1 A l 
1/4|0 0 0 1/4 1/4 1/4 1/4 | 1/4 i4 1 1 T 
3/8|0 0 1/4 3/8 3/8 3/8 3/8 | 1/8 1/8 1/4 1 LOC 
5/8| 0 1/8 1/4 3/8 5/8 5/8 5/8| 0 1/8 14 3/8 1 1 
1 |0 1/8 1/4 3/8 5/8 1 /8 1 


ik 7.4.5 ” 按 文献 [22] 中 的 定义 , G(BD)- 代 数 就 是 G- 代 数 . 

例 7.4.6 £ L-(0)0(3/41], 则 容易 验证 L 关于 二 元 运算 81/2, 一 1yz( 见 例 
7.4.5) 及 通常 的 序 构成 一 个 G(MTL)- 代 数 . 

定理 7.4.20 ”在 G(MTZ)- 代 数 工 PRX r" Vr =1, Vr € L. 

证 明 ”由 定义 7.4.7 及 定理 2.2.5 得 


z" — (z^ = (z^ &z') = (2/92) > 0 =x — (2 20) 22 > z^, 
a^ = (z^) "x (z" &a"y = (z”" e z") =0= a" d. (z" -" 0) = z" -— z" = z" -— al. 
再 据 预 线性 等 式 有 (z' 一 2") v (z" 一 z')-1. 所 以 z" v z'=1. 

定理 7.4.21 。 MTL 代数 L Æ G(IMTL)- 代 数 当 且 仅 当 工 是 Boole 代数 . 

WEB] 显然, Boole 代数 是 G(IMTL)- 代 数 . 

设 工 是 G(IMTL)- 代 数 , 则 对 任意 ze L, £ va! = a" v z/=1 (由 定理 7.4.20). 
从 而 zz = g Az" —(z V 2^) —1'-0. 这 说 明 ' 是 工 中 的 补 运 算 . 又 由 于 MTL 代 
数 是 有 界 分 配 格 , 所 以 L 是 Boole 代数 . 

EE 7.4.22 设 工 是 G(MTL)- 代 数 , 则 

(1) £! &y' =x AY, Yz, ye L; 

(2) L'={x'|z € L}Æ Boole 代数 . 

定理 7.4.23 WE LÆ G(M TL) FG, 则 

()VzyeLz2y-zr8y-y 

(2) Vz € L, Az={y € Lly 2 zx} 是 工 的 一 个 滤 子 ; 

(3) 车 工 是 有 限 且 线 性 序 的 , W >y r> y= y; 

(4) 车 工 是 有 限 且 线性 序 的 , 则 LÆ G(BL)- 代 数 . 

综合 上 述 结论 可 得 

EH 7.4.24 B LAF < 是 有 限 线性 序 集 , 1,0 分 别 是 最 大 元 和 最 小 元 , @， 
一 是 工 上 的 二 元 运算 , W L 是 G(MTL)- 代 数 当 且 仅 当 满足 : 


Sy 1, Sy, 
zg9y- MARRY z=>y= inia Vz,y € L. 
y r»y Y» Ty 
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定理 7.4.25 VEL RE G(MTZ)- 代 数 , 记 M(L) = n(M|M 是 工 的 极 大 滤 子 }， 
则 M(L) ={fz € L|z'—0). 

定理 7.4.26 VEL &—^- G(MTL)- 代 数 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) L Æ Boole 代数 ; 

(2) L Æ G(IMTL)- 代 数 ; 

(3) M(L)={1}, 这 里 M(L) = n(M|M 是 L 的 极 大 滤 子 }. 

根据 上 面 的 系列 结果 , 可 用 图 7.8 表示 相关 模糊 逻辑 代数 结构 之 间 的 关系 . 


可 换 剩余 格 


图 7.8 各 种 可 换 逻 辑 代数 结构 的 关联 关系 


注 7.4.6 (1) MV- 代 数 . 未 必 是 Ro- 代 数 . 例如 , MV 单位 区 间 就 不 是 Ro- 
代数 ; MV- 代 数 中 存在 非 Boole 代数 的 Ro- 代 数 , 如 例 7.4.4 中 的 Ro- 代 数 就 是 非 
Boole 的 MV- 代 数 . 

(2) G(IMTL)- 代 数 类 与 MV- 代 数 类 的 交 是 Boole 代数 类 (MEM 7.4.21), 于 
是 G(MTL)- 代 数 类 与 MV- 代 数 类 的 交 也 是 Boole 代数 类 , 即 说 G(MTL)- 代 数 是 
上 图 中 两 个 圆 形 区 域 的 并 . 且 非 IMTL 代数 的 G(MTL)- 代 数 是 存在 的 , 见 例 7.4.6. 

定义 7.4.8 设 正 是 MTI- 代 数 工 的 一 个 滤 子 , F 称 为 是 G- 滤 子 , 如 果 满 
足 : 


(GF)z > yE F>r>yEF. 

定理 7.4.27 设 工 是 一 个 MTL- 代 数 , 则 工 是 G(MTL)- 代 数 当 且 仅 当 工 的 
每 一 个 滤 子 是 G- 滤 子 . 

G- 滤 子 对 于 非 曙 等 的 MTL 代数 同样 是 有 意义 的 . 例如 , 令 L—(0)0[1/8, 3/8]U 
[1/2, 1], 则 工 关 于 自然 序 关系 及 二 元 运算 一 yz, 912 ( 见 例 7.4.5) 构成 一 个 MTL- 
代数 . 1/891/8—021/8, 故 工 不 是 G(MTL)- 代 数 , 但 [1/2, 1) 是 工 的 GW 
T 
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EH 7.4.28 ” 设 下 是 MTL 代数 工 的 一 个 滤 子 , 则 F 是 G- 滤 子 当 且 仅 当 
L/F 是 G(MTL)- 代 数 . 

定理 7.4.29 i FÆ MTL 代数 工 的 一 个 滤 子 , IN F Æ Boole 滤 子 当 且 仅 
当 F BERE G- 滤 子 又 是 MV- 滤 子 . 

EX 7.4.9 Ü F Æ MTL- 代 数 工 的 一 个 滤 子 . 

(1) F 称 为 是 超 滤 子 (ultra filter), 如 果 满 足 : 

(UF)VreL,zeFez'éF. 

(2) F 称 为 是 固执 滤 子 (obstinate filter), 如 果 满 足 : 

(OF)Vry€L,(réF,yéF)—-r—ycFHyzcF. 

结合 定理 7.4.5, 可 证 如 下 结论 成 立 . 

定理 7.4.30 ”在 任何 MTL- 代 数 L 中 , 以 下 各 项 等 价 : 

(1) F 是 超 滤 子 ; 

(2) F 是 极 大 Boole WF; 

(3) F 是 真 素 的 Boole WF; 

(4) F 是 真 滤 子 日 VreL, r€ F RÈ r €F. 

(5) F 是 极 大 G- 滤 子 ; 

(6) F 是 真 固执 滤 子 . 

注 7.4.7 (1) 与 上 述 结论 对 应 , 可 以 证 明 关 于 MTL- 代 数理 想 的 一 组 等 价 条 
件 , 见 文献 [302]. 

(2) 上 述 结论 可 拓 广 到 MTL- 代 数 的 模糊 滤 子 和 模糊 理想 中 , 见 文献 [304], [307]. 

(3) 由 于 MTL- 代 数 是 有 界 BCK- 代 数 ( 见 定理 7.1.4), 故 上 述 结论 可 看 成 文献 
[249] 中 Theorem 5.4 的 具体 化 . 


7.4.2 ”psMTL- 代 数 的 正规 滤 子 与 Boole $F 


本 节 首 先 介绍 作者 在 文献 [153], [306] 中 的 研究 结果 , 通过 构造 反例 说 明 psBL- 
代数 正规 滤 子 的 充 要 条 件 对 psMTL -代数 来 说 不 成 立 , 并 给 出 psMTL -代数 正 规 滤 
子 新 的 充 要 条 件 . 其 次 , 在 psMTL- 代 数 中 引入 Boole WF, 并 研究 它 的 基本 性 质 . 

PsMTL- 代 数 作为 特殊 的 剩余 格 , 其 滤 子 及 正规 滤 子 的 概念 沿用 剩余 格 的 相应 
概念 ( 见 2.4.2 节 ). 文献 [78] 中 给 出 psBL- 代 数 L 正规 滤 子 的 如 下 充 要 条 件 : 

滤 子 H 是 正规 的 当 且 仅 当 对 任意 zeLK 有 z@H=H®@z. 

下 面 的 例子 表明 这 一 结果 不 能 推广 到 psMTL- 代 数 中 (这 一 反例 我 们 前 后 寻找 
了 一 个 多 月 , 至 今 未 曾 在 国内 外 文献 中 见 到 类 似 的 结果 ). 

fj 7.4.7. 3€ L-(0, a, b, 1), 其 上 的 二 元 运算 @, 一 , ~» 如 表 7.14~ X 7.16 
EX, 其 序 关 系 定义 为 0 < a < b < 1, 则 (L; v, A @, =>, ~, 0, 1) 是 一 个 
psMTL( WPBL)- 代 数 ( 见 文献 [76]). 因为 所 有 psMTL(WPBL)- 代 数 所 组 成 的 类 是 
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一 个 代数 匀 (其 证 明 类 似 于 文献 [73] 中 的 Corollary 2.6), FÆ L x L={(0, 0), (0, 
a), (0, b), (0, 1), (a, 0), (a, a), (a, b), (a, 1), (b, 0), (b, a), (b, b), (b, 1), (1, 0), (La)， 
(1, b), (1, 1)} 也 是 一 个 psMTL( WPBL)- 代 数 , 且 容易 验证 Lx 工 上 的 序 关 系 如 图 
7.9 所 示 . 


表 7.14 运算 “@” 的 定义 GR 7.15 运算 “-” 的 定义 R716 运算 “…” 的 定义 
| 


1 


e 
0 
a 
b 
1 


ooocl|le 
—coo|e- 


0 
1 
b 
0 
0 


0 
a 
b 
1 


aa mmja 


1 
1 


b 
1 
1l 1 
1 
b 


4 H={(0,1), (a1), (b), 0,1), 则 H Æ L x L 的 正规 滤 子 . 事实 上 ， 
(z,y) > (uv) E H &y > v=1 $y v=l H (ry) ~= (u,v) € H. 
但 是 , (b, b) © H={(0, b), (a, b), (b, b)}, H & (b,b)={(0, b), (b, b)}, (b, .) H # He 


(b, b). 
1) 


(0, 0) 


图 7.9 XT psMTL- 代 数 正规 滤 子 的 反例 


类 似 于 命题 6.3.3、 定 理 6.3.8 可 以 证 明 如 下 结果 , 它 是 psMTL 代数 正规 滤 子 
的 一 个 新 的 充 要 条 件 : 

定理 7.4.31 ”psMTL- 代 数 L 的 滤 子 H 是 正规 的 , 当 且 仅 当 H 满足 如 下 的 
(NF1) 及 (NF2), vz € L. 

(NF1) HER y ez o H={1 9 hh e H}, 存在 ze Hea-(hez|h e HHEH 
Yy >z; 

(NF2) 对 任意 ye H 9 1={h 9 z|h € H}, FE z € 19 H={18 h|h e HEA 
y2z. 
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注 7.4.8 ”定理 7.2.17~ 定理 7.2.19 及 推论 7.2.1 给 出 剩余 格 正规 滤 子 的 若干 
充 要 条 件 , 它们 仅 使 用 了 蕴涵 算 子 一 , ~, 没有 涉及 o 算 子 , 这 些 充 要 条 件 自然 适 
用 于 psMT 太 代数 . 

类 似 于 6.3.3 W, 可 在 psMTL -代数 中 引入 素 滤 子 、 生 成 滤 子 等 概念 ， 证 明 
psMTL_ 代 数 的 素 滤 子 定理 . 现 罗列 如 下 , 并 略 去 证 明 . 

定义 7.4.10, psMTI- 代 数 L 的 滤 子 F 叫做 真 的 , 如 果 F +L. 显然 , 滤 子 
五 是 真 的 当 且 仅 当 0¢ F. psMTL- 代 数 L 的 真 滤 子 F 称 为 是 素 的 , 如 果 对 任意 r, 
y€LzvyceFlüMzeFHyeF. 

定理 7.4.82. Ub 已 是 psMTL-ARCL 的 真 滤 子 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) F 是 素 的 ; 

(2) 对 任意 z y€Lzr—yceFEyozeF; 

(3) 对 任意 z,ye Lr~myeF 或 yzeF; 

(4) 对 任意 z, ye 工 , Ë rV y=1, W ze FEycF. 

定理 7.4.83. Y HÆ psMTL- 代 数 工 的 正规 滤 子 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) H 是 素 的 ; 

(2) L/H 是 链 , MEF psMTL- 代 数 . 

定义 7.4.11 ”对 于 psMTL- 代 数 工 的 子 集 义 , 包含 X 的 最 小 滤 子 , 即 包含 X 
的 所 有 滤 子 的 交 , KAH X 生成 的 滤 子 , 记 为 [X). 

命题 7.4.3. LÆ psMTL-A, Ø 7 X C L, W 

(1) [X)={a € L| FEEN n > 1, T1, zn € Xm 8-9 Tn Sa}; 

(2) # X —(z), 则 记 (X) 为 [r) 且 [z)-(a € L| 存在 整数 n>1, z^ < aj; 

(3) Æ F Æ L FRE T, z € L, W 


[FU (z)) ={a € L| FERH m 2 1m, nm 20 & fi f e (figa) 
9G (fm Oz"") < a). 


命题 7.4.4 VH Æ psMTL-ANC L EBERT, x € L, 则 


[H U {z} = (a € L| 存在 整数 mn> 0,h € Hh ea" <a} 
= {a € L| 存在 整数 mn> 0,h € Hz" h <a}. 


命题 7.4.5 ” 设 工 是 psMTI- 代 数 , 则 对 任意 z, ye LA 

(1) Æ z v y-1, 则 对 任意 整数 n 21, 2^ v y^-1; 

(2) 对 任意 整数 mn 21, (£ — y)” V (y > z)^—1, (z ~ y)” V (y  z)^ —1. 

定理 7.4.34( 素 滤 子 定理 ) 设 下 是 psMTI- 代 数 工 的 滤 子 , S J& L 的 格 理想 
H FNS=2, 则 存在 工 的 素 滤 子 书 满足 FSP 且 PnS= 
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推论 7.4.1 设 工 是 psMTL 代数 ,a € L, a #1, WEE L 的 素 滤 子 P 使 得 
a¢P. 

7.4.1 节 研究 了 MT 代数 的 Boole EF, 这 里 将 相关 概念 和 结果 推广 到 psMTL- 
代数 中 , 借助 Boole 滤 子 给 出 Boole 代数 在 psMTL- 代 数 中 的 特征 性 质 , 这 实际 上 
也 是 文献 [269] 中 关于 psBL 代数 相应 结果 的 推广 . 

定义 7.4.12 ”psMTL- 代 数 L 的 一 个 滤 子 F 称 为 是 工 的 Boole WF, 如 果 满 
足 : 

(BF)VreL,zVz"€F Hzvz-eF. 

9138 7.4.7 TE psMTL- 代 数 工 中 成 立 (z, y, z € L) 

(1) z > z < (z > y) = (z > y); 

(2) z^ z < (z œ y) > (z ~> y). 

定理 7.4.35 Ü F Æ psMTI- 代 数 工 的 一 个 滤 子 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) F Æ Boole F; 

(2) Vz, y € L, z > (y7 ~ y) € F HÙ z — y € F, H z ~ (y~ — y) € F Bü 

TwyEF; 

(3) Yz, y E L, (z > y) ~ z € F Ùh z € F, H (z ~ y) > z € F Hih z e F. 
证 明 (1)>(2). WE z — (y- - y) c F. 由 定理 6.2.6 得 


y Vy-(y »-—)y^(y-v)ov)&«(v wv 


根据 (1) 得 y v y € F, 进而 由 上 述 不 等 式 及 滤 子 的 定义 得 (y- y) ye F. 又 
由 定理 6.2.4 (22) 得 (y- - y) > y < (£ > (y- ~ y) > (x y. 于 是 由 波 子 的 
定义 及 性 质 得 z yc F. 同 理 可 证 , z~ (y~ — y) e F Mi s ~ y e F, B) 
成 立 . 

(2) 人 (3). 设 (z >y) ~re F. B 0< y, 故 根据 定理 6.2.3 (8) 及 (9) 
fü -z—0«z—y(r—y-rz&z cz 于 是 , z- ze 也 
BI 1> (27 ~ z) = 17 ~ z E F, XH (2) Ẹ 15 zc F, Bl z c F. 这 说 明 
(£z >y) ~ zE F H re F. 

同 理 可 证 (z~ y) — z € F H z e F, 即 (3) 成 立 . 

(3) 坟 (1). 首先 证 明 (3) > Vz € L, (77 52) ~ x € F. 因为 


(E~ = 2) = 2) = 0) > (a — 2) = 2) 


=(2™ > 1) ~ ((((z* — z) ~= z) ~= 0) z) (由 定理 6.2.4 (24)) 
> (((z" — x) ~~ z) ~= 0) => z~ (E5138 7.4.7 (1)) 
=(((2 — z) = z) ~ 0) > (z ~> 0) 

> x ~ ((z~ > 1) ~ z) (由 引 理 7.4.7 (2)) 


zi (由 定理 6.2.3 (7), (4)) 
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所 以 (z^ — x) ~ x) — 0) =((2~ — 2)  z) 21€ F. 应 用 (3) 即 得 (z~ > z) ~ 
zeF. 
对 任意 rc L, 由 z < z Vz~, 据 定 理 6.2.3 (8) 得 (z~ > r) ^ < (37 > 
z) ~ (rVz7) 又 由 2z~ < rV ar~, 据 定理 6.2.3 (9) Ẹ (z VI~) > m < r~ >r, 
(z^ > z) ~ (z V £~) < (m V27) => z) (zv 27). 于 是 (2~ > z) ^ z «(zv 
27) — z) ~ (z V z~)， 根 据 前 述 结果 (z~ 一 z) ~ ze F, 应 用 滤 子 的 定义 得 
((zVz>) 一 z) 一 (zVz~)e 开 再 应 用 (i) 得 z vz~ eF. AATE rve eF. 
这 说 明 F Æ Boole 滤 子 . 
定理 7.4.86. ÜF Æ psMT7- 代 数 工 的 Boole WF, 则 以 下 结论 成 立 ， 
(1) VzeL,(z"* > 1) = z € F , (17 > z) ~» z € F; 
(2) Yz € L, (z~ ~ z) => z €F , (17 ~ 1) > z € F; 
(3) Yz, y E L,(zy)-^zeF-zceF,H(r—y)zrzeF-zcF; 
(4) Yz, y E€ L, z ~ y E F > ((y = 1) > 1)» y EF, 
z — y EF s((y > 1) = 1)>y EF; 
(5) Vz, y E L, (z ~œ y) > y EF > ((y> 1)» TEF, 
(>y) w yEF s (yss) >rEF; 
(6) Yz, y E L, (z ~ y) = y € F > ((y = 1) > TEF, 
(r—yoyeF-(y—z)-zcF. 
证 明 (1) Vr € L, 由 定理 6.2.6 得 


z"Vz-((z"—z)-z)^(z—2a7)-2z7)€(z" > z) ~= T. 


据 定义 7.4.12(BF) f z7 Vz € F, 从 而 (z~ 一 zx) — z € F. 同 理 可 证 
(z 一 z) € F. 

(2) 与 (1) 的 证 明 类 似 . 

(3) B (£ ~ y) ~ rE F. Hi 0< y, 应 用 定理 6.2.3 (8) 得 z 0 <z ~ y, BI 
z" «zy. 根据 定理 6.2.3 (9) f (£~ y) r< I~ r 于 是 , z~ wze 又 
H (2), (27 2) > re F. 所 以 ze F. 同 理 可 证 (zy) 5zeF-zcF. 

(4) 假设 z ~> y € F. 应 用 定理 6.2.4 (23) 48 y ~ x «(y ~ z) — z) a. 根据 
定理 6.2.3 (9) 及 定理 6.2.4 (22) 得 


(y ~> 2) ~ (((y = 2) > 2) ^ y) 
> ((y ~> z) => z) 2) ~ (((y = 1) = £) ~> y) > £ ~ y € F. 


TE, (y m) (((y ~ 2) > 2) y) € F. X 
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y€((y-2)—2)-—v (由 定理 6.2.3(7)) 

yo z2(((y-2)—)-»z (由 定理 6.2.3 (9)) 
(y  z) — z) ~= y) 2) = ((y = 2) > 2) V) - 

> (y ~= z) = (((y = z) > z) =œ y) E€ F (由 定理 6.2.3 (9)) 


AME (y m z)— 2) m y) ~= m) (y z) = z) ~ y) E F. 应 用 (3) 得 
(y 2)— z)-y€F. 

HÆTTE r> y €F > ((y > 1) ~= 1)> y EF. 

(5) 如 果 (r- y)— y € F. 由 引 理 7.47 有 (£~ y) ^y & (y > 2) ~ (x ~ 
y) — 1), 又 由 定理 6.2.4 (24), (y — 2) (( => y) > 2) (a = y) ^y 2) ~> 2). 
M (£ ~ y) > y < (£ = y) >l > z)-2). 又 由 z < (y > r)  zdBXEXE 
6.2.3(7)) f z ~ y >((y > z) ~ z) ~ y, 进而 有 


(zy) > (y > 2) 2) < (((y > 2) 2) = y) > (y = 2) = 2). 


联合 上 述 结果 得 (z y) > y < ((y > z) 2) 9) — (y — 2) 2). 于 是 由 滤 
子 定义 得 
((y > z) = z) y) ^ (y 2) ^ z)€ F. 
应 用 定理 7.4.35(3) 得 (y 一 z) ^ ze F. RUER (z — y) ~ y EF > (y 2) > 
zeF. 
(6) 如 果 (z ~ y) - y € F. 由 引 理 7.4.7 及 定理 6.2.4(24) 有 


(zy) y < (y z) > (m y) z) = (y) ((y => 2) > 2) 
XH z < (y ~ z) > r Ẹ r~ y > (yv z) > z) y, EA 
(z ~ y) = ((y  z) = 2) < (((y = 2) => 2) ~ y) =~ ((y = 2) > 2) 


FE (z ~ y) = y < (y 2) > z) ~ y) m ym 1) = 2). ME 2) — 
z) ~ y) (y ~= z) > z) € F. 应 用 (3) Ẹ (y — z) — z e F. 同 理 可 证 
(r2y)5y€eF-(y—z)-zeF. 

容易 证 明 以 下 结论 成 立 . 

定理 7.4.37. UH Æ psMTL 代数 工 的 正规 滤 子 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) H 是 Boole i$ f; 

(2) L/H Æ Boole 代数 . 

定理 7.4.88 Ut L J& psMTI- 代 数 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) L & Boole 代数 ; 

(2) L 的 每 一 个 滤 子 是 正规 Boole 滤 子 . 
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7.4.3 ”psB 太 代数 的 psMV- 滤 子 与 psG- 滤 子 


文献 [269] 中 引入 了 psBL- 代 数 的 psMV- 滤 子 和 psG- 滤 子 概念 (可 以 看 成 
7.4.1 节 MTL 代数 的 MV- 滤 子 和 G- 滤 子 的 非 可 换 推广 ), 并 借 此 刻画 了 psMV- 代 
数 和 psG- 代 数 的 特征 , 本 节 介绍 这 些 结果 . 读者 不 难 发 现 , 其 中 大 部 分 结果 可 以 推 
广 到 psMTI- 代 数 中 . 

ENX 7.4.13 WF J& psB 矿 代数 4 的 一 个 滤 子 , 称 下 是 4 的 psMV- 滤 子 
(pseudo-MV filter), 如 果 对 任意 z, y € A 有 

(MVF) zr y € F Hifi (y > z) —z)—y EF, Hz yc F Hif 
(y 2) 2) y EF. 

由 定理 7.4.36 (4) 知 psB 矿 代数 4 的 Boole 滤 子 必 是 psMV- 滤 子 . 

定义 7.4.14 ”psBL 代数 4 的 一 个 滤 子 F 称 为 是 4 的 psG- 滤 子 (pseudo-G 
filter), 如 果 对 任意 z, y € A 有 

(GF) z > (£ > y) EF 蕴涵 Zz 一 ye F, H z ~ (x ~ y) € F HR z ~~ y E€ F. 

定理 7.4.39 “psB 太 代数 的 任意 Boole 滤 子 必 是 psG- 滤 子 . 

证 明 设 下 是 psBL 代数 4 的 一 个 Boole 滤 子 , z, y € A. 假设 r ~ (£ ~ 
y)€ F. 由 引 理 7.4.7(2) 有 z - (£ y) <((z y) = y) > (x y). 由 滤 子 的 定 
义 得 ((z y) y) > (z y) € F. 应 用 定理 7.4.35(3) 可 得 z y € F. 

同 理 可 证 z — (£ — y) € F H r ye F. 所 以 下 是 4 的 psG- 滤 子 . 

定理 7.4.40 Ub A 是 一 个 psB 太 代数 , F 是 4 的 正规 滤 子 , 则 以 下 各 项 等 
价 : 

(1) F Æ Boole i£; 

(2) F 既是 psMV- 滤 子 又 是 psG- 滤 子 . 

证 明 (1)>(2). 见 定理 7.4.36(4) 及 定理 7.4.39. 

(2). (1). 设 F BERE psMV- 滤 子 又 是 psG- 滤 子 . 假设 (zy) "ze F. 由 于 
F 是 正规 滤 子 , 故 (z~ y) reF. 由 于 

(zm y) m m «(rm y) rm y) y), (由 引 理 7.4.7 (2)) 


所 以 (z ~~ y) Az y) ~ y) € F. 再 由 正规 性 得 (£~ y) (m y) y) € F. 
应 用 (GF) 即 有 (£~ y) y € F. 进而 , (£ ~ y) ^y € F. 由 psB 矿 代数 的 性 质 有 
(zy) r&y c, AETHER (zy) -zeFfy-ceF. 于 是 , 应 
用 (MVF) 可 得 ((z ~ y) > y) ~ x € F. 从 而 , 根据 滤 子 的 性 质 及 (z y) y € F 
得 rc F. 由 定理 7.4.35(3) 知 F Æ Boole 滤 子 . 

引 理 7.4.87) psB 矿 代数 A 是 psMV- 代 数 当 且 仅 当 满足 (Yz € A)ja^- = 
z7-—m. 


引 理 7.4.9292 ”psB 矿 代数 A 是 psMV- 代 数 当 且 仅 当 满足 
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(pMV1) (z > y) = y = (y > 2) = z, (zy) > y = (y z) > T, YT, y € A. 
命题 7.4.6 ”对 于 任意 psBL 代数 4 成 立 : 


(=y) >y) yry (>y) yry Yr, y EA. 


定理 7.4.41 ”psB 矿 代数 A 是 psMV- 代 数 当 且 仅 当 满足 (vz, y € A): 
(pMV2) (z = y) = y = (((2 => y) = y) > 1) ~œ T, 
(z ~y) > y = (((z = y) > y) => 1) > z. 
证 明 ”假设 4 是 ps MV FOR, 则 对 任意 z, y € A, 有 
((z—9)-9)—2)-z-((y—2)2z)—2)-z (H (pMV1) 
-(y—cz)-zc (由 命题 7.4.6) 
-(r— y) => y, (由 (pMV1)) 
即 (z> y) ~ y= (zy) »)-2) a AETA (zy) > y — (((z 一 
y) > y)  z) — z. 这 说 明 (pMV2) 成 立 . 
g 假设 4 是 满足 (pMV2) 的 psB 矿 代数 , 则 对 任意 z, y € 4 有 
((y — z) = z) >((2 => v) ^ y) 


=((y > 1) ^ z) >((((£ > v) œ y) ^ 2) 2) (由 (pMV2)) 

2 (((z => y) = y) > 1) > (v2) (由 引 理 7.4.7 (2)) 
>y >((z >y) ~ y) (由 引 理 7.4.7 (1)) 
=(z >y) ~= (y >y) (由 定理 6.2.4 (24)) 


-(r—9y)1-1, 
WI ((y — 2) ~ 2) >((z — y) ~ y)=1. 类 似 地 , ((z > y) > v) (y > 2) ~> 2)-1. 
FE, (£ >y) ~y = (y 一 Zz) ~ 这. AE, (y) 一 y= (y 2) — c. 由 引 理 
74.9 知 A 是 psMV- 代 数 . 

定理 7.4.42 VE A 是 psBL 代 数 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) A 是 psMV -代数 ; 

(2) A 的 每 一 个 滤 子 是 psMV- 滤 子 ; 

(3) {了 } 是 4 的 psMV- 滤 子 . 

证 明 — (1) (2). 假设 4 是 psMV- 代 数 , 则 对 任意 zy € A 有 

z~ y= ((z ~y) >y) y (由 命题 7.4.6) 

=((y = 1) > 1) = y (H (pMV1)) 

于 是 , 对 于 4 RERET FA r~ yc F 蕴涵 ((y 一 z) 一 z) ye F. A 
理 ,z > y € F 蕴涵 ((y > z) ~ z) > y € F. 这 说 明 下 是 4 的 psMV- 滤 子 . 

(2) (3). 显然 . 

(3)2. (1). 假设 {1} 是 4 的 psMV- 滤 子 . 由 定理 6.2.4(24) 得 


z~ ((£ =y) > y) = (z = y) > (z ~ y) =1 € {1}. 
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应 用 (MVF) 有 ((((z ~ y) > y) = 2) = £) ~ (3) > y) € {1}, BI (~ 
y) — y) * z) > z < (z ^ y) — y. 另 一 方面 , 由 psBL- 代 数 的 性 质 有 (z y) 一 
y&((z-y)—y-2z)—2z 于 是 


(zy) v- (zy) —wv-2z)-z. 


同 理 可 证 , (z — y) ^ y = ((z > y) y) > z) - z. 由 定理 7441 知 从 是 
psMV fO. 

注 7.4.9 ”上 述 结果 表明 , 在 psBL 代数 中 滤 子 {1} 并 非 “ 平 凡 的 ”, 它 有 重要 
价值 . 

EX 7.4.15 Ü 4 是 psBL 代数 , 称 4 是 伪 Gödel 代数 (简称 psG- 代 数 )， 
如 果 对 任意 ze A ro@r=z. 

引 理 7.4.1005] 任意 psG- 代 数 必 是 G- 代 数 , 即 psG- 代数 与 G- 代数 等 价 ， 

定理 7.4.43 VE A 是 psB 太 代数 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) A 是 psG- 代 数 ; 

(2) A 的 每 一 个 滤 子 是 psG- 滤 子 ; 

(3) {1} 是 A 的 psG- 滤 子 . 

证 明 (1)=(2). 假设 4 是 psG- 代 数 , 则 对 任意 z, ye 4 有 


zoy-zrOrey-re(rey)r—y-r:9zo9-2z(zry). 


从 而 , 对 4 ERIT F, z (z~ y) € F M z~ y e F, H e> (>y) eF 
JR zx 一 ye F. 这 说 明 F JE 4 的 psG- 滤 子 . 


(2)=(3). 显然 . 
(3) 坟 (1). 假设 {1} 是 A 的 psG- 代 数 , 则 对 任意 z, ye A 有 
z(r-z82z)-(r92)-(r92)-1e {1}. (由 定理 6.2.4 (20)) 


应 用 (GF) 得 = ~ 2&2 efl}, 此 即 z < ror. 另 一 方面 , 由 o 的 单调 性 得 z@z < r. 
所 以 z =z@z. 这 说 明 是 psG- 代 数 . 

定理 7.4.4409]. Vt A 是 psBL 代数 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) 4 是 psG- 代 数 ; 

(2) HER a € A, G(a) = (z € Ala < z) 是 A 的 滤 子 . 

推论 7.4.2009] Wb H Æ psBL 代数 4 的 正规 psG- 滤 子 , 则 对 任意 a € A, 
Ga = {z € Aja > z € H} EBR H M a 的 最 小 滤 子 . 

EE 7.4.4569) d 万 是 psBL 代数 A 的 正规 滤 子 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) H 是 极 大 Boole F; 

(2) H 是 极 大 pzsG- 滤 子 ; 
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(3) HHHX z, y € 4h,(z¢H,y¢gH)=3(r—yeH,y—7r€H). 
Hit 7.4.3099 it 4 是 psG- 代 数 ,五 是 4 的 滤 子 , 则 H 是 极 大 的 当 且 仅 当 
满足 : (z ¢ H, y ¢ H) > (z > y € H, y > z € H), Yz, y € A. 


7.5 BCC- 代 数 的 Boole 滤 子 与 强 剩余 
BCC- 代 数 的 正规 滤 子 


7.2 节 与 7.3 节 的 结果 表明 , 源 于 模糊 逻辑 的 各 种 代数 结构 可 以 统一 在 BCC- 代 
数 的 框架 下 , 不 论 是 可 换 的 还 是 非 可 换 的 , 而 且 psBCK- 代 数 也 是 两 种 相 容 的 BCC- 
代数 结构 的 “结合 体 ”. 同时 , psBL- 代 数 、psMTL- 代 数 或 更 一 般 的 剩余 格 的 滤 子 理 
论 可 以 看 成 是 BCC- 代 数 滤 子 的 直接 应 用 , BCC- 代 数 滤 子 理论 还 可 应 用 于 其 他 相 
关 代 数 结构 上 (如 伪 Hoop, 甚至 与 量子 逻辑 相关 的 代数 结构 PD-poset). 本 节 将 进 
一 步 展示 BCC- 代 数 作 为 逻辑 代数 统一 框架 的 优势 , 其 中 , 7.5.1 小 节 在 BCC- 代 数 
中 引入 Boole 滤 子 概念 , 用 以 统一 MTL- 代 数 、 伪 Hoop、psMTL- 代 数 等 的 对 应 概 
念 ; 7.5.2 小 节 引 入 剩余 BCC- 代 数 的 概念 , 它 是 具有 条 件 (S) 的 BCK- 代 数 的 推广 ， 
可 作为 各 种 基于 ( 伪 )t- 模 逻辑 系统 的 代数 基础 ; 7.5.3 小 节 主要 证 明 强 剩余 BCC- 代 
数 的 强 正规 素 滤 子 定理 , 它 可 以 看 成 各 种 相关 代数 系统 对 应 定理 的 一 般 化 . 

7.5.1 BCC- 代 数 的 Boole XF 

定义 7.5.1 设 F 是 BCC- 代 数 (4; >, 一 ,1) 的 一 个 滤 子 , P F JE A HY Boole 
WF, 如 果 满 足 : 

(BF) Vz, y E€ A, (r5 y)—5zeF-reF. 

如 果 已 既是 正规 滤 子 又 是 Boole 滤 子 , 则 称 为 正规 Boole WTF. 

注 7.5.1 (1) 由 于 一 般 BCC- 代 数 未 必 是 格 , 故 不 能 使 用 v 来 定义 Boole 

iT. 


(2) 由 定理 7.4.1(3) 及 定理 7.4.36 (3) 知 , 上 述 定义 正 是 各 种 逻辑 代数 系统 同一 
概念 的 一 般 化 . 
引 理 7.5.1 Wb F Æ BCC- 代 数 (A; >, 一 , 1) 的 正规 滤 子 , WRX: 


Vrny€A (£ > y) > y E F > (y > 1) > ((z > y) > x) E F. 
证 明 ”假设 (z y) — y EF, HEX 723 (BCC1) 得 
(y 2) (25y) ^5») ^(zy)2)-1e€F. 


根据 定义 7.2.10(2) 得 bg > z) 一 ((z 一 由 一 zj € F. 
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引 理 7.5.2 Wb F J& BCC- 代 数 (A; >, 一 , 1) 的 正规 Boole WF, 则 
VYrziyEe4z 一 (z 一 JE 下 全 7 一 JE 下 
证 明 ”假设 z 一 (z 一 y) eF, 由 定义 7.2.3(BCC1) 得 
((z =y) >y) > ((z > (£ > y)) > (2 => 4))=1 EF. 
根据 定义 7.2.10 (2) 得 ((z — y) > y) > (z > y) € F. 再 应 用 定义 7.5.1 (BF) 得 
r—ycF. 

引 理 7.5.3 E (A; >, 一 , 1) 是 BCC- 代 数 , 对 于 ae A, id S(a)- (z € Ala < 
z). 如 果 A 的 滤 子 {1} 是 A 的 正规 Boole EF, 则 对 任意 ae A 有 Sla) 是 4 的 
iT. 

证 明 ”对 任意 ae A, 显然 1e S(a. Rz ye s(a), x € S(a), Ill a € z, 
a«z—y 由 a < z, 应 用 命题 7.2.1(3) 得 z — y «ay. 于 是 a< a 一 y， 
即 a — (a > y)-1e(1) BHrT(1J& A 的 正规 Boole WF, 根据 引 理 7.5.2 得 
a — y €(1). 这 说 明 a — y—1, Bl a < y. 所 以 ye 5(a), 即 S(a) 是 A 的 滤 子 . 

引 理 7.5.4” 设 (4; 2, 一 , 1) 是 BCC- 代 数 . 如 果 4 满足 : 

(*) (z > y) > z = z, Yz, y E€ A, 

则 对 于 A 的 任何 正规 滤 子 F 有 : Vr, y € A, (£ > y)> y EF > (y> r)>rEF. 

证 明 ”假设 (z 一 y) y EF, H3 7515 (y > z) —> ((£ > y) > 1) € F. 
又 由 定义 7.2.3(BCC1) 得 


(((z — y) > 2) > 1) > ((y > 2) > (29) 2) ((y > 1) > 2))=1 € F. 


根据 定义 7.2.10 (2) 得 ((((z — y) > 2) > 2) ^ (y — 2) 一 1) e F. 由 假设 知 
((z — y) > 2) > z =1, MA (y 1) > 1) € F. i 
3]38 7.5.5 WE (A; >, 一 , 1) 是 BCC- 代 数 , 则 4 为 BCK- 代 数 当 且 仅 当 满 
足 : 
z«(r—-y)yw VzyeA. 
证 明 ”由 定义 7.1.13 An, 上 述 不 等 式 在 BCK- 代 数 中 成 立 . 假设 BCC- 代 数 
A 满足 上 述 不 等 式 , 则 (Vr, y, z € A) 


z > (y > 2) < ((z > (y > z2)) > (z = 2)) > (z > 2). 


X, y < (y > z) > z 且 由 定义 7.2.3 (BCC1) Ẹ (y > z) > z «(x > (y > z))> 
(z — 2), Hy < (x > (y > 2))> (x > z). 应 用 命题 7.2.1 (3) 有 


(@ > u> 2) (2) (z > 2) < y => (22. 
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所 以 ,z > (y > z) < y (r2). 类 似 地 ,y > (z > z) < z > (y 2). FÆ, 
z> (y> z)=y> (z> 2), Yz, y, z € A. 由 命题 7.2.2 知 4 为 BCK- 代 数 . 

EE 7.5.1 WE (4; >, 一 , 1) 是 有 界 BCC- 代 数 , 0 是 其 最 小 元 , 则 以 下 条 件 
等 价 : 

(1) A 是 Boole 代数 ; 

(2) A 的 每 一 个 滤 子 均 为 正规 Boole 滤 子 . 

证 明 — (1)2(2). 设 (A; <) 是 Boole 代数 , ' 是 4 的 补 运算 , v, ^ 是 其 上 确 
界 和 下 确 界 运算 , 1, 0 分 别 是 其 最 大 元 和 最 小 元 , 则 (A; >, 一 , 1) 按 以 下 定义 构成 
BCC- 代 数 : 

r—y-z'Vy Vr,y EA. 


容易 验证 ,A 的 每 一 个 滤 子 均 为 正规 Boole F. 

(2) 坟 (1). 假设 BCC- 代 数 (A; >, 一 , 1) 的 每 一 个 滤 子 均 为 正规 Boole 滤 子 . 

首先 证 明 在 A 中 成 立 以 下 等 式 : 

(4) (£ > y) > 1 = T, Vr, y € A. 
由 假设 {1} 是 4 的 正规 Boole XF, 由 引 理 7.5.3 知 S((z ^ y) 一 z) 是 A 的 滤 子 . 
由 于 A 的 每 一 个 滤 子 均 为 正规 Boole WF, 故 S((z — y) 一 z) 是 正规 Boole XF. 
因为 

(z > y) > z € S((z > y) > 2) 

应 用 定义 7.5.1 (BF) 得 ze S((r — y) ^ z). 这 说 明 (z —y) >r <r. 另 一 方面 ， 
由 命题 7.2.1 (1) 有 z < (z — y) 一 z. 所 以 , 等 式 (+) 成 立 . 

其 次 证 明 在 4 中 成 立 以 下 等 式 : 

(+*+) (z > y) ^ y=(y > z) > z, Yz, y € A. 
由 假设 {1} 是 4 的 正规 Boole 2E T, 5138 7.5.3 知 S(( ^ y) ^ y) 是 A 的 滤 子 . 
由 于 4 的 每 一 个 滤 子 均 为 正规 Boole WF, 故 S((z — y) — y) 是 正规 Boole XF. 
因为 

人 一切 一 yeS(z 一 切 一 切 . 

应 用 引 理 7.5.4 得 (y > z) > z € S((£ > y) — 1). ZRH (£ > y) > y < (y > 
z) 一 z. 同 理 可 证 相反 的 不 等 式 成 立 . 所 以 , 等 式 (+#+) 成 立 . 

下 面 证 明 在 A 中 成 立 以 下 不 等 式 : 

(***) £ < (£ > y) > y, YT, y € A. 

事实 上 , 由 命题 7.2.1 (1) 知 zx < (y z) 一 z, 应 用 等 式 (**) 得 z& (z 一切 一 
y. 由 引 理 7.5.5 知 4 为 BCK- 代 数 . 

现在 , 在 A 中 定义 如 下 一 元 运算 ' 及 二 元 运算 V, ia =z 一 0zVy= (z 一 
y) 2 y x ^y = (a! V yy, 则 容易 验证 (A; V, ^, 0, 1) 构成 有 界 分 配 格 , H’ 满 
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足 zvz' =1lzAz' =1( 详 细 证 明 可 参见 文献 [249] 第 1:358 6 节 Implicative 
BCK-algebras, 实际 上 此 时 A 正好 构成 关联 BCK- 代 数 ). 所 以 , A 是 Boole 代数 . 


7.5.3 WR BCC- 代 数 
定义 7.5.2” 设 (4; >, 一 , 1) 是 BCC- 代 数 , a, be A. 规定 : 
Si(a,b) = {z € Ala < b > z}, 
Sr(a,b)= {x € Alb < a — z}. 
显然 , 1, a, b € Sı (a, b) 及 Sr(a, b). 如 果 对 任意 a, b € A, Si(a, b) 均 有 最 小 元 (id 
71 a & b), WEK BCC- 代 数 (A; >, 一 , 1) 具有 条 件 (S1). 如 果 对 任意 b € A, S, (a, 


b) 均 有 最 小 元 ( 记 为 a @; b), 则 称 BCC- 代 数 (A; 2, 一 , 1) 具有 条 件 (S;). 
根据 定义 , 容易 证 明 : 
ag@lb<a ag, b&a,b; a&j1-1Gja—a; ag@r1=1@-a=a. 
且 当 BCC- 代 数 (A; >, 一 , 1) 有 界 ( 即 存在 0€ A, 对 任意 ae A 有 0< a) 时 ,有 
a®0=08a=0, a$8,0—08,a-0. 
fi 7.5.1 V A-(0, a, b, c, 1), 其 二 元 运算 一 见 表 7.17( 其 序 关系 > 定义 
为 z >y 当 且 仅 当 y 一 z=1), W (A; 2, 一 , 1) 是 一 个 BCC- 代 数 且 具有 条 件 (S), 


其 对 应 的 e, 如 表 7.18 所 示 . 事实 上 , 可 以 使 用 数学 软件 Mathematica 验证 , 如 图 
7.10 所 示 . 


表 7.17 运算 “一 ”的 定义 表 7.18 ZR “o” HEX 
= |0 a b c 1 &i 0 a b c 1 
0 1 1 1 H 1 
a b 1 1 1 1 
b a c 1 c 1 
c b b b 1 i 
f 0 a b c 1 


需要 说 明 的 是 , 上 述 BCC- 代 数 不 是 一 个 BCK- 代 数 , 因为 
b— (c—0)g e (b 0). 
而 且 , e 不 是 结合 的 , 因为 
c &i (b &i b) # (c &i b) &i b. 


EN 7.5.3 WE (A; >, 一 , 1) 是 BCC- 代 数 , 称 4 具有 条 件 (S14), WR 4 R 
有 条 件 (S) B. @ 满足 结合 律 . 类 似 地 , 称 BCC- 代 数 4 具有 条 件 (S14), WR A 
具有 条 件 (S.) E o, 满足 结合 律 . 
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sme MI = ((5 55 5, S), (5,5, 5,55), (214,5, 4, 5), (3, 3, 3, 5, S), (1,2, 3, 4, S)); 
al; 
Forfi=1, 1<6, i++, 
Forj=1, j<6 j++, 
Fork = 1, k < 6, k++, IMAMU, kJ), MICMAE, j]), Maffi, K]IJII 1= 5, ate] 
LII 
Foris 1, i<6 i++, Forj=1, J<6, j++, 
MMII, JJ] e» 5 && Mill) il] ee 5 && i te j, a24 


M2 7 ([1 1,1, 1,1), (11,112), (1 13, 1, 3), (1, 2, 2, 4 4), (1, 2, 3, I) 

FE 

Forli 1, i<6, i++, Forj e 1, )« 6, J++, IMIT, MI, MAE, JIDIT] = 5, nS 
m= 


Forli 1, 1«6 1++, 
Forlj=1, j<6, j++, 
Forfk = 1, k<6, k++, HMI, MILI, k]]]] == 5 && MIM2([L JII kJ] 1= 5, bell] 
Ifa uu A& ilum AA an 0 AA mimm 0, Prini"tre"], Pini"false"]] 


图 7.10 ”使 用 数学 软件 Mathematica 验证 具有 条 件 (Sı) 的 BCC- 代 数 


引 理 7.5.6 E (A; >, 一 , 1) 是 具有 条 件 (Si) 的 BCC- 代 数 , 则 有 

(1) a < b= a Qı c < b Qi c, Va, b, c E€ A; 

(2) a Qı b < c 当 且 仅 当 a < b— c, Va, b, c€ A. 

证 明 — Wa gb, 对 于 任意 cE A, Ho 的 定义 知 b< c (bec). 从 而 
a&co (b&y c). 再 次 应 用 @ 的 定义 得 a @1c < be c, BB. (1) RE. 

WR a @1b< c, 则 由 命题 7.2.1 (2) 得 5 一 (a @1b) < b c. 又 由 gi 的 定义 知 
a gb 一 (a @1b). 故 a<b 一 c. RZ, 如果 a<b 一 c, 由 @ 的 定义 知 agbs c, 
即 (2) RX. 

同 理 可 证 

引 理 7.5.7. V (A; >, 一 , 1) 是 具有 条 件 (S) 的 BCC- 代 数 , WA 

(1a€b-cG,a&cG.b, Va, b, ce A; 

(2) a 8, b < c 当 且 仅 当 b< a — c, Va b, ce A. 

定理 7.5.2 VE (A; 2, 5, 1) 是 BCC- 代 数 , 则 4 具有 条 件 (S14) 的 充 要 条 
件 是 存在 二 元 运算 @ 使 得 对 任意 a b, ce A 成 立 : 

(S1) a — (b —^ c)=(a & b) — c, 
E o 正好 是 e. 

证 明 ”假设 存在 二 元 运算 @ 满足 (S1). 对 任意 a, be A, 由 (S1) 得 


a — (b — (8b))= (a& b) ^ (a9 b) — 1, 


Hasb (agb) 5—3Jili, 3:a«b— c, WW (ab) —c—a-— (b — c)-1, BB 
aGb« c. 这 说 明 a@b 是 Si(a, b) 中 的 最 小 元 , 即 4 具有 条 件 (S). 
X, 对 任意 a, b, c, z € A, 根据 (S1) 可 得 
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(a8 (b8c)) > z-a-— ((b9c) > 1) =a = (b (c > z)) 
=(a8b) > (c> z) = (a5) c) > a. 


在 上 述 等 式 中 分 别 取 = 为 aS (bec) 及 (aeb)ec, 即 可 得 到 (ae@(beao) 一 ((aebj@c)=1 
及 ((a@ 4b)@0) 一 (a@ (58@0))=1, 所 以 a@(b@c)=(a@b)@c, 即 @ 是 结合 的 ,这 
说 明 4 具有 条 件 (S14). 

反之 , 假设 4 具有 条 件 (S14). 对 任意 a b, ce A. 由 a <b 一 (aei b), 应 用 命 
题 7.2.1 (3) 得 > (a 81 b))—> (b > c) < a > (b > c). 而 据 定义 7.2.3 (BCC1) 得 


(a 81b) —^ c < (b — (a &ib)) — (b > c). 


于 是 , (a @1b) >c < a 一 (b — c). 另 一 方面 , 由 b 一 c < bc 及 o 的 定义 得 
(b — c) &b < c. 应 用 命题 7.2.1 (2), (a 81b) —((b — e) 81 b) < (a 81b) > c. 

XH a — (b> c) <a — (b — c), 应 用 引 理 7.5.6 (2) 得 (a — (b — c))8ia < 
b— c. 再 应 用 引 理 7.5.6 (1) 得 ((a — (b = c))&ia) &i b < (b — c) &i b. H ey 的 结 
合 性 得 

(a — (b — c) &i (a&ib) < (b — c) &i b. 

于 是 , 由 引 理 7.5.6 (2) 得 a — (b > c) < (a 81b) (b > c) & b). W a => (b> c) < 
(a 81b) > c. 

综 上 所 述 , a 一 (b  e)- (a & b) — c, BI (S1) RX. 

同 理 可 证 

EH 7.5.3 H (A; >, 一 , 1) 是 BCC- 代 数 , 则 4 具有 条 件 (S-A) 的 充 要 条 
件 是 存在 二 元 运算 有 @ 使 得 对 任意 a, b, ce ARX: 

(82) a — (b — c)- (b a) > c, 
且 @ 正 好 是 @;. 

EX 7.5.4 V (A; >, 一 ,1) 是 BCC- 代 数 ,车 4 具有 定理 7.5.2 中 所 述 条 件 ， 
则 称 4 是 左 剩余 的 . 同样 , 若 4 具有 定理 7.5.3 中 所 述 条 件 , 则 称 4 是 右 剩余 的 . 

注 7.5.2 ”上 述 定义 表明 , 左 、 右 剩余 BCC- 代 数 分 别 等 价 于 具有 条 件 (S14), 
(8.4) 的 BCC- 代 数 , 使 用 左 (H) 剩余 BCC- 代 数 的 概念 强调 它们 带 有 运算 e (6, ). 

EX 7.5.5 H (A; >, >, 1) 是 BCC- 代 数 , 称 4 具有 条 件 (S1ALBI), 如 果 A 
具有 条 件 (S14) 且 满足 : 

(L) (4; <) 是 格 ; 

(Bi) a A b=(a — b) &ia, Va, b € A. 
同样 , 称 4 具有 条 件 (SL ALB.) 如 果 4 具有 条 件 (5,4) 且 满 足 : 

(L) (4; «) 是 格 ; 

(Br) a Ab a8. (a — b), Va, b € A. 
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至 此 , 可 以 利用 BCC- 代 数 给 出 psB 矿 代数 的 特征 性 质 了 : 

定理 7.5.4 ”代数 结构 (A; V, ^, @, ~, 一 , 0, 1) 是 一 个 psB 太 代数 , 当 且 仅 当 
满足 : 

(1) (4; >, 一 , 1) 是 具有 条 件 (S14LB1) 的 有 界 BCC- 代 数 (0 是 最 小 元 ); 

(2) (A; >, =, 1) 是 具有 条 件 (SL ALB.) 的 有 界 BCC- 代 数 (0 是 最 小 元 ); 

(3) a Qı b = a 8, b = a Q b, Va, be A. 

XEX 7.5.6 V (A; 2, 一 ,1 是 BCC- 代 数 , 称 4 具有 条 件 (S1ALM), 如 果 A 
具有 条 件 (514) 且 满足 : 

(L) (4; <) 是 格 ; 

(M) (z > y) V (y > z)-1, Va, b € A. 
同样 , 称 4 具有 条 件 (S.ALM), 如 果 A 具有 条 件 (S-A) 且 满足 上 述 条 件 (L) 及 
(M). 

容易 证 明 psMTL- 代 数 的 如 下 特征 性 质 . 

定理 7.5.5 ”代数 结构 (A; V, A, @, ~, 一 , 0, 1) 是 一 个 psMTIL- 代 数 , 当 且 仅 
当 满 足 : 

(1) (4; >, 一 , 1) 是 具有 条 件 (S14LM) 的 有 界 BCC- 代 数 (0 是 最 小 元 ); 

(2) (A; >, ~, 1) 是 具有 条 件 (S.ALM) 的 有 界 BCC- 代 数 (0 是 最 小 元 ); 

(3) a Qı b = a 8r b = a Q b, Va, be A. 


7.5.3 BHR BCC- 代 数 及 其 强 正 规 素 滤 子 定理 


由 定义 7.5.4 知 , ERR BCC- 代 数 一 定 是 右 剩余 的 (只 需 将 @ 运算 反 序 即 可 )， 
HRR BCC- 代 数 一 定 是 左 剩余 的 . 对 于 左 剩余 BCC- 代 数 的 所 有 结果 , 在 右 剩 余 
BCC- 代 数 中 有 类 似 结果 . 故 本 节 仅 讨论 左 剩余 BCC- 代 数 (未 指明 时 均 指 左 剩余 )， 
且 将 o, 简 记 为 @. 本 节 内 容 来 自 文献 [315]( 注 意 , 原文 中 的 “正规 滤 子 ”是 这 里 的 
强 正规 滤 子 ), 部 分 结果 的 证 明 省 略 了 . 

定理 7.5.6. Ub (4; 一 , 1) 为 是 剩余 BCC- 代 数 , 则 Yz, y, z € 4 有 

(1) (z8y)82-72z6(y982) 

(2) z8y = ^(a€ Alz < y > a}; 

(3) rg&l=r=181; 

(4) 车 z< 岂 则 z@z<y@zi 

(5) z 和 y 一 z 当 且 仅 当 z@y < z; 

(06) 车 z<y, 则 z@z<z@y; 

(71) 1&y <T, 18y <y; 

(88z—5y&r892yG8z 

(9) z < (z > y) > (2 => z 84). 
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XXE 7.5.7 W (4; 一 , 1) 为 是 剩余 BCC- 代 数 , F 是 4 的 正规 滤 子 , 则 

()ZEz«yHzeF,WyeF; 

(2) 若 zeF, 则 YeA 有 vy 一 z EF; 

(3) 若 zyeF 且 zeF, 则 yeF; 

(4 息 车 z,yeF, 则 z@ye FF; 

(四 车 z<z 一 y 且 zeEF, 则 z 一 ye 下 . 

定义 7.5.7” 设 下 是 剩余 BCC- 代 数 (A; 一 , 1) 的 滤 子 . 称 F ERPF, 如 果 
满足 : 

(PF) Yz, y€ A, 75 y € F Ry — e F. 

定理 T8 WE (A; 一 , 1) 为 是 剩余 BCC- 代 数 , F JE 4 的 正规 滤 子 . 在 4 上 
定义 二 元 关系 ~r 如 下 : 

repy 4HfBUbz—yceFHyzeF, 
则 

(1) ~r 是 A 上 关于 一 , @ 的 同 余 关系 , 且 商 代数 A/F = A/~r={la]r]a € A) 
是 剩余 BCC- 代 数 , 其 中 的 偏 序 由 下 式 确定 : [zj «[y]r 当 且 仅 当 z y € F. 

(2) 若 FERET, 则 A/F 是 全 序 剩余 BCC- 代 数 . 

证 明 (1) 由 定理 7.2.15 知 ~P 是 4 上 等 价 关系 且 关 于 一 同 余 . 下 证 ~r 关 
于 @ 同 余 . WV rep y uer v, 则 由 定理 7.5.6 (8) 得 z 一 y 和 ze@uv 一 y@u 由 此 
及 zx 一 ye 了 ,应 用 定理 7.5.7 (1) 得 z@u youe F. 另 一 方面 , 由 定理 7.5.6 (9) 
fi y < (u > v) > (u> y v), 由 此 及 wu 一 ve F, 应 用 定理 7.5.7 (5) f y > (u> 
y&v)e F. 再 由 剩余 BCC- 代 数 的 定义 得 , yeu ySv—y— (u— y8v)e F. 
而 由 定义 7.2.3 (BCC1) 得 

yGu—ygv&(zGu—yGu)—(rGu—yGv), 
TR,HiRyGu—ySveF,zGu—yGue 下 ,并 应 用 定理 7.5.7 (1), (3) 即 得 
rz@u 一 YB@vV EF.: 同 理 可 证 ,y@v 一 TJ@uEF, 即 z@u~Fy®@vE PF, 这 说 明 
nr 关于 @ AR. 

容易 验证 A/F = 4/ ~r= {[ajrla € A) 是 剩余 BCC- 代 数 . 

(2) 设 四 P, [y)e € A/F. 3$ 下 是 素 滤 子 , 则 Zz 一 ye 下 或 y 一 x € F. 从 而 
[ze <lu) R ly] e «(z] e, 这 说 明 A/F 是 全 序 剩余 BCC- 代 数 . 

在 剩余 BCC- 代 数 中 , 对 自然 数 n, cn 被 归纳 定义 为 z! = z, z" = mm Or, B 

z^ —((--(82)92)---)892)82. 


XX 7.5.8 FERR BCC- 代 数 (A; 一 , 1) 的 正规 滤 子 , 称 F 是 强 的 , 如 
果 它 满足 : 


-276 - 第 7 章 BCK/BIK* 逻辑 及 相关 代数 结构 研究 


(NF1) 对 任意 ye 19 F={z @ flf € F}, FE z € F 8r={f @z|f € FHER 
y2z 

(NF2) 对 任意 ye F 9 1={f 8 z|f € F}, FE z € 18 F-(zof|f € 下} 使 得 
y 2z. 

ikT.5.8 ”由 定理 7.4.31 50, 剩余 BCC- 代 数 强 正规 滤 子 的 概念 来 源 于 psMTL- 
代数 的 正规 滤 子 . 

命题 7.5.1 设 下 是 剩余 BCC- 代 数 (A; 一 , 1) 的 强 正 规 滤 子 , 则 

(1) 对 任意 fi € F, a € A 及 自然 数 n, 必 存 在 fo e F ER an m fo fia"; 

(2) 对 任意 fie F, a € A 及 自然 数 w 必 存 在 fo € FIER foa" «a^ fi. 

证 明 (1) 对 自然 数 n 施行 数学 归纳 法 . 当 n=1 时 , 由 (NF2) 知 结论 成 立 . 假 
Bn = k MARRS, 则 对 任意 fie F, a € A 必 存 在 f € F fif atofa < fi1@a*. 
应 用 定理 7.5.6 (4) 得 (a^ @ f2) @a < (fi & a^) & a, Bf 


a @ (f2 8a) < fi @att!, 
而 由 (NF2) 知 , 必 存 在 fa c F 使 得 a @ fs < fo @ a， 应 用 定理 7.5.6 (6) 得 
a* & (a & fs) < a^ & (fa a), Bl a*t! & fa < a^ O (fa ®a). FE, 结合 上 述 两 个 结 
果 得 a**! & fa < fi e aH, B n — ka 时 结论 成 立 . 

(2) 类 似 (1) 可 证 明 (2) 成 立 . 

定理 7.5.9. WF REI BCC- 代 数 (A; 一 , 1) 的 强 正 规 滤 子 , a € A, 且 对 任 
意 je RERBA nA 

(*) a € (a^ — f) 5 f, 
则 Fa = {1 € hl3y E 下 及 自然 数 n 使 得 y< on 一 z} 是 A 的 正规 滤 子 . 

证 明 (1) 显然 1 e Fa. 

()€zr—ycE,zreE,lhr,thEXA, f£EBAAM n, m 及 fi, 
h e FER f, «a^ 一 (z >y), fa « a" 一 z. 于 是 ,由 定理 7.56 (5) 有 
fi G (a^ & z) € y, fa Ga" < z. 再 应 用 定理 7.5.6 (6) f8, (f1 8 a") 8 (fa& a") <y, 
f; & (a^ & f2) & a" < y. 根据 命题 7.5.1 (2), 必 存 在 fa € F 使 得 fama" < a" & fo. 
所 以 , fi (fa a") 6a" < fi 8 (a^ & f2) 8a" < y, B 


(fa fs) 8 a^*" « y. 


而 由 fi, fs e FẸ fie fa e 下 (由 定理 7.5.7 (4)). 这 说 明 fı Q fa « a^^" — y, BI 
y€ E. 

(3) B z € Fa, y € A. Füt(r—y)—ycF. 由 ze Fs 知 ,存在 自然 数 n 及 
Ji EFIE fi « a^ r, Bl figa « z. 由 命题 7.2.1 (3) 得 , (8a y) 一 y < 
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(z — y) ^ y. 故 由 刚 证 明 的 结果 (2) 知 , 只 要 证 明 (fi 8a” — y) — y € Fa, 即 证 明 
T(royoyeRE.W 


a^ < (aœ > y)> y (由 (*)) 
<S [fi > (a^ =o (fı > y) (由 定义 7.2.3 (BCC1)) 
=(fi@a >y) (hy) (剩余 BCC- 代 数 的 定义 ) 


FÆ, a” < (fi 8a” ^y) ^ (fi > y), a^ 8 (f 8a" —y) < fi > y. 应 用 命题 7.2.1 
(3) 得 
(fi >y) >y <a" 8 (fi 8a" > y) > y =a" > [(fi 8a" y) > y). 

H fi e Fẹ (f> y) 一 ye 下 (应 用 定理 7.2.16), ATHER (fı 8a” > y) 一 
y E Fa. 

EX 7.5.9 i (A; 一 , 1) 是 剩余 BCC- 代 数 , 4 称 为 是 强 的 , 如 果 满 足以 下 
条 件 : : 

(S1) 对 任意 自然 数 mw (£ 一 > z «(y > 1)” — z] z, Yz, y, z € A; 

(S2) 对 A 的 任意 强 正规 滤 子 F 及 任意 ae A, F,-(z € Aye F 及 自然 数 n 
使 得 y < a^ 一 z} 均 是 4 的 强 正规 滤 子 . 

iE 7.5.4 IRR BCC- 代 数 是 存在 的 , 如 对 于 任意 BL 代数 (A; V, ^, @, >, 
0, 1), 其 对 应 的 蕴涵 结构 (A; 一 , 1) 是 强 剩余 BCC- 代 数 . 

定理 7.5.10( 强 正规 素 滤 子 定理 ) 设 (A; 一 , 1) 是 强 剩余 BCC- 代 数 , ae A 
Haz 1, WEE A 的 强 正规 素 滤 子 FEA ad F. 

证 明 bo 是 A 的 所 有 不 包含 a 的 强 正规 小子 组 成 的 集合 . 因为 {1}e p, 故 
e * 9. TAE, (p, C) 是 一 个 偏 序 集 , B. o 中 的 每 一 个 滤 子 链 { 玉 jier 有 上 界 
UierF;. 从 而 , 由 Zorn 引 理 知 , p 有 极 大 元 , 记 为 F. 显然 a #4 F. 下 证 RET. 

WR FRERET, 则 一 定 存 在 b, ce 4 使 得 5 cF Hebe F. W 


F, = {z € Al3y EF 及 自然 数 n 使 得 y < (b> c)" > a), 


Fi = {z € Al3y e FF 及 自然 数 n 使 得 y < (c5 b)" a). 


由 定义 7.5.9 (82) 知 FF) 均 是 4 的 强 正规 滤 子 . 显然 ,一 ce F, cber, 
FCF, FCF. 这 样 , 我 们 只 需要 证 明 F e p 或 Fe o 即 可 , 即 需 证 明 ag F 
Sk ad Fo. 

事实 上 , WR ac F Hae Ej, lll 3y, v e F, RERE n, m 使 得 


y < (b — c)" = a,v < (c = 5)" — a. 


不 失 一 般 性 , 设 m <n, 则 由 定理 7.5.6 (4) 得 (c — b)" < (c 一 b)". 再 应 用 命题 
7.2.1(3) 得 (c — b)" — a € (c — b)” — a. FË, v < (c > b)” — a. 进而 有 


- 278- 第 7 章 BCK/BIK* 逻辑 及 相关 代数 结构 研究 


y S (b> c) >a 
< ((c = b)” => a) > a (由 定义 7.5.9 (S1)) 
Xv—a, (命题 7.2.1 (3) v < (c > b)” > a) 
所 以 , 由 定理 7.5.7 (1), (3) 及 y, v € F 得 a € F. 这 是 一 个 矛盾 , 从 而 说 明 ad Fy 
R ag Fo, 这 又 与 下 是 p 的 极 大 元 矛盾 , 因而 假设 “F 不 是 素 滤 子 " 是 错误 的 . 


7.6 38 De Morgan 代数 与 刀 Ro- 代 数 


早 在 1935 年 , Moisil 就 研究 了 De Morgan 格 ; 而 在 20 世纪 50 年 代 , Bialynicki 
Birula, Rasiowa 和 Kalman 开始 研究 De Morgan 代数 ( 即 没有 补 余 律 的 Boole 代 
数 , 又 称 拟 Boole 代数 [316,3171, 而 模糊 集 理论 的 创立 为 De Morgan 代数 找到 了 强 
大 的 实际 应 用 背景 (需要 指出 的 是 , 文献 [320] 中 提 到 的 fuzzy 格 , 是 一 类 特殊 的 De 
Morgan 代数 , 因为 它 要 求 是 完备 的 完全 分 配 格 ). 由 于 剩余 格 和 De Morgan 代数 都 
有 模糊 逻辑 的 实际 背景 , 研究 它们 之 间 的 关系 就 是 非常 自然 的 问题 了 , 文献 [319]， 
[320] 就 此 作 了 深入 的 探讨 , 本 节 将 介绍 这 些 结果 . 

本 节目 在 解决 两 个 方面 的 问题 , 其 一 是 研究 剩余 格 (本 节 的 剩余 格 均 指 可 换 剩 
余 格 ) 在 什么 情况 下 构成 De Morgan 代数 , 即 在 仅 考虑 剩余 格 的 序 结构 及 非 运算 
“(其 含义 是 -a = a 一 0) 的 情况 下 , 剩余 格 成 为 De Morgan 代数 的 充 要 条 件 . 其 
二 是 研究 De Morgan 代数 在 什么 情况 下 构成 剩余 格 , 由 于 De Morgan 代数 本 身 并 
没有 蕴涵 运算 一 和 相应 的 @ 运算 , 故 需要 基于 De Morgan 代数 的 序 结构 构造 出 
恰当 的 一 和 @, 以 使 产生 的 新 代数 结构 成 为 剩余 格 . 


7.6.1 ”正则 剩余 格 与 De Morgan 代数 的 关系 


EX 7.6.1071 i (L; ^, V, Q, 一 , 0, 1) 是 一 个 可 换 剩余 格 (本 节 的 剩余 格 
均 指 可 换 剩余 格 , 以 下 不 再 每 次 说 明 ). 若 工 满足 条 件 

(C1) (z 20)—0-z, Yz € L, 
则 称 (L; ^, V, &, >, 0, 1) 为 正则 剩余 格 . # 工 满足 (C1) 及 

(C2) z ^ (y V z)=(z > y) V (z > z), Yx, y, z € L, 
则 称 (L; ^, V, &, 一 , 0, 1) 为 强 正则 剩余 格 . 

可 以 证 明 , 强 正则 剩余 格 与 JMTL- 代 数 等 价 182-298), 

De Morgan 代数 的 中 点 (也 称 不 动 点 ) 是 指 满足 以 下 条 件 的 元 素 z € Lia! = z. 

需要 指出 的 是 一 般 剩余 格 并 不 要 求 分 配 性 , 而 De Morgan 代数 要 求 是 分 配 格 . 
同时 , 作为 特殊 剩余 格 的 MT- 代数 是 分 配 的 , 但 分 配 剩 余 格 并 不 一 定 是 MTL- 代 
数 , 下 面 给 出 一 个 分 配 剩余 格 的 例子 , 它 不 是 MTZ- 代 数 . 

例 7.6.1 设 L={0,a, b, c, 1}, 其 上 的 二 元 运算 一 R o 按 表 7.19、 表 7.20 的 
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方式 定义 , 其 序 < 的 定义 如 图 7.11 Bros, 则 (L; ^, V, @, 一 , 0, 1) 是 剩余 格 , BL, 
V 满足 分 配 律 , 但 (L; ^, V, @, 一 , 0, 1) 不 是 MTL- 代 数 , 因为 (b — e) V (c — b) #1. 


表 7.19 运算 “一 ” 表 7.20 运算 “@” 


c 
0 
0 b. c 
0 
0 
c 


图 7.11 序 关 系 图 


定理 7.6.1. Ü (L; ^, V, @, >, 0, 1) 是 一 个 剩余 格 , 规定 z' = z 一 0, 则 (L; 
^, V, ,0, 1) 构成 一 个 De Morgan 代数 当 且 仅 当 (L; ^, V, &, 一 , 0, 1) 是 分 配 的 正 
则 剩余 格 . 

证 明 ”如 果 (L; A, V, ', 0, 1) 构成 一 个 De Morgan 代数 , W L 是 分 配 格 , 且 
对 合 律 成 立 , 即 (z 一 0) 一 0=z" = z. 这 说 明 (L; A, V, @, 一 , 0, 1) 是 分 配 的 正则 剩 
余 格 . 

反之 , 如 果 (L; ^, V, 8, 一 , 0, 1) 是 分 配 的 正则 剩余 格 , 则 “” 是 L 上 的 对 合 
映射 . 下 面 证 明 De Morgan 对 偶 律 成 立 . 而 由 定理 2.2.1 (7) 知 (av b)! = ao Ab', Va, 
beL. 故 只 需 再 证 (a ^ b)! = a! V b'(Va, b € L) 成 立即 可 . 事实 上 , 根据 “” 的 对 合 
性 可 得 o v b= (a! v b')'—((a! v W)—(a" Ab") =a nb). 所 以 (L; ^, V, ', 0, 1) 构 
成 一 个 De Morgan 代数 . 

命题 7.6.1 设 (L; ^, V, @, 一 , 0, 1) 是 一 个 剩余 格 , 则 在 L 中 成 立 

(C3) Va, b € L, a => bz a' V b; 

(C4) Va, bE L, a Vb-1-a&b. 

证 明 由 于 a=a 一 0<a 一 bb=1 一 b<a 一 b. MU a' Vb <a — b, B 
(C3) 成 立 . 

根据 (C3) 及 剩余 格 的 性 质 得 a! v b=1 > a — b >1 > a < b, BI (C4) 成 立 . 

注 7.6.1 条 件 (C4) 只 涉及 序 关系 , 它 反映 了 剩余 格 的 序 结构 的 特点 , 而 下 面 
的 例子 表明 , 在 De Morgan 代数 中 条 件 (C4) 未 必 成 立 . 

H 7.6.2 Üt L={0, a, b, 1), CF. < 的 定义 为 0< alb < 1( 即 a 与 上 不 可 比 )， 
世上 的 一 元 运算 “” 定 义 为 0'=1, 1=0, a’ = a, b =b. 容易 验证 (L; A, V, ', 0, 1) 
是 De Morgan 代数 , 但 (C4) 不 成 立 , 因 a v b-1 而 a £ b. 

命题 7.6.1 表明 , 要 从 一 个 De Morgan 代数 出 发 构造 剩余 格 (保持 “” 的 通常 
含义 ), 它 必须 满足 条 件 (C4). 为 了 后 面 讨论 的 方便 , 引入 强 De Morgan 代数 的 概 
D, 并 研究 它 的 一 些 基本 性 质 . 
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定义 7.6.2. VE (L; ^, V, ', 0, 1) 是 一 个 De Morgan 代数 . 如 果 对 任意 a, b, 
ce L RENE 

(C5) Sj a«UivcHase,BWlb«a' vc, 
则 称 L 为 强 De Morgan 代数 . 

定理 7.6.2 Boole 代数 及 全 序 De Morgan 代数 均 是 强 De Morgan 代数 . 

证 明 i (L; A, V, ', 0, 1) X Boole (RÆ, # a < V Vc H a g c, W (V vc)! < a', 
(vc) vesa ve. 而 


(f vo) ve (b Ad)Ve=ceV (bAt) = (cvb)A^(cVc)— (cvb)A1—cVb. 


F b « cvb— (V vc Vesa Vc, BI (C5) 成 立 . 

Ü (L; ^, V, ', 0, 1) 是 全 序 De Morgan 代数 , 若 a < b Vc H ag c, 则 据 全 序 
AKA U «cg b >e XU <c Wast ve=ce X5 age. vc 从 
M asb vc-t,b«a <a Vc, BI (C5) 成 立 . 

例 7.6.2 中 的 De Morgan 代数 不 是 强 的 , 因为 1< a^ vb H1 b fBa«l'vb 
不 成 立 . 

定理 7.6.3” 设 (L; ^, V, ', 0, 1) 是 一 个 强 De Morgan 代数 , 则 

(1) 条 件 (C4) RI, 即 Va, be L, a' V b=1 > a < b; 

(2) L X Kleene 代数 , Bl Va, b € L, a^a! < bV b'; 

(3) 3$ a Æ L 的 中 点 , 则 对 任意 be L, avb=1 Mi b=1; 

(4) 车 工 有 中 点 , 则 中 点 是 唯一 的 . 

证 明 (1) 设 avb=1,a,beL 如 果 b=1, 显然 有 a<b. t bi, W 
1«a'vb H1 b, NH (C5) Hf a< 1'vb b. 

(2) 对 任意 a, b € L, 分 以 下 几 种 情况 讨论 : 

asb, Wasa Sash «bvV. 

车 agb, 则 根据 a< (a^a) vU, 应 用 定义 7.6.2 (C5) arad <a vb. 当 
a' VV < bvt/ IA a^a! < a' Vb < bvb. H a'vb' s bv Rt, 3S a^ vb! < a'v(bvb'), 
应 用 定义 7.6.2 (C5) 得 


a < (a V b')' V (b V b’) = (a Ab) V (bv b') = ((a Ab) Vb) Vb —bvV, 


进而 得 a 和 a’ < a < bVb. 总 之 ,条 件 (2) RX. 

(3) 设 a 是 L HPA, aVb = 1, be L, 则 由 中 点 及 条 件 (C4) 即 得 o vb = 
aVb=1>a<b. 于 是 ,aVb=b. 从 而 有 b=avb=1. 

(4) 车 a, b 是 L 的 任意 两 个 中 点 , 即 a! = a, b = b, WH (2) 得 a=aAa’ < 
bvb =b. 同 理 有 b=bAb <aVa =a. MU a=b. 这 说 明 (4) 成 立 . 
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Bi 7.6.3 3t L={0, a, b, c, d, 1}, 其 序 < 的 定义 如 图 7.12 所 示 , L 上 的 一 元 
运算 “” 定义 为 0=1 1'=0, a' = d, d' = a, V = b, d = c. 容易 验证 (L; ^, V, s 
0, 1) 是 De Morgan 代数 , 但 不 是 强 De Morgan 代数 , 因为 4< c v b H dgb, mi 
c < d' V b 不 成 立 . 另外 , 容易 验证 工 中 条 件 (C4) 成 立 . 

Hi 7.6.4 3 L—(0, a, b, c, d, 1}, 其 序 < 的 定义 如 图 7.12 Pros, 工 上 的 一 元 
运算 “” 定义 为 0=1 1'=0, a' = d, d'-a, b = cc =b. 容易 验证 (L; A, V, ', 0, 1) 
是 强 De Morgan 代数 , 而 L 中 没有 中 点 . 

由 定理 7.6.3 (2) ^il: 强 De Morgan 代数 必 是 Kleene 代数 . 下面 的 例子 表明 
Kleene 代数 未 必 是 强 De Morgan 代数 . 

例 7.6.5 3X L—(0, aı, a2, a3, a4, a5, a6, A7, A8, A9, 10, A11, 112, 13; 14, 
ais, 016, aim, 1}, 其 序 < 的 定义 如 图 7.13 所 示 , L 上 的 一 元 运算 “” 定 义 为 0'=1， 
1'=0, a = a17, a4; = al, a = a16, ah6 = a2, a4 = Q15, djs = A3, 04 = A14, 14 = Q4; 
aj = a13, üj3 = 5, A6 = Q12, 42 = ae, 07 = Q11, aj; = ar, Ag = M0, Ajo = as, 
al = ag. 容易 验证 (L; A, V, ', 0, 1) Æ Kleene 代数 , 但 L 不 是 强 De Morgan 代数 ， 
因为 oe < a4; Vas H as 不 小 于 as, 而 a17 < ak Vas 不 成 立 , 即 L 不 满足 条 件 (C5). 


图 7.12 序 关系 图 图 7.13 一 个 19 阶 的 非 强 De Morgan 代数 


7.6.2 ”由 强 De Morgan 代数 导出 的 正则 剩余 格 
定义 7.6.3” 设 (L; ^, V, ', 0, 1) Æ De Morgan 代数 , 在 工 上 定义 一 如 下 : 


Cp { 1, a<b,, 
avb, 其 他 ， 
则 称 上 述 定义 的 运算 一 为 L 上 的 广义 Ro 蕴涵 . 
显然 , 上 述 定义 是 Ro 蕴涵 的 自然 拓 广 , 且 易 于 验证 o = a 一 0, Va € L. 
EE 7.6.4 E (L;A, V, ', 0, 1) 是 强 De Morgan 代数 , — 为 工 上 的 广义 Ro 
蕴涵 , 则 对 任意 m, y, z € L 成立 
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1z&yery-l 


2)2—y-yzm 


C 


( 
( 
(31—5z-2z,:z-21; 

(4)z—y2z'Vy 

()z&y-yoz&z—z 

(02€y22—rz&€2—y 

(7) z > (y 2-79 (£ > 2); 

(8) (z > y) V((z — y) ^ z' V y)=1. 

证 明 (1) 由 定义 7.63 IAlzr«y-z—y-1l 反之 , 当 z 一 y= 1 时 , 如 
果 ray, 则 由 定义 7.6.3 可 得 z 一 y=z' V y. 从 而 z'Vy =1. 由 强 De Morgan 代 
数 的 定义 得 z < y( 由 定理 7.6.3(1)), 这 是 一 个 矛盾 . 从 而 说 明 (1) 成 立 . 

(2) 当 z 和 y Rl y < z, 从 而 z' ^ y=1=y > z. 当 z < y 不 成 立 
时 , W y < z 也 不 成 立 , 于 是 r 一 y'=) Vy —zvy,yrz—yVvz. 所 以 
s >y =y. 

(3) 当 z = 1 时 显然 有 1 一 z = z. 当 z #1 时 , 1> r= Vr = r 成 立 . 总 之 ,对 
任意 ze 工 均 有 1 一 z = z. 而 z 一 z=1 是 显然 成 立 . 

(4) 由 定义 7.6.3 直接 得 到 . 

(5) 设 z < y, 分 以 下 两 种 情况 讨论 : 当 zx < z 时 , 由 (1) 得 z 一 z=1, 故 
yz&rz. 

“4 rz, Wyg(EU, H y <z 及 假设 条 件 z <y 可 得 z < z, 矛盾 ). 于 是 
由 广义 Ro 蕴涵 的 定义 得 , y 一 2 =y Vz, s> z= Vz 而 由 z <y 及 “" 的 逆 
序 性 得 y < z', AT y V z< a Vz, liti y z«zz. 

总 之 , (5) 普遍 成 立 . 

(6) & z <y, Wy « z'. 应 用 (5) 得 z' z' « y z, 再 应 用 (2) 即 得 
z—»z&£zy 

(7) 由 对 称 性 只 需 证 明 z — (y z) < y (x 一 2). 分 4 种 情况 讨论 : 

如 果 z<y 一 z 且 y< 和 zi 则 z 一 (一 z)=l, 且 由 y 和 z 得 y<mvz. 
而 应 用 (4) 得 ZVz < z 一 z, 故 y < xz 一 z， 进 而 得 y > (z 一 z)=1, 即 
z—(y—z)&y(rz) 

WẸ z <y> zH rsz, N z (y> z)=, H y> (z 一 z)=y 一 1=1, 即 
z > (y > z) S y > (z > z). 

WMR r<y—zHygz, rg z, I z<y— z= y vz. 根据 强 De Morgan 
代数 定义 中 的 (05) 得 y < z' vz. 于 是 由 (1) Ẹ y > (2 > z) = y > a! V z=1, BI 


z> (y > z) <S y > (rz) 
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如 果 z 关 y 一 z, 则 y 关 z( 否 则 ,车 y < z, 由 (1) 可 得 y 一 z=1, 这 与 T Ky 一 z 
矛盾 ), H zx £ z( 否 则 , 车 z < z, 由 (1) 及 (5) 可 得 xz < z=1 一 z < y > z, 这 与 
zr£y—zc78)AHr—(yoz)zv(yo5z)9zv(yvz)oyv(a' V z). T 
Hi (4) f$ y' V (z' Vz) < y > (z' V2) =y > (z > z), Bl x > (y > z) < y > (zz). 

总 之 , (7) 普遍 成 立 . 

(8) 分 两 种 情况 讨论 : 如 果 z < y, 则 z — y=, 故 

(z— y) v(z—y-zvy-1v(z—y-zvyc-t. 
WR zy M r> y= r vy M (x—yv((r-vy)-zvye(zyvi-l. 总 
Z, (8) 成 立 . 

定理 7.6.5 WE (L; ^, V, ', 0, 1) 是 强 De Morgan 代数 , 一 为 工 上 的 广义 Ro 
蕴涵 . 定义 工 上 的 @ 运算 如 下 : z @y = (1> y')', z, y € L, 则 对 任意 r, y ze 工 
成 立 

(1) 18y =y 8r, zol=zi 

(2) 18 (y8 z)=(1 9y) ® z; 

(3) z @y <z 当 且 仅 当 z < y 一 z. 

证 明 (1) 由 定理 7.6.4 (2) 知 zx@y — y & x. 而 zol=z 是 显然 成 立 的 . 

(2) 应 用 定理 7.6.4 (2) 及 (7) 得 

z8 (y82)= (z > (y& 2) 
7 ((y&z) = 2) 
7 ((y— z) ^a 
=(z> (y> 2’) 
= (z > (z => y’) 
= (z= (yy 
— ((—y)y-zy 
—-(r8y—zy 
—(r9y)8z. 

(3) B z&y <z, W (z — y < z, 应 用 “的 逆序 对 合 性 质 得 z « n y. 据 
定理 7.6.4 (1) 及 (7) 得 z < z' 一 y. 再 应 用 定理 7.6.4(2) 得 z < y  z. X, 相反 
的 推理 也 成 立 . 所 以 z @y < z 当 且 仅 当 zs 和 y 一 z 即 (3) ROT. 

定理 7.6.6 i (L; ^, V," 0, 1) 是 De Morgan 代数 , 一 为 工 上 的 广义 Ro Zt 
W, L 上 的 @ 运算 定义 如 下 : z @y=(z 一 Vy)', z, y € L, W (L; ^, V, 6, 5,0, 1) f 
成 剩余 格 当 且 仅 当 (L; ^, V, ', 0, 1) 是 强 De Morgan 代数 . 
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证 明 ”如 果 (L; A, V, ^, 0, 1) 是 强 De Morgan 代数 , 则 由 定理 7.6.5 知 (L; ^, 
V, @, 一 , 0, 1) 构成 一 个 剩余 格 . 

反之 , 如 果 按 上 述 定义 在 De Morgan 代数 (L; ^, V, ', 0, 1) 中 引入 一 , @ 后 ， 
(L; ^, V, Q, 一 , 0, 1) 构成 一 个 剩余 格 , 则 据 定理 2.2.1 (4) 知 , z > (y > 2) = y 一 
(z — z) 对 任意 z, y, z € L RX. 

假设 有 z,y, > E 工 满足 z<yVvz 且 z 关 zx 如 果 y < z, 则 显然 有 y<z'Vz. 
如 果 y xc 则 由 广义 Ro 蕴涵 的 定义 得 , z— (y > z)=r >y vz=1, M 
y—(r—5z)-y—z Vz. FÆ, y> Vz=1, B y < z'Vz. 这 说 明 (C5) RE, 
Bp (L; ^, V, ', 0, 1) 是 强 De Morgan 代数 . 

从 定理 7.6.4 及 定理 7.6.6 中 可 看 出 , 经 强 De Morgan 代数 诱导 出 的 剩余 格 与 
Ro- 代 数 具 有 类 似 的 结构 特点 , 为 此 引入 如 下 DRo- 代 数 的 概念 . 

EX 7.6.4 V (L; ^, V, ', 0, 1) 是 强 De Morgan 代数 , 一 为 工 上 的 广义 Ro 
JS, L 上 的 @ 运算 定义 为 z @y=(z > yz, y € L, 则 称 剩 余 格 (L; ^, V, 8, >, 
0, 1) 为 DRo- 代 数 . 

由 定理 7.6.2 知 , Boole 代数 及 全 序 De Morgan 代数 均 是 DRo- 代 数 . 

前 面 从 广义 Ro 蕴涵 的 角度 研究 了 De Morgan 代数 扩张 问题 , 与 之 对 应 , 还 可 
以 从 广义 Ro t 模 的 角度 展开 相关 讨论 . 

定义 7.6.5. UV (五 ^, V, ', 0, 1) 是 De Morgan 代数 , Æ L LEN T 算 子 如 


下 : 
0, asb, 
IUS { anb, 其 他 . 
KAFT 为 工 上 的 广义 Ro 算 子 , 记 为 eL. 
容易 看 出 , 上 述 定义 是 Ro tt- 模 的 自然 推广 . 但 De Morgan 代数 L 上 的 广义 
Ro AT ej 未 必 构 成 t- 模 (这 里 指 格 上 139), 比如 在 例 7.6.3 rh, 按 定义 7.6.5 容 
易 计 算出 L={0, a, b, c, d, 1} 上 的 广义 Ro 算 子 gg( 以 下 用 @ 表示 ), B. 


d&(b$c)—-d&a-0, (d&b)gc-bGc-a, 


HI de (bac) # (de b)ec. 这 说 明 ek 不 满足 结合 律 , 即 oL EL ERO. 

自然 的 问题 是 广义 Ro AF of 在 什么 情况 下 构成 De Morgan 代数 L 上 的 
t- 模 ? 此 问题 的 答案 是 强 De Morgan 代数 . 

定理 7.6.7 Ut (L; ^, V, ', 0, 1) 是 强 De Morgan 代数 , gf 为 工 上 的 广义 Po 
算 子 (如 定义 7.6.5), 则 对 任意 a, b, ce L 成 立 : 

(1) aQ% b - bela; 

(2) a 9$ 1 =a; 
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(3) S a<c, b< d, I agb < cek d 

(4) ak 0 — 0; 

(5) (a 8$ b) Ff c= a 9$ (b 9$ c); 

(69 ag b -0eaxV. 

上 述 结果 表明 , 强 De Morgan 代数 上 的 广义 Ro 算 子 ef 是 一 个 刀 模 (以 下 称 
其 为 广义 Ro t- 模 ). 同时 可 以 验证 , 定理 7.6.5、 定 理 7.6.6 中 定义 的 e 运算 正好 是 
广义 Rn) AF o$. 

定理 7.6.8 UL (L; ^, V, ', 0, 1) 是 强 De Morgan 代数 , o4 是 L 上 的 广义 
Ro t- 模 , 一 是 工 上 的 广义 Ro WW, W (S5, —) 为 工 上 的 伴随 对 . 

可 以 证 明 以 下 结果 . 

定理 7.6.9 E (L; ^, V, ', 0, 1) 是 De Morgan 代数 , ef 是 工 上 的 广义 Ro 
算 子 , 车 工 满足 条 件 : 

(C0) ag; b=0=>a<b,a,belL, 
则 工 上 的 广义 Ro 算 子 eb 成 为 t- 模 的 充 要 条 件 是 L 为 强 De Morgan 代数 . 

下 面 的 例子 表明 , 上 述 定理 中 的 条 件 (CO) 不 可 缺少 . 

Hi 7.6.6 t L—(0, a, b, 1), KJ. < 的 定义 为 0<allb<1( 即 a 与 5b 不 可 比 )， 
工 上 的 一 元 运算 “” 定 义 为 0=1 1-0, a' = a, b = b, W (L; ^, V, ', 0, 1) 是 De 
Morgan 代数 . 容易 计算 工 上 的 广义 Ro 算 子 如 表 7.21 所 示 . 


表 7.21 


| 
er 
o 


-ooo|e- 


a 
0 
0 
0 
a 


2 es o|- 


显然 , eb 是 工 上 的 t- 模 , 但 L 不 是 强 De Morgan fU, Bl 1 «a^ vb H1 b 
Ti a< 1 vb 不 成 立 . 


7.6.3 ”DDRo- 代 数 与 Ro- 代 数 的 关系 


首先 需要 指出 的 是 由 定理 7.6.1 知 DRo- 代 数 是 分 配 的 正则 剩余 格 , 但 下 面 的 
例子 说 明 DRo- 代 数 未 必 是 强 正则 剩余 格 . 

例 7.6.7 iX L={0, a, b, c, d, 1), JF < 的 定义 如 图 7.12 ( 例 7.6.4) 所 示 , L 
上 的 一 元 运算 “” 定 义 为 0'=1, 1-0, a' = d, d=a, b = c, d = b, W (L; A, V, ', 
0, 1) 是 强 De Morgan 代数 , 且 可 计算 得 到 L 上 的 广义 Ro 蕴涵 一 及 e 运算 如 表 
7.22、 表 7.23. 于 是 , (L; ^, V, @, >, 0, 1) 构成 DRo- 代 数 、 分 配 的 正则 剩余 格 . 但 
(L; ^, V, @ 一 , 0, 1) 不 是 强 正则 剩余 格 (从 而 不 是 Ro- 代 数 , 这 也 说 明 DRo- 代 数 
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未 必 是 Ro- 代 数 ), 因为 定义 7.6.1 中 的 条 件 (C2) 不 成 立 : 


d—(bvc)-d—d-1, (d—b)v(d—c)-bvc-d, 
d — (bv c) z (d — b) v (d > c). 


表 7.22 ”运算 “一 ” 表 7.23 运算 “@” 
一 a @ a c 


0 
1 
d 
c 
b 
a 
0 


coon ejo 
namna e eo 
& e en n |a 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


—-—eo0c2o02o0le- 
& & 0 e o ol« 
aosa oje 


定理 7.6.10 Ù (L; ^, V, @, 一 , 0, 1) 是 DRo- 代 数 , 则 (L; v, ', 一 ) 构成 
Ro- 代 数 当 且 仅 当 L 满足 预 线性 条 件 , 即 (z — y) v(y 2) - 1, Yr, y € L. 

证 明 ”如 果 (L; Vv, 和 , 一) 构成 Ro- 代 数 , 则 由 命题 3.4.2 (P6) 知 L 中 预 线 性 条 
件 成 立 . 

反之 , 如 果 DRo- 代 数 (L; ^, V, @, 一 , 0, 1) 中 预 线性 条 件 成 立 , 则 此 时 (C2) 
成 立 , 即 m — (yv z)9 (z — y) V (£ 一 2), Vr, y, z € LE, 在 剩余 格 中 , 预 线性 
条 件 与 条 件 (C2) 等 价 , 参见 文献 [182], [298]). 从 而 由 定理 7.6.4 知 , 只 需 证 明定 义 
3.4.1 中 的 (M3) 及 (M5) 中 的 z 一 (yAz)=(z 一 妇 A(z 一 >z) 成 立即 可 . 而 据 定理 
2.2.1 及 定理 2.2.5 知 , (M3) 及 (M5) 成 立 , 所 以 (L; V, ", 一 ) 构成 Ro- 代 数 . 

定理 7.6.11 ”全 序 DRo- 代 数 与 全 序 Ro- 代 数 等 价 . 

证 明 ”由 于 全 序 DRo- 代 数 满足 预 线性 条 件 , 故 由 定理 7.6.10 知 : 全 序 DR- 
代数 必 是 全 序 Ro- 代 数 . 反之 , 设 工 为 全 序 Ro- 代 数 , 则 由 命题 3.4.1 知 L 为 全 序 
DRo- 代 数 . 

由 于 MTL- 代 数 、MV- 代 数 均 满足 预 线性 条 件 , 故 由 定理 7.6.11 可 得 结论 . 

推论 7.6.1 WE (L; ^, V, Q, 一 , 0, 1) 是 DRo- 代 数 , W (D; ^, V, 8, 一 , 0, 1) 
构成 MTL- 代 数 当 且 仅 当 工 满足 预 线性 条 件 , BI (z — y) V (y 一 z)-1, Vr, y € L. 

推论 7.6.2. i (L; ^, V, 8, 5,0, 1) 是 DRo- 代 数 , 则 (L; ^, V, @, 一 , 0, 1) 
构成 MV- 代 数 当 且 仅 当 工 既是 Po- 代数 又 是 MV- 代 数 . 

容易 验证 , 3 阶 DRo- 代 数 只 有 一 个 , 即 {0, a, 1}, 序 定义 为 0< a <1, 逆 合 对 应 
s 5E 3C 0/—1, 1=0, a^ = a. 以 下 称 此 DRo- 代 数 为 Ros, 它 是 一 个 MV- 代 数 , 也 
是 一 个 Ro- 代 数 . 

定理 7.6.12. V ( ^, V, Q, 一 , 0, 1) 是 DRo- 代 数 , B. LEPA, W (D; ^, 
V, Q, 一 , 0, 1) 构成 BL 代数 当 且 仅 当 工 Æ Boole 代数 . 
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证 明 ”如 果 工 是 Boole 代数 , 则 工 是 BL 代数 . 

反之 , 如 果 DRo- 代 数 (L; ^, V, @, 一 , 0, 1) 是 BL 代数 , B. LEHA. 对 任意 
z € L, 由 DRo 代数 的 定义 知 , z @ z=(z > a^). 

如 果 z a", W ze r-(r— z')y-(z va!) 2a" — a. 

WR z < r’, W > @ z=(z 一 zy-r-0. 而 在 MV- 代 数 中 成 立 (a > b) > 
b—(b > a) — a, MU z' 2 1 z'2(z > 2") > z'-(z' > z) > x. 而 由 广义 Ro HE 
涵 一 的 定义 得 


(z 一 z) 一 z=(z%Vvz) 一 z=z 一 z=1. 


(这 里 应 用 了 “LEPA, Bl z 2). TJ, z'=1, Hl z=0. 从 而 此 时 仍 有 tOr = r. 

综 上 所 述 , 工 中 的 每 一 个 元 素 都 是 罕 等 的 . 据 文献 [22] 中 Theorem 4.3.9 (1) 知 
L Æ Boole 代数 . 

下 面 的 例子 表明 , 存在 非 DRo- 代 数 的 Ro- 代 数 , 结合 例 7.6.7 及 定理 7.6.6 得 
到 结论 : DRo- 代 数 与 Ro- 代 数 是 两 类 互 不 包含 的 分 配 的 正则 剩余 格 . 

BI 7.6.8 i W;—(0, 1/5, 2/5, 1/2, 3/5, 4/5, 1), 在 其 上 蕴涵 > 如 下 定义 : 
车 z < yz 一 y=1; 车 zZ>y,z 一 y= (1 一 z)Vy, 则 Wi 构成 Ro- 代数 . AL 
是 Wr x Wr 的 一 个 子 代数 , 其 结构 如 图 7.14 所 示 ( 见 文献 [319] 中 例 3.1). 对 于 此 
Roo- 代数 L, 容易 验证 


(1,3/5) = (4/5, 4/5) = (4/5, 1), 
(1,3/5) V (4/5,4/5) = (0, 2/5) v (4/5,4/5) = (4/5, 4/5). 


图 7.14 dE DRo- 代 数 的 Ro- 代 数 
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这 说 明 (1, 3/5) 一 (4/5, 4/5) # (1, 3/5)'V(4/5, 4/5), BI 工 中 的 蕴涵 一 并 非 广 


X. Ro HS, L 不 是 DRo- 代 数 . 
下 面 的 例子 表明 : 正则 剩余 格 未 必 是 分 配 格 . 


Bi 7.6.9 i L-(0, a, b, c, d, e, 1}, 其 上 的 二 元 运算 一 , @ 按 表 7.24、 表 7.25 


的 方式 定义 , 其 序 < 的 定义 如 图 7.15 所 示 , 则 (L; ^, V, @, 一 , 0, 1) ÈI 


但 工 不 是 分 配 格 , 因为 dv (b^ c) z (dv b) ^ (dv o). 


E 则 剩余 格 ， 


事实 上 , 可 以 借用 数学 软件 Mathematica 验证 (L; ^, v, @, 一 , 0, 1) 是 剩余 格 ， 


如 图 7.16 所 示 (程序 中 仅 验证 结合 律 和 伴随 性 , 其 余 条 件 是 显然 成 立 的 ). 


表 7.24 ”运算 “一 ”的 定义 表 7.25 ER “o” 的 定义 

€ |0 abcde oļloatcden 

PI A aa aa a e E E N 

b d ale S a E E E e «05:192 0: '001 a. 
b|beteetit1 ELR AE 0 595 5 

4 &[ere's cr 473-1. "07 07 25:0! "d. 428. 

€ [-d^e; eom. do d od 0a E A aet 
elaeeccectit1 ej[00422 4220€ 

0 1|0 a b c d e 1 1|0 a b c d e 1 


0,05, 6, 6, 6,1, 1, 0), (2, 6, 6, 6, 6,2, 0), 


/ 1,1, 1, 1, 2), (1,2, 1,2, 2, 2, 9), 
2,2, 1,2, 5), (1, 1, 2, 2, 2, 2, €), 


Xe, 
D, XII « 0 6 Q3ED2E, 31], X1] te D) H1 

(GALL LACES, KIINI t= 66 CAE, 37], XI] += 99), 221715 
Xt[a ee 06 a2 ^. 0, Print (*trwe"], Print[*false*]] 


图 7.16 用 Mathematica 软件 验证 剩余 格 


注 7.6.2 ”本 节 深 入 研究 了 剩余 格 与 De Morgan 代数 之 间 的 关系 , 并 通过 推 
广 著名 的 Ro 蕴涵 由 强 De Morgan 代数 诱导 出 一 类 重要 的 正则 剩余 格 一 DRo- 代 
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3, 得 到 许多 有 趣 而 重要 的 结果 . 依据 前 述 的 研究 结论 , 可 以 用 图 7.17 来 总 结 相关 
代数 结构 之 间 的 关系 . 从 图 中 可 以 看 出 , DRo- 代 数 是 一 类 突破 MTZ- 代 数 范畴 的 正 
则 剩余 格 . 


kaz 7 
上 一 一 一 一 一 一 分 本 的 正则 剩余 格 


图 7.17 DRo- 代 数 与 各 种 正则 剩余 格 的 关系 图 
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1999 年 , 王国 俊 教 授 在 文献 [322] 中 引入 蕴涵 格 的 概念 , 阐明 了 它 的 模糊 逻辑 
背景 并 得 到 若干 重要 性 质 ， 容 易 验 证 , MV- 代 数 、Ro- 代 数 及 IMTIAZ E 
涵 格 的 特例 . 因此 , 深入 研究 蕴涵 格 的 代数 性 质 很 有 意义 . 近年 对 于 蕴涵 格 的 研究 ， 
尽管 已 有 一 些 成 果 发 表 29325. 然而 遗憾 的 是 , 像 殖 涵 格 的 一 般 滤 子 理论 这 样 重 
要 的 内 容 至 今 还 没有 建立 起 来 . 注意 , 这 里 特别 强调 “一 般 滤 子 "原因 是 一 些 文 
献 虽 涉及 蕴涵 格 的 滤 子 问题 (如 文献 [323] 提出 的 蕴涵 滤 子 ), 但 并 非 是 通常 意义 下 
MP- 滤 子 (与 MP 推理 规则 相对 应 ) 的 推广 . 蕴涵 格 的 “一 般 滤 子 ”的 基本 要 求 是 
当 蕴涵 格 特 化 为 JMTIL- 代 数 、Ro- 代 数 、MV- 代 数 时 ,“ 一 般 滤 子 ” 能 正好 特 化 为 相 
应 代数 结构 上 的 MP- 滤 子 . 在 文献 [326] 中 , 通过 对 传统 MP- 滤 子 的 定义 进行 改 
造 , EARR PIIA MP*- 滤 子 的 概念 , 并 由 此 构 作 了 完整 的 同 余 关 系 和 商 代数 结 
构 ; 同时 , 引入 优 殖 涵 格 的 概念 , 证 明了 优 蕴 涵 格 的 素 滤 子 定理 , 从 而 完满 地 建立 了 
蕴涵 格 的 一 般 滤 子 理论 , 也 大 幅度 扩展 了 相应 逻辑 代数 滤 子 理论 的 系列 已 有 结果 . 

需要 特别 说 明 的 是 本 节 所 得 的 结论 表面 上 看 与 IMTL 代数 、Ro- 代 数 、MV- 代 
数 的 相应 结果 类 似 , 但 由 于 在 落 涵 格 中 一 条 重要 性 质 a (b> c) =b 一 (a — c) 4 
再 成 立 , 因此 主要 概念 必须 重新 定义 , 相关 结论 要 也 重新 证 明 且 均 需 较 高 技巧 . 此 
外 , 尽管 可 以 在 蕴涵 格 中 引入 @ 运算 , 但 在 蕴涵 格 中 @ 一 般 不 满足 结合 律 , 因此 区 
涵 格 不 是 通常 意义 下 的 剩余 格 , 它 是 一 般 “ 模 糊 与 ” 算 子 的 抽象 . 事实 上 , 非 交 换 、 
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非 结合 的 “模糊 与 ” 算 子 是 有 一 定 意义 和 实用 价值 的 , 如 文献 [69], [70], [327] 中 就 
对 此 作 了 论述 . 因此 , 研究 基于 蕴涵 格 和 非 结合 “模糊 与 " 算 子 的 模糊 逻辑 形式 系 
统 是 值得 进一步 深入 研究 的 问题 . 


7.7.1 ”蕴涵 格 及 其 性 质 


定义 7.7.1823” 设 M 是 有 界 分 配 格 ( 即 有 最 大 元 1 与 最 小 元 0 的 分 配 格 ). 
称 M 为 蕴涵 格 , 如 果 满 足以 下 条 件 : 

(1) M 上 有 逆序 对 合 对 应 M M; 

(2) M 上 有 二 元 运算 一 : Mx M 一 M, 且 对 任意 a, b, c, € M RX: 

(i) 12 a = a; 

(i) # a <b— c, Wb <ac; 

(iii) a — b =b — a'; 

(iv) a — z XF z 保 非 空 有 限 交 与 有 限 并 , 即 a — (b^ c)— (a — b) ^ (a — c), 
a — (bV c) = (a — b) V (a > c). 

命题 7.7.1[322,325] ” 设 M 是 蕴涵 格 , a, b, ce M, 则 

(1) (a Ab) — a' VV, (a V b)! — a! AV 

(2) a 一 b=1 当 且 仅 当 a < b; 

(3) (a^ b) — c=(a — c) v (b — c), (a v b) ^ c=(a — c) ^ (b — c) 

(4) a' Vb «ab; 

(5a—b&avc—bvca—b&aA^c—bAc; 

(6) a — b< (a = c) V (c = b); 

(7) Ë b< c, llla bga c, ca <b a; 

(8) a' = a —0, (a —0)—0—a; 

(9) (a — b) v (b — a)-1. 

命题 7.7.282 i M EAA, 在 M 上 引入 一 个 新 的 运算 @ 如 下 : 


a&b-(a—VW), Va,beM, 


则 Va, b, ce M, A 
[OFT TESTS 
(2281-184 
(3) @ 关于 两 个 变量 都 是 单调 递增 的 ; 
(4) (一 , @) 是 M 上 的 伴随 对 , 即 a < b— c 当 且 仅 当 a@b<c 
(5) (a&b) 8c ae (bc) HENX a (b> c) =b > (a— o); 
(6) a <b—>a9b; 
(7) a&gb&a^b; 
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(8) a& a' =0; 

(9) a & (b V c) = (a& b) V (a & c). 

i 7.7.1523 3x M—(0, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1), M 按 自然 序 构成 有 界 分 配 格 . 
规定 M 上 的 运算 如 表 7.26, X 7.27 所 示 , 则 M 是 蕴涵 格 , 但 M 不 是 IMTIAZ. 


表 7.26 表 7.27 
一 0 1/5 2/5 3/5 4/5 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


顺便 指出 , 文献 [322] 中 的 例 5 是 错误 的 , 因为 那里 的 M 并 不 是 蕴涵 格 , 它 不 
满足 定义 7.7.1 (2) (iv): 


d— (avb) -d—d-1, 
(d — a) V (d — b) 2d'Vavd'Vb—-cVavcvb-dzd- (av b). 
定理 7.7.1029 AE M 是 IMTL- 代 数 (或 剩余 格 ) 当 且 仅 当 M 满足 以 下 
条 件 : 


(IO) a — (b — c) =b — (a — c), Va, b, ce M. 
为 叙述 方便 , 称 上 述 条 件 为 里 外 律 (in-out). 例 7.7.1 中 的 蕴涵 格 确实 不 满足 里 


外 律 , 因为 
LIES SPE 有 
5 (s 5) o 575 ( j)- 


命题 7.7.3 ”蕴涵 格 定义 7.7.1 中 的 条 件 (2)(ii) 可 用 下 述 两 个 条 件 替 代 ; 

(1) (a^ b) ^ c=(a — c) V (b — c), Va, b, ce M; 

(2) a < (a —^ b) — b, Va, be M. 

AER] ”容易 验证 , 上 述 条 件 (1), (2) 确 在 蕴涵 格 中 成 立 . 下 面 证 明 (1)(2) > 定 
义 7.7.1 中 条 件 (2)(i). 

车 a<b 一 c, 则 a 人 (b 一 c) —a. 从 而 由 上 述 两 条 件 得 


amc=[aA(b =>) > c= (a = c) V [(b — ¢) > d > (a => c) Vb > a > c. 


所 以 (a— c)Vb-a—c Blb«a—c. 
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由 命题 7.7.1(2) 知 命题 7.7.3(2) 可 改写 为 等 式 . 于 是 , 命题 7.7.3 表明 定义 7.7.1 
中 条 件 (2)(ii) 可 用 等 式 表达 . 这 样 , 蕴涵 格 可 由 一 组 等 式 刻画 , 所 以 下 述 结论 成 立 . 

定理 7.7.2 ”全 体 蕴涵 格 构成 一 个 代数 匀 , 从 而 蕴涵 格 类 关于 子 代数 、 同 态 象 
和 直 积 封闭 . 


7.7.2 WERI MP*- 滤 子 及 其 同 余 关 系 


EX 7.7.20) it M 是 蕴涵 格 , F COM, 是 M 的 MP*_ 滤 子 , 如 果 : 

(1) le F; 

(2) # a, bE F, W vce MA [a — (b => e ce F. 

如 果 F#M, 则 称 F 是 M 的 真 MP*- 滤 子 . M 的 真 MP*- 滤 子 FRAR 
MP*- 滤 子 ,如果 Ya,be M, fia be F bac FF. 

注 7.7.1 ”定义 7.7.2 与 文献 [328] 的 相关 概念 类 似 . 

命题 7.7.4” 设 M 是 蕴涵 格 , FÆ M 的 MP*_ 滤 子 , 则 

(车 a<sb 且 ae F, 则 beF; 

(2) 若 ae F,WvbeMfiboacF; 

(3) 车 a 一 beF 且 ae FF, 则 be FF; 

(4) Sta, be F, W agbe F; 

(5) 3$ a, be F, M aAbeF. 

证 明 (1)35a«b Hac FF, 则 由 定义 7.7.2 得 [1^ (a — b)]-2 b e F. 再 据 
a < b, 应 用 定义 7.7.1(2)(i) 及 命题 7.7.1 (2) 即 得 b—1— b-(121)2 b-[1— (a 一 
b be F. 

(2) 由 定义 7.7.1 及 命题 7.7.1(2) 有 , b <1=a a a <b 一 a. lE a c F, 则 应 
用 本 命题 (1) 得 5 一 ae F, Vbe M. 

(3) 车 a 一 be 下 且 ae F, Wig X 7.72 (2) 得 [(a — b) = (a t) b e F. 
再 应 用 定义 7.7.1(2)(i) 及 命题 7.7.1 (2) 即 得 6—1—. b=[(a — b) ^ (a — b))— b € F. 

(4) 由 命题 7.772 (6) 有 a < b — amb. H, 车 w b c F, 则 由 本 命题 (1) 得 
b 一 a@be FF. 再 应 用 本 命题 (3) 及 be FfüaebeF. 

(5) 车 a, b € F, 则 由 本 命题 (4) 得 ab c F， 再 应 用 命题 7.7.2 (7) 得 
a@b< a 信 b, 于 是 由 本 命题 (1) 得 a 和 be F. 

以 下 结论 表明 , IMTL- 代 数 作为 特殊 的 蕴涵 格 , 其 中 的 MP*- 滤 子 与 MP _ 滤 
子 是 同一 个 概念 , 这 也 说 明定 义 7.7.2 作为 MP-_ 滤 子 的 推广 是 恰当 的 . 

定理 7.7.3 设 M 是 IMTL 代数 ,FC M, 则 下 是 M 的 MP*- 滤 子 当 且 仅 
2 FEM 的 MPT. 

证 明 ”由 命题 7.7.4 (3) 知 MP*- 滤 子 必 是 MP_ 滤 子 . 
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假设 下 是 M 的 MPT, 以 下 证 明 下 是 MP*- 滤 子 , 这 只 需 证 明 F 满足 定 
义 7.7.2 (2). 若 wbe F, 则 由 定理 7.7.1 的 里 外 律 (IO) 得 


a= {b> (a 691 2) 
a {fa > (b = 9] > © = 9) 
-ja 6 3] a> (6 — 9l 


-1eF. 


由 于 a,beEF 及 a 一 {0 一 {[a 一 (bc) che F, 故 两 次 应 用 MP- 滤 子 的 定义 
即 得 [a — (b — c) c € F. 

定义 7.7.3823 g M 是 蕴涵 格 , F C M, YF 是 M 的 蕴涵 滤 子 , 如 果 

(D le 

(23:a—be€F,a— (b—c)eF,llla—ceF. 

定理 7.7.4 EOM 是 蕴涵 格 , F C M. 若 下 是 M 的 蕴涵 滤 子 , 则 是 M 的 
MP"*- 滤 子 . 

证 明 ”只 需 证 明 F 满足 定义 7.7.2(2). 首先 证 明 蕴涵 格 中 成 立 以 下 不 等 式 : 

(*) b €[a — (b — c)]-[(b — c) — c], Va, b, ce M. 

事实 上 , Hb — c « b — c, 应 用 定义 7.7.1 (2) (ii) 48 b < (b c) — c, 再 由 命 
题 7.7.1 (2) & b [b > c) > q=1. 于 是 


a> (b> ¢)<1=b> [0 > ¢) > d. 


对 于 上 式 应 用 定义 7.7.1(2)(ii) Æ b «[a — (b — c))—> [(b — c) — c], BI (*) 式 成 立 . 

Jit a, be F, H a — (b— c) «a— (b— c) fRa«[a — (b — c) (b — c), & 
此 及 ae FH [a> (b> c] (bc) e FOER, 蕴涵 滤 子 必 是 上 集 ). X, 据 be F 
及 (*) Mff [a ^ (6 — c)-((b — c) ^ de F. FÆ [a > (b ol (b> c) € F, 
[a = (b — c)|2[((b — c) 一 ae F. 此 时 应 用 定义 7.7.3 (2) 可 得 [ae > (b > c)) c € 
F. 这 说 明 F 满足 定义 7.7.2 (2), Hl F Æ M 的 MP*- 滤 子 . 

下 面 的 例子 表明 , 定理 7.7.4 的 逆 不 成 立 , 因此 “蕴涵 滤 子 ”没有 一 般 性 , 不 能 
AE A ch I — Ro TE RS 

fj 7.7.2 i M={0, a, b, c, d, 1), 其 序 结构 如 图 7.18 所 示 . 规定 M 上 的 运 
算 如 表 7.28, 表 7.29 所 示 , 则 M 是 蕴涵 格 . 取 F={1}, 可 验证 下 是 M 的 MP*- 滤 
F, 但 不 是 M 的 蕴涵 滤 子 : 


a—deF,a—(d—0)e€F, fia—0£F. 


以 下 结论 表明 通过 蕴涵 格 的 任 一 MP*- 滤 子 , 可 以 构 作 蕴涵 格 的 同 余 关系 , 进 
而 得 到 商 结构 . 
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表 7.28 表 7.29 
7 = 5— 8. dil 
d 0 1 1 1 1 d 1 1 
c a d d 1 X de 3 
: b c c c c i 1 
" c b b d 1 d 1 
Hi d a a c EN TIME 
Tr 1 0 0 s e bs et 
定理 7.7.5” 设 下 是 蕴涵 格 M 的 MP*- 滤 子 . 在 M 上 定义 二 元 关系 ~r 如 
TF: 
a~npb HHN ja beF Hb—acF, 
则 


(1) ~P 是 M EXT ', >, V, A WARAK, 且 商 代数 M/F = M/~p={[ajrla € 
M } 是 蕴涵 格 , 其 中 的 偏 序 由 下 式 确定 : [a]e <br 当 且 仅 当 a 一 be F; 

(2) 若 F ER MP*- 滤 子 , 则 M/F 是 全 序 蕴涵 格 . 

证 明 (1) 首先 证 明 二 元 关系 ~r 是 等 价 关 系 . 显然 , ~r 具有 自 反 性 和 对 称 
Tk. 对 任意 a, b, c c M, 由 蕴涵 格 的 定义 易 得 5b < (b 一 c) — c. 应 用 命题 7.7.1(7) 得 
a 一 b< a 一 [(b 一 c) — cj, 再 应 用 定义 7.7.1 (2)(ii) 得 a < (a = b) —((b > c) > d 
再 次 应 用 命题 7.7.1 (7) 得 

(**) ((a => b) > [b c) > d) > c <a > c. 
Mit awp b, b~p c, 则 a 一 be 下,b 一 cE 下 . 由 定义 7.7.2(2) EH (a 一 中 一 敢 一 
0) 一 qd} 一 cE F. 由 此 , 并 应 用 (**) 及 命题 7.7.4 (1) 得 a 一 ce F. 同 理 可 证 
c 一 a € F. 这 说 明 a p c, BI p 具有 传递 性 , 所 以 ~P 是 等 价 关系 . 

下 证 ~r 是 M ERF’, 一 , V, 人 的 同 余 关系 . 注意 到 蕴涵 格 中 De Morgan fit 
成 立 , 故 只 需 证 明 ~ve XF’, 一, V 同 余 即 可 . 

设 a~pb, 则 a 一 be Fb 一 a€EF. 由 于 a 一 b=b-a€EF,b >d 2a— 
be F, 故 a'~vp b, Eor XT ' AR. 

设 a~p b, coop d, 则 由 定义 7.7.1 (2) (iv) 及 命题 7.7.4 (1) 得 


a—bVvdc- (a— b)V (a — d) € F, 
c—bVd-(c—b)V(c—d)e F. 


再 据 命题 7.7.1 (3) 及 命题 7.74 (5) 得 avc bv d-(a— bV d)A(c — bv d) e F, 
即 e 关于 v. 
再 证 ~r 关于 一 FR: 设 a ~F b,c ~ d. 应 用 蕴涵 格 的 定义 及 性 质 可 得 


a—b« (b— c) — (a — b), 
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a—b« [e =b) > (a— 9] = (a = 9. 


Habe F 并 应 用 命题 7.7.4 (1) 得 , (b — c) ^ (a b) €F, [(a > b) > (a > 
c) (a 一 c) e F. 再 应 用 定义 7.7.2 (2) 有 


([(b— c) ^ (a = 8] = {[(a = b) > (a 9) > (a > 9) > (a > 9) € F. 
又 由 前 面 已 证 明 的 (**) 得 


([(b — c) = (a — 9] > ([(a — b) ^ (a — 9] > (a — 99 — (a = 9 
€ (b> c)— (a— c). 


结合 上 面 两 个 结果 并 应 用 命题 7.7.4(1) 得 (b — c) 一 (a 一 c) e F. 类 似 地 , 可 证 
(a = c) ^ (b — c) € F. AT (a > c) ~r (b — c). 同 理 可 证 , (b — c) ~r (b > d). 
这 说 明 Sp 关于 一 AR. 

总 之 , ~r 是 M 上 关于 “, 一 , V, ^ 的 同 余 关 系 . 由 此 可 知 , M/F 上 关系 < 的 
定义 是 合理 , 且 易 证 < 是 M/F 上 的 偏 序 , lj, [0je 是 最 大 元 和 最 小 元 . 同时 , 容 
易 验证 M/F 是 蕴涵 格 . 

(2) $ [a]r, [blr € M/F. 35 F EE MP"-3ET, Ba — be Fb ac F. 
从 而 [a)r < [b] e Bk [b] e [a] e, 这 说 明 M/F 是 全 序 蕴涵 格 . 

7.7.3 ”蕴涵 格 的 素 MP*- 滤 子 定理 


关于 蕴涵 格 的 素 MP*- 滤 子 有 如 下 基本 结论 : 

定理 7.7.6 ULM ÆA, F EM 的 MP*- 滤 子 , 则 下 是 M 的 素 MP*- 滤 
子 当 且 仅 当 F 满足 以 下 条 件 : 

(PF) Ya,be M, Si avbe F, 则 ae F3&beF. 

证 明 UO FROM 的 MP*- 滤 子 且 满足 条 件 (PF), 则 由 命题 7.7.1 (9) 得 
(a — b)v (b > a)21e F, IRI (PF) BI a be F EÈ b — a € F. XWH F EM 
的 素 MP*- 滤 子 . 

反之 , 设 下 是 M 的 素 MP*- 滤 子 , 则 Ya,be M 有 a 一 be 下 或 bp 一 a€ 下 . 
不 妨 设 a 一 be F. 若 avbeR 由 于 


aVb—b- (a—b)^(b— b) = (a b)^l-a—beF, 


(应 用 命题 7.7.1 (3), (2)) 

这 样 , H avb 一 be F K avbe F, 应 用 命题 7.7.4 (3) 得 be F. 同 理 ， cop 
时 可 推出 ac F. 所 以 , F 满足 条 件 (PF). 

为 了 证 明 殖 涵 格 的 素 滤 子 定理 , 需要 证 明 蕴 涵 格 的 若干 新 性 质 , 它们 反映 在 下 

述 两 个 定理 中 . 注意 , 对 自然 数 n, an 被 归纳 定义 为 ol = a, a” = a"-18a = aga^-!. 
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由 于 蕴涵 格 中 @ 的 结合 律 不 成 立 , 因此 a 实际 上 是 指 按 顺 序 (或 反 序 ) 运算 的 结 
JR (注意 , @ 满足 交换 律 ), 即 


a” = (C--((a8a) 82)---) 82) 8a =a (--- (a8 --- (a8 (a & a)))). 


58 7.7.1 UM 是 蕴涵 格 , a, be M, 则 

(1) a8 (a Vb) «a&b— a’; 

(2) 对 任意 自然 数 n, a” @ (a? V b^) < a^ Ob” 一 an+1. 

证 明 (1) 由 命题 7.7.2 (1), (4) 可 得 agb —b& a < a. 再 应 用 命题 7.7.2 (3) 
有 , (a & b) & (a b) < a?. 于 是 , 两 次 应 用 命题 7.7.2 (4) 得 a@b < (ag b) > a?, 
a € b —[(a& b) — a?). 又 由 定义 7.7.1 (2) (i), (i) Æ a8a =a? < (ab) > a?. 应 
用 命题 7.7.2 (4) 得 a < a 一 [(a & b) — a?]. 结合 这 两 个 结果 得 a «(a —[(a 9 b) 一 
a3]}A{b —[(a & b) — a?]). 由 此 , 应 用 命题 7.7.1(3) 得 a < (a v b) —[(a & b) > a?]. 
再 应 用 命题 7.7.2(4) 得 a@ (a vb) «agb — a?. 

(2) 由 命题 7.7.2 (1), (4) 可 得 a” @ b" = b^ Sa^ < a^. 再 应 用 命题 7.7.2 (3) 
有 , (a^ & b") & (a^ & b^) < a^ Qa” <a” & a — a^, 于 是 , 两 次 应 用 命题 7.7.2 (4) 
得 a^ b” < (a^ & b") — a^*!, a^ < b^ —[(a^ b") — a"*tJ. 又 由 定义 7.7.1 (2) 
(i), (1) f& a" Qa” < a^ Qa — a"*! < (a^ & b") > a"! 应 用 命题 7.7.2 (4) 得 
a^ € a^ —((a" Qb") — a^]. 结合 这 两 个 结果 得 

a" < (a" — [(a" & b") — a"*!]) ^ (b^ — [(a" & b^) — a"*1]). 

由 此 , 应 用 命题 7.7.1 (3) 得 on < (a^ v b") 一 [(o" & b") 一 at). 再 应 用 命题 7.7.2 
(4) E a” 8 (aP V b”) <a Ob — ant, 

EE 7.7.7 VE M 是 蕴涵 格 , a be M, Havb=1, W 

(1) agb <a? vb?; 

(2) v? =1; 

(3) 对 任意 自然 数 mw a” v b^ — 1. 

证 明 (1) 由 avb= 1 并 应 用 命题 7.7.2 (1), (2), (9) 可 得 


a—-a&1-aG(avb)-— a? V (a®b), 


b=b91 =b (aV b) = (b8 a) V b? = b? v (agb). 
于 是 
a®b=[a? Vv (a ®b)]®[b Vv (a ® 5b)] 
—([a? v (a & b)]@b}V{la? v (a & b))e(a & b)) (应 用 命题 7.7.2 (9)) 
={[la?V (a ®@ b)]@b}V{la ® (aVvb)®(a ® 0)} (应 用 命题 7.7.2 (9)) 
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注意 到 , [az V (a 9 有)]@b? < b?; 而 由 引 理 7.7.1 (1) 有 ae (a Vb) <a8b > e^, 
Bp 
[a & (a V b)) & (a & b) <a?, (应 用 命题 7.7.2 (4)) 
BREL Io? v (a & 5))8t?) v([a & (a V b))&(a & b)) « a? v ?. JATT, ab < a? v U?. 
(2) 由 本 定理 (1) 及 命题 7.7.2(1), (9) 得 


a? v &? = (a) V (a? V b?) = (a @ a) V (a& b) V (b 8 a) V (b&b) 
= (a Vb) 8 (aVb)=1891=1. 

(3) 对 自然 数 ”施行 数学 归纳 法 . 当 n = 2 时 , 结论 已 得 到 证 明 . WA at vo = 
Ti 下 证 akt! V br+1=1. 

由 a* Vbk =1 并 应 用 命题 7.7.2 (1), (2), (9) 可 得 

a* = a* 81 = a* & (a* V ^) = (a* & a*) v (a* @ b"), 
b* — b*&1- be (a¥ vt^) = (b &a*) v (e^) < (br 8a) vott? = p?! v (a* eb). 
TR 
* & b* «[(a* & a*) V (a & &^)]e[b^*! v (a* & b*)] 
—([(a* & a*) v (a* & &*)]9b**!) v ([(a* & a*) v (a* & &*)]e(a* & t*)) 
(由 命题 7.7.2 (9)) 
—([(a* & a*) v (a* & t^)]eb**! v {lat & (a* v b*)]e(a* & t*)). 

(由 命题 7.7.2 (9) 
注意 到 , [(a* @ at) V (ok & b)]9b** < bk+1; 而 由 引 理 7.7.1 (2) 有 a* e (ok Vb*) < 
ok@ 呈 一 aktl B] [a* & (a* v b*)je(a* @ bt) < ak+l( 应 用 命题 7.7.2 (4)). 所 
以 {[(ok & a*) v (a* & b*))eb**!)v ([a* & (a* v &*)Je(a* e 5)*)« atti vokti, 从 而 ， 
a* & b* < akt! y kti, 

于 是 , 由 上 述 结果 及 命题 7.7.2 (1), (9) 得 
a y pH. = (ak @ b¥) v (aktl v b+1) 
> (a* @ b) V (a* &a*) v (b^ & b") 
= (a* & a*) v (a* & t^) v (b! & a*) v (br @ t^) 
= (a* v &*) & (a* v b*) 
-181-1, 
即 atti vae iml, 故 n = kel 时 结论 成 立 ， 由 数学 归纳 法 知 , 对 任意 自然 数 n, 


an Vb"=1. 
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定理 7.7.8 E M 是 蕴涵 格 , 则 Ya, b, ce M 成 立 

(1) 对 任意 自然 数 n, (a — b)” v (b > a)” — 1; 

(2) (b — c) — a «[(c > b) — a] a; 

(3) 对 任意 自然 数 mw (b — c)" — a «[(c > b)” — a] a. 
证 明 (1) 由 命题 7.7.1 (9) 及 定理 7.7.7 (3) 即 知 (1) 成 立 . 
(2) 由 命题 7.7.1 (9), (3) 可 得 


a=1 = a= |(b = c) V (c = 5) > a = [(b — c) — a] ^ ((c — b) — a]. 
再 应 用 命题 7.7.2 (7) 有 
[(b — c) — a] & [(c > b) — a] < ((b — c) — a] ^ ((c — b) — a] = a. 


于 是 , 据 命题 7.7.2 (4) 得 (b — c) ^ a «[(c — b) — aJ a, BI (2) 成 立 . 
(3) 对 任意 自然 数 n, 由 本 定理 及 命题 7.7.1 (3) 可 得 


a-l-ac[(b— c)" V (c = 5)"] ^a- [(b — c)" — a] ^ [(c — b)" — a]. 

再 应 用 命题 7.7.2 (7) 有 
[(b — c)" — a] & [(c — 5)" — a] < [(b — c)" — a] ^ [(c — b)" — a] = a. 

于 是 , 据 命题 7.7.2 (4) 得 (b > c)” — a «[(e — b)” — a]— a, 即 (3) 成 立 . 

EX 7.7.4 M 是 蕴涵 格 , 若 对 M 的 任意 MP*- 滤 子 F 及 任意 ac M, 
以 下 的 

Fa = {x € M|3y e F 及 自然 数 n 使 得 y < on 一 zj} 

均 是 M 的 MP*- 滤 子 , 则 称 蕴涵 格 M 是 优 的 . 


容易 验证 ,IMT 代数 作为 特殊 的 蕴涵 格 是 优 的 . 同时 , dE IMTL- 代 数 的 优 比 
涵 格 也 是 存在 的 , 如 例 7.7.1 中 的 蕴涵 格 M, 可 计算 其 @ 运算 如 表 7.30 所 示 . 


表 7.30 
四 0 1/5 2/5 3/5 4/5 1 
0 0 0 0 0 0 0 
1/5 0 0 0 0 0 1/5 
2/5 0 0 0 0 1/5 2/5 
3/5 0 0 0 2/5 3/5 3/5 
4/5 0 0 1/5 3/5 3/5 4/5 
1 0 1/5 2/5 3/5 4/5 1 
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M 仅 有 一 个 真 MP*- 滤 子 F-(1), 经 检验 对 任意 ac M, Fa 均 是 M 的 MP*- 
VET, 故 M ERA (E M 不 是 IMTL- 代 数 ). 

另外 , 非 优 的 蕴涵 格 也 是 存在 的 , 见 例 7.7.3. 

例 7.7.3” 设 MM={0,a, b,c,d,e,1}, M 的 序 规定 为 :0 <a<b<c<d<e<l. 
规定 M 上 的 运算 如 表 7.31, 表 7.32 所 示 , 则 可 用 图 7.19 所 示 的 Mathematica 程序 
验证 M 是 蕴涵 格 (此 程序 还 检验 了 该 蕴涵 格 不 是 IMTL- 代 数 ). W F- (0), 则 下 是 
M 的 MP*- 滤 子 , 而 F,- (ze M|3y € F 及 自然 数 n 使 得 y < e” 一 z}={z € M|3 
自然 数 ”使 得 e" < z}. 由 于 


el=lez=e@e=(e 一 e)'=o 


ée-eége-cGe-(co e) =c- e =c8e= clk > 2). 


* 7.31 5 7.32 


"^"&^o es ojl 
oe$c^o&^ njo 
$5000 &-c-c-|s 
naonorrrl= 
anoorrrrnln 
aamen eja 
oa- -" 


311, X eL CLAU, KII, LO, DY, av 
TEA, ACG, 31), 3311 «2, at 321 


EAC, 37) e LALILACO, 17), LL, 2999), a3 


TEILS, LED, KIDIN oC, 37), LALA, XIII, ate H1 


EOLAS, LACES, XIII e La ELA, 37], LACE, XII, ae 330 


DEAS, LED, X11] ALAKOS, LAU KIAIN, ab 111: 
Bekat 06k as se 66 a6 y 8, Print [ True" J]: 


图 7.19 ”验证 蕴涵 格 的 Mathematica 程序 
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所 以 F,—(1, edd, c). 但 Fe 不 是 M 的 MP*- 滤 子 , 因为 Fe 不 满足 定义 7.7.2 (2): 
[c — (c a3] > a = a ¢ Fe- 
d& M 是 非 优 的 蕴涵 格 . 

定理 7.7.9( 优 蕴涵 格 的 素 MP*- 滤 子 定理 ) ” 设 M 是 优 蕴涵 格 , acM 且 
o #1, 则 存在 M 的 素 MP*- 滤 子 下 使 得 a ¢ F. 

证 明 设 p 是 M 的 所 有 不 包含 a 的 MP*- 滤 子 组 成 的 集合 . 因为 {1}e p, 故 
po. RIRU, (p, C) 是 一 个 偏 序 集 , 且 o 中 的 每 一 个 滤 子 链 {Fi}ier ALR 
UierF,. AT, 由 Zorn 引 理 知 , p 有 极 大 元 F. BA ag F. FEF ER MP*- 
YET. 

如 果 FARE MP*- 滤 子 , 则 一 定 存在 ce M 使 得 5 一 c#$F 且 c 一 bg F. 
记 

F, = {x € M|3y € 下 及 自然 数 n 使 得 y< (b> c)" > 1}, 
F, = {x € M|3y € F RES n 使 得 y< (c5 b)" ^ x). 


由 定义 774 知 Fi, Fo 均 是 M 的 MP*-ET. BA, b> cek, c hber, 
FCF, FCF. 这 样 , 只 需要 证 明 F e o 或 及 c o 即 可 , 即 需 证 明 a# F Bk 
a € Fz 

事实 上 , 如 果 ae 五 Hac Fo, Wl 3y, v e F, REA n, m 使 得 


y<(b—0" =a, v«(c b" a. 


不 失 一 般 性 , 设 m < n, 则 由 命题 7.7.2 (3) 得 (e 一 b)" < (c 一 b)". 再 应 用 命题 
7.74 (7) 得 (c — b)” > a € (c > b)" — a. 于 是 ,v < (c >b)” — a. 进而 有 
y&(b—c)—a 

€ ((c 2 b)" — a) ^a (由 定理 7.7.8 (3)) 

€Xv—a (命题 7.7.1(7) 及 v < (c — b)” — a) 
所 以 , 由 命题 7.7.4 (1), (3) 及 vE F 得 a € F. 这 是 一 个 矛盾 , 从 而 说 明 ag Fi 
R ag Fa 这 又 与 下 是 p 的 极 大 元 矛盾 , 因而 假设 “F 不 是 素 MP*- 滤 子 ” 是 错误 
的 . 


7.8 ”量子 效应 代数 与 模糊 逻辑 代数 系统 


20 世纪 30 年 代 , Birkhof 和 von Neumann 等 杰出 科学 家 致力 于 建立 量子 力 
学 的 数学 基础 , 将 可 分 复 Hilbert 空间 中 的 每 个 正 交 投影 算 子 看 成 是 一 个 量子 效 
应 , 而 将 该 空间 中 的 所 有 闭 子 空间 做 成 的 格 看 成 是 整个 量子 力学 的 命题 系统 , 通过 
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研究 这 个 命题 系统 的 逻辑 关系 来 解决 量子 力学 数学 公理 化 问题 . 1989 4E, Giuntini, 
Greuling 等 开始 将 Hilbert 空间 中 每 个 不 大 于 恒 等 算 子 的 正 算 子 看 作 是 一 个 量子 
效应 , 这 种 方法 极 大 地 扩展 了 所 描述 的 物理 现象 1994 年 , 美国 数学 家 Foulis 和 
Bennet 进一步 引进 了 抽象 的 效应 代数 (effect algebra, 也 可 翻译 为 有 效 代数 ) 的 概 
念 , 以 此 作为 建立 量子 力学 数学 基础 的 一 般 框架 . 目前 , 效应 代数 作为 量子 逻辑 的 基 
本 数学 结构 受到 广泛 关注 , 已 有 一 批 重 要 研究 成 果 相继 发 表 ( 见 文献 [329]~[337]). 

有 趣 的 是 ，2004 年 前 后 ，Vetterlein 在 文献 [336], [337] 中 研究 了 效应 代数 与 
BL- 代 数 的 联系 , 这 是 一 个 很 有 意义 的 研究 动向 , 其 实质 是 将 量子 逻辑 与 模糊 逻辑 
这 两 个 看 似 不 相干 的 非 经 典 逻 辑 的 研究 结合 起 来 , 这 有 助 于 揭示 两 个 有 重要 背景 的 
逻辑 理论 之 间 的 深层 次 关系 . 在 文献 [336], [337] 的 基础 上 , 我 们 在 文献 [338] Hit 
论 了 伪 效 应 代数 与 psB 太 代数 的 联系 , 本 节 将 介绍 这 些 内 容 . 实际 上 , 此 方向 己 有 
许多 新 成 果 , 读者 可 进一步 阅读 文献 [339]~[343] 等 . 


7.8.1 ” 伪 弱 效应 代数 


在 文献 [333] 中 , Dvurecenskij 和 Vetterlein 引入 一 种 非 交 换 的 量子 逻辑 结构 ， 
即 伪 效 应 代数 . 

定义 7.8.1833 ”一 个 代数 结构 (EE; +, 0, 1) 称 为 伪 效应 代数 , 如 果 “+” 是 一 
种 部 分 二 元 运算 , 0 和 1 是 常 元 , 且 对 于 所 有 a, b, ce E 下 述 条 件 成 立 : 

(PE1) a+b 和 (a+b) -- c 是 有 定义 的 当 且 仅 当 b+c 和 a+ (b+c) 是 有 定义 
的 , HA (a-- b) -e— a-- (b c). 

(PE2) 存在 唯一 的 d c 已 和 唯一 的 e c E fif a--d — e a-1. 

(PE3) 如 果 a+b 是 有 定义 的 , 那么 存在 d, e € E E a+b=d+a=b+e. 

(PE4) 如 果 1+a 或 a+1 是 有 定义 的 , 那么 有 a = 0. 

下 面 是 伪 效应 代数 的 一 个 等 价 定义 , 其 证 明 过 程 略 去 . 

引 理 7.8.1 ”代数 结构 (L; <, +, 0, 1) 是 伪 效 应 代数 当 且 仅 当 它 满足 以 下 条 
件 : 

(PEA1) (L; €, 0, 1) 是 一 个 具有 最 小 元 0 和 最 大 元 1 的 偏 序 集 . 

(PEA2) + 是 一 个 部 分 二 元 运算 , Va, b, c € L, 

(a) (a 十 b) 十 c 有 定义 当 且 仅 当 a+(b 十 c) 有 定义 , B. (a- b) -c— a 4 (b+c); 

(b) 对 于 所 有 ae ZL,a+0=0+a= ai 

(c) 如 果 a+b 有 定义 , 则 存在 d, e c 工 使 得 a+b=d+a=b+e. 

(PEA3) (a) 对 于 a, b, c € L, WR a+c FI bo c 有 定义 , 那么 a<b 当 且 仅 当 
actc&bcc, 

(b) 对 于 a, b, c € L, 如 果 c+a 和 c--b 有 定义 , WA a « b A BUS c+a € cb. 

(PEA4) 对 于 a, be L, a < b 当 且 仅 当 存在 z, y € LER a-z—y--a-b. 
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下 面 的 弱 伪 效应 代数 的 概念 是 文献 [336], [337] 中 弱 效 应 代数 的 非 可 换 推广 . 

定义 7.8.2038] ”一 个 代数 结构 (L; <, +, 0, 1) 称 为 伪 弱 效应 代数 (pseudo 
weak effect algebra), 如 果 它 满足 (PEA1), (PEA2) 和 (PEA3) 以 及 下 述 条件 : 

(PEA4') 对 任意 a, b € L, 如 果 a < b, 那么 存在 最 大 元 a € L, 使 得 5< a 且 对 
TX czeLfarz-b 

命题 7.8.1. 35 (L; <, +, 0, 1) 是 一 个 伪 弱 效应 代数 , 那么 对 于 Va, b € L, 如 
果 a « b, 存在 最 大 元 a* € L, 使 得 a^ < a 且 对 于 某 个 ze 工 有 z+a*= 履 

证 明 ”如 果 a < b, 由 (PEA4') 可 知 存在 最 大 元 5 € L, 使 得 a < a 且 对 于 某 
个 yeL 有 a+y=b. 对 于 任意 a € L, E a' «a 且 对 于 某 个 se 工 有 s+ow =a, 
从 (PEA2) (c) 可 知 存在 te 工 使 得 a’ -- t — b. 由 于 a 是 一 个 最 大 元 , 因此 , o < a. 
这 说 明 a 也 是 满足 条 件 a < a 且 对 于 某 个 ze 工 有 z+a= b” 的 最 大 元 . 

定义 7.8.3099 ”一 个 伪 弱 效应 代数 (L; <, +, 0, 1) 称 为 伪 弱 MV- 效 应 代数 ， 
如 果 以 下 条 件 成 立 : 

(PEA5) 对 于 任意 a1, a2, bi, b2 € L, 如 果 a1, a2 < bi, bo, 那么 存在 元 素 cE L 
使 得 ai, a2 < c bi, b2. 

(PEA6) 对 于 任意 a, b, c € L, 如 果 c < a+b, 那么 存在 ol <a 和 bl <b 使 得 
(a) c =a: +b, H (B) 4a < c HA a =a. 

(PEAT) (a) 对 于 任意 a,be L, 存在 a1, a2, bi,bz € L fff a = a1 +a, b = bi +b2 
H ai <S b, by < a, az ^ bo — 0. 

(b) 对 于 任意 a, b € L, 存在 a1, az, bi, b2 € L fif a = a1 +a, b= bi +b H 
a; € b, by € a, az ^ b2=0. 

定义 T.8.4036337|— 039 MV- 效 应 代数 (L; <, +, 0, 1) 称 为 弱 MV- 效 应 代 
数 , 如 果 + 是 可 交换 的 . 

定理 7.8.1 WẸ (L; <, +, 0, 1) 是 一 个 伪 弱 效应 代数 , 那么 有 

(1) (PEA6) 成 立 当 且 仅 当下 面 的 (PEA6') 成 立 : 

(PEA6') 对 于 任意 a, b, ce L, 如 果 c <b 十 a, 那么 存在 bi <b Al ai < a 使 得 
(oc — b +a, B. (9) 5a c HA a =a. 

(2) 如 果 (L; < ) 是 全 序 集 , 且 对 于 任意 a < c < ac b, FE by 使 得 c=a+b， 
那么 (L; <, +, 0, 1) 是 一 个 伪 弱 MV- 效 应 代数 . 

(3) 如 果 (PEA6) 成 立 , 且 对 于 a, b, c, de L, a+b=c+d, WA acc HEN 
当 d<gb. 

证 明 (1) 假设 (PEA6) 成 立 , 仅 需 考虑 (B^) RE. 如 果 a < c < b+a, 由 
(PEA2) (c) TAFE de L ff a--d — b--a. 从 而 a < c<a+d. 再 由 (PEA6) 
可 知 , 对 于 某 个 ee L,e < d 且 c=a+e. 因此 , 据 (PEA2)(c) 可 知 对 于 某 个 f eL 
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有 c=f+a. BF cba, IK f ca « b-ca, 再 由 (PEA3) (a) BIA f « b. 可 见 
(PEA6') 成 立 . 

类 似 地 , 由 (PEA6') 可 得 (PEA6). 

(2) HF L 是 全 序 的 , 很 容易 得 到 (PEA5) 和 (PEAT). 这 里 仅 证 明 (PEA6) 成 
X. 对 于 任意 a b, ce L, in c<a+ 必 只 存在 以 下 两 种 情形 : 

(i c€a. $ a 265-0. WA c=a +b, Bai &a, bi <b. 

(i) a € c, Bl a &« c & a b. 此 时 , 由 条 件 可 知 , 存在 bs 使 得 = abi. 因此 ， 
a--by € a4-b, 再 由 (PEA3) (b) TẸ bi <b. 因此 (PEA6) 成 立 . 

(3)35a, b, c, de LME a+b=c+d. 如 果 a<c, 那 么 a<c<c+d=atb. 
Hi (PEA6) 可 知 , 存在 e € LE c— ace 从 a+b=c+d 可 得 a+b= 
c d-(a - e) - d — a--(e 4- d). 再 据 (PEA3) WI b — e+d 因此 , d <b. 反之 , 如 
果 d<b, 那 么 d<b<a+b=c+d. 由 于 (PEA6) 等 价 于 (PEA6'), 故 存在 meL 
有 b=m+d. Mi (a+m)+d=a+(m+d)=a+b=c+d. 再 由 (PEA3) 可 得 
a4-m — c. 因此 ,a < c. 
7.82 ”对偶 伪 BI 代数 


为 了 引述 方便 , 这 里 重 述 一 下 伪 BL- 代 数 的 定义 . 一 个 代数 结构 (b; <, 8, 一 ， 
7, 0, 1) 称 为 伪 BL 代数 , 如 果 下 面条 件 成 立 : 

(PBL1) (L; <, 0, 1) 具有 最 小 元 0 和 最 大 元 1 的 有 界 格 ; 

(PBL2) (L; @, 1) 是 一 个 乏 半 群 , 即 @ 是 一 个 满足 结合 律 的 二 元 运算 , 且 对 于 
vzezn 有 ze@l=1@zr=zi 

(PBL3) z @y < z 当 且 仅 当 z < y 一 > 当 且 仅 当 y < zz; 

(PBLA) Yz, y, z € L, z Ay = (£ > y) 8z—zG (£ ~ y); 

(PBL5) Yz, y € L, (x ^ y) V (y > z) = 1 = (z ~ y) V (y = 1). 

定义 7.8.5 ”一 个 代数 结构 (L; <, 6, 6, — 0, 1) 称 为 对 偶 伪 BL 代数 , 如 果 
(L; <BL; D, >, ~, 0BL, 1BL) 是 一 个 伪 BL 代数 , 其 中 , a <b 23 EDU b <er a, 
apb—-agb,aob-b—a,a—b-b-a, 0— lgl, 1 = OBL. 

下 面 的 引 理 实际 上 给 出 了 对 偶 伪 BL 代数 的 直接 定义 (不 借助 于 伪 BL 代数 ). 

引 理 7.8.2 ”一 个 代数 结构 (L; <, ©, 6, 一 , 0, 1) 是 一 个 对 偶 伪 BL 代数 , 当 
且 仅 当 它 满足 以 下 条 件 : 

(DPBL1) (L; <, 0, 1) 具有 最 小 元 0 和 最 大 元 1 的 有 界 格 ; 

(DPBL2) (L; @, 0) 是 一 个 么 半 群 , Bl @ 是 一 个 满足 结合 律 的 二 元 运算 , 且 对 
于 YrzeL 有 zrz@0=08@r=7; 

(DPBL3) z < ze y 当 且 仅 当 2e©y < z 当 且 仅 当 z 一 z < y; 

(DPBL4) 对 于 任意 z,y, ze L,zvy-(yOz)ez—-ze(y-2) 
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(DPBL5) HFX z, y € L, (yOz) ^ (Oy) 20 = (y — z) ^ (z — y). 

在 文献 [71] F, 08 了 B 太 代数 和 对 偶 伪 BL 代数 分 别 被 称 为 左 伪 BI- 代数 和 右 
fy BL 代数. 

关于 对 偶 伪 BL- 代 数 , 有 以 下 结果 . 

命题 7.8.2 WR (L; <, @, O, —, 0, 1) 是 一 个 对 偶 伪 BL 代数 , 那么 对 于 任 
Bab ce 工 有 

(1) (a6 5) - c2 (a- c) 6b; 

(2) (c©a) 6b = co (b ®a), (c-a) -b= c— (a& b; 

(3) 如 果 a < b, WA (boa)Ga—ac(b—a) =b; 

(4)aOa=a-a=0; 

(5 如 果 a9b=c, 那么 a<c 且 b<ci 

(6) WR a < b < c, WA b-a < c-a, bOa <S cOa, c—b < c-a, cOb <S coa; 

(7) WR a < b< c, WA (cob) e (bOa)=c0a, (b-a) @ (c-b) 2c—a. 

证 明 (1) & t=(a0b)-c, ll (a©b)-c<t. H (DPBL3) ff aob« cot. 
再 由 (DPBL3) 可 知 a < (cot) eb - co (tob) a-c«tob. 因此 (a —c) b « t, 
从 而 (a—c)6b < (aob) - c. 类 似 地 , 令 m= (a-c)ob. 由 (DPBL3) 可 得 
(a0b)-c<m= (a-c)Ob. 因此 (a0b) -c= (a— c) Ob. 

(2) $ (coa) 65 — t, MH (DPBL3) 可 得 


(cOoa)Ob&«t, coa«teob, c«(toób)Ga-to (baa), 
ce@(b@a) t= (cOa)Ob. 


反之 , 令 m= ce (6b@a), 则 由 (DPBL3) 可 得 


cO(bGa)&m, c«mo(bóa), coa&moab, 
(coa) Ob «€ m— co (bea). 

所 以 (coa) Ob — co (boa). 

同 理 可 证 , (c a) - b =c- (ae b). 

(3) 如 果 a < b, 则 由 (DPBL4) 48 (pO a) Ga — a6 (b—a) -bVa— b. 

(4) 根据 (DPBL5) ^n, 结论 成 立 . 

(5) 假设 ae b — c. 由 (DPBL3), 从 a-a=0< 和 5 可 推 得 as<a@b=c. 类 似 
Hs b < c. 

(6) 如 果 < b < c, 则 由 前 面 已 证 的 (3) 得 c-(c6a) 8a, 从 而 b < c=(c0a) 8a. 
THE (DPBL3) 可 得 be a < cO a. 类 似 地 ,5 一 a<c-a. 

由 前 面 已 证 的 (5) TA (co a) 6a «((co a) ea) (b-a). 再 由 (3) 得 


c=(cOa)@ag((cOa)@a)@(b-a)=(cOa)@(a@(b—a))=(cOa) & b. 
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应 用 (DPBL3) 即 得 cob < coa. 
类 似 地 , c — ae (c—a) < (b-a) e (a6 (c—a)) = be (c—a), Alk, c- b < c— a. 
(7) 如 果 a < b « c, 则 由 (3) 得 (bo a) 6a — b. 再 据 前 述 (2) 可 得 
cOb-—cO((bOa)Ga) - (cOa)O (boa). 
Mi (co) e (boa) = (coa) 6 (bo a)) e (b0a). H (6) f boa coa, JT 
((coa) 6 (boa) e(boa) 2 coa (由 (3)). 
因此 , (cob) e (boa) 2 coa. 

类 似 地 ， 

(b— a) 6 (c-b) = (b-a) € ((c— (a& (b—a)))) = (b— a) & ((c— a) — (b-a)) = c—a. 

伪 B 太 代数 和 伪 效 应 代数 中 的 运算 是 不 同 的 . 伪 BL- 代 数 中 的 二 元 运算 是 全 
部 的 , 但 伪 效 应 代数 中 的 二 元 运算 是 部 分 的 . 因此 考虑 伪 BL 代数 和 弱 伪 MV- 效 
应 代数 之 间 的 关系 , 最 重要 的 是 全 部 运算 和 部 分 运算 之 间 的 相互 转化 . 为 此 , 引入 
以 下 概念 (“导出 部 分 和 ”及 “导出 全 和 ”), 以 刻画 伪 BL 代数 和 伪 效 应 代数 之 间 的 
XA. 

定义 7.8.6 (1) & (L; <, 6, O, —, 0, 1) 是 一 个 对 偶 伪 BL 代数 , B. a, 
b € L. 如 果 a=min{z € L|r 6  — a & b), 则 称 a 在 a c b 中 最 小 , 类 似 地, 如 果 
b = min(y € L|aey = a 9b}, Wf b Æ aco b 中 最 小 . 部 分 和 “+” 的 定义 如 下 : Va, 
be Lat+b=a@b, 如 果 a 和) 在 a@b 中 最 小 ; 其 他 情况 + 不 定义 . 运算 “+” 称 
为 由 e 导出 的 部 分 和 . 

(2) 设 (L; <, +, 0, 1) 是 一 个 伪 弱 MV- 效 应 代数 . 如 果 对 于 任意 a, be L, 最 
XJ6 a6 b 2 max (a! +b: a! < a, b <b H a +b 有 定义 } 存 在 , 则 称 (L; <, +, 0, 
1) 为 具有 (Ex) 条 件 的 伪 弱 MV- 效 应 代数 , 且 运 算 o 称 为 由 + 导出 的 全 和 |. 

ik 7.8.1 (1) 在 交换 情形 下 , 上 面 的 定义 与 文献 [336] 中 4.1 的 定义 一 致 . 

(2) 在 下 文中 , 对 于 伪 弱 MV- 效 应 代数 , 若 提 到 o 是 由 + 导出 的 全 和 时 , 已 经 
隐 含 了 全 和 存在 , 即 伪 弱 MV- 效 应 代数 满足 (Ex) 条 件 . 

命 显 7.8.3 it (L; <, 6,0, 一 ,0, 1) 是 一 个 对 偶 伪 BL 代数 , H + 是 由 @ 导 
出 的 部 分 和 . 那么 对 任意 be L, 下 面条 件 等 价 : 

(1) ae+5 有 定义 且 a+b= ci 

(2c6b-aHBHc-ac-b. 

证 明 (1)=(2). #a+b=c, WA aeb-c, 从 而 c< a@b. 因此 由 (DPBL3) 
可 得 cb< a,c 一 a < b. 由 命题 7.8.2 (5) 从 a@b=c 可 得 a<c 和 b<c. 因此 由 
命题 7.8.2 (3) 可 得 以 下 结果 : 


c=(c0b)®b, c=a9 (c-a). 
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由 于 a 和 5 是 a@b 的 最 小 元 , 从 而 有 a«cobfülb«c—b BZ, cob=a H 
c-a-b. 

(2)2(1). H b =c- a fk b= c-a < (JI 7.82 (5) 可 得 c < acc, 再 由 
(DPBL3) 可 得 c-a <c). FE, M cob-afllb«cffaeb-(cob)eb- c 对 于 
满足 z@b=c 和 a@y=c HIER z, yc L, H (DPBL3) PẸ cob «az, c-a <y, 
从 而 a < z,b< y. 因此 ,a A bH aob 中 最 小 . 这 说 明 a+b 有 定义 且 等 于 c. 

命题 7.8.4” 设 (L; <, +, 0,1) 是 一 个 伪 弱 MV- 效 应 代数 , o 是 由 + 导出 的 
ARI, 那么 下 面 的 结论 成 立 : 

(1) Va,beL, 若 a<b, 则 a@c<sb@c 且 c@a<sce@b; 

(2) Va, b € L, 3$ a < b, 则 分 别 存在 最 小 元 zeE 工 和 y e 工 使 得 a@zx — b, 
y@a=b; 

(3) Va, b, ce LL, 车 c<ag@b, 则 存在 a1 <a 和 bg<b 使 得 (a)c=al@bi 且 
(B) ža < c HA a =a, RH bc RU bi b 

(4) Va, b € L, 存在 a, bi, c € L AE a = ai Oc, b = bi 6c, H ai Abi =0. 

证 明 (1) Va, b € L, 假设 a < b. 对 于 满足 条 件 “m <a, n <c, m+n 有 定 
XC 的 任意 m 和 n, 有 m<a<b 和 n<c. Ho 的 定义 可 得 m+n<b@c. 因此 
aGc&boc. 类 似 地 , coa cob. 

(2), (3), (4): 证 明 过 程 见 文献 [336] 中 定理 4.3 的 证 明 , 它们 对 于 非 交 换 情形 也 
成 立 . 


7.8.3” 伪 BI- 代数 与 伪 弱 MV 效应 代数 


定义 7.8.7” 称 伪 BL 代数 (L; <, @, 一 , ~, 0, 1) 是 具有 (W) 条 件 的 , 如 果 
满足 以 下 条 件 : 

(W) Yz, y € L, t = (£ —^ y) ~ y 当 有 8 仅 当 z= (£ ~ y) > v. 

EN 7.8.8 PAM BL 代数 (L; <, ©, 6, —, 0, 1) 是 具有 条 件 (W) 的 , 如 
果 满 足以 下 条 件 : 

(W) vabeLa=ce(c-oa) 当 且 仅 当 a=c-(ceo). 

注 7.8.2 (1) 定义 7.8.7 中 的 (W) 条 件 与 定义 7.8.8 中 的 (W) 条 件 是 对 偶 的 ， 
因此 用 同一 符号 “W” RR, 其 中 , "W^ J& "well 的 简写 . 

(2) (W) 条 件 在 下 面 定理 7.8.2 的 证 明 过 程 中 将 用 到 ( 详 见 定理 7.8.2 中 (PEA2) 
(c) 的 证 明 ). 

(3) 事实 上 , (W) 条 件 在 其 他 文献 中 也 提 到 过 . 例如 , 在 quantale 理论 中 (quan- 
tale 概念 是 由 Mulvey 引入 的 , 其 目的 在 于 把 locale 概念 推广 到 非 交换 情形 ), 有 如 下 
定义 ( 见 文献 [344] 中 定义 1.3 或 文献 [345] 中 定理 1 前 面 的 定义 , 也 可 见 Grzegorz 
Bancerek E "Quantales" 中 的 定义 17, mizar.org/JFM/Vol16/quantall.html): 一 个 
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代数 系统 (A; V, &) 称 为 quantale, WR (A; v) 是 一 个 完备 格 , (A; @) 是 一 个 半 群 ， 
& XT v 的 双边 分 配 律 均 成 立 . quantale A 中 的 元 d 称 为 具有 二 重 性 (dualizing), 
如 果 对 任意 ze 4 有 


(£ >r d) ud 2 z = (z > d) >r d, 


其 中 , 一 一 d( 或 — ~ d) 表示 与 d@ - (Fk — & d) 右 伴随 (或 左 伴随 ) 的 运算 . 容易 
看 出 “(W) 条 件 ”与 “二 重 性 ”相似 . 

(4) 进一步 , 在 文献 [241] 中 “good pseudo-BL algebras” 的 定义 以 及 在 文献 
[292], [293] 中 “pseudo-BCK lattice with condition (pC)” 的 定义 也 与 这 里 (W) 条 件 
相似 ， 

下 面 给 出 两 个 例子 , 以 说 明 具 有 条 件 (W) 的 (对 偶 ) 伪 BL 代数 是 存在 的 . 

例 7.8.1727. 3 NS[0, 1] ( 非 标准 实数 区 间 [0, 1]) 是 一 个 有 序 集 , 其 中 的 元 素 
是 实数 对 (a, b), 满足 条 件 a —0 Hb20,:X0cac1H b 是 任意 的 ,或 a=1 且 
b < 0(b HRW). 其 中 的 序 关系 是 字典 序 : (a, b) < (c, d) HENA a< c EÈ (a =c 
H. b « d). 在 序 集 NS[0, 1) 上 定义 运算 如 下 : 


beed=aasfo， 0), (ie+e-1+eo Kern «2 


24 (a, b) < (c, d) 时 , (a,b) — (c, d) = (a, b) ~> (c, d) = 1; 否则 : 


2c-a+1 2d- 2b 
1+a ' lta 


(9-64 ( 


(a5) ^» (ed) = (=== I ELM +a). 
那么 (NS[0, 1]; <, @, >, ~, 0, 1) 是 一 个 伪 BL- 代 数 . 容易 证 明 对 任意 (a, b), (c, 
d) €NS[0, 1], (a, b) = [(a, b) — (c, d)] ~> (c, d) 当 且 仅 当 (a, b) = [(a, b) ~ (c, 
d)] (c, d). 因此 , (NS(0, 1]; <, &, 一 , ~, 0, 1) 是 具有 条 件 (W) 的 伪 BL 代数 . 

ik 7.8.3 ”前 面 的 注解 说 明 “(W) 4f" 与 “二 重 性 ”的 性 质 是 类 似 的 ， 然 
而 ,“ 二 重 性 ”的 定义 比 “(W) KE ERER FKE, 令 (NS, 1]; <, 8, 一 ， 
~, 0, 1) 表示 例 7.8.1 中 的 伪 BLARS, 它 满足 (W) 条 件 , 但 是 对 于 某 些 d eN5[0， 
l1 (z > d) ~» d = z = (z ~ d) 一 d 并 非 对 任意 z eNS[0, 1] 成 立 例如 , 令 
d = (1, 0.5), 有 以 下 结果 : 

[(1, —0.5)—(0.5, 0.5)]~»(0.5, 0.5) = (1, —0.5) = [(1, —0.5)~»(0.5, 0.5)]—(0.5, 
0.5); 

[(0, 1)—(0.5, 0.5)]~»(0.5, 0.5) #(0, 1) # [(0, 1)—=(0.5, 0.5)]—(0.5, 0.5), 但 是 [(0, 
1) — (0.5, 0.5)]~»(0.5, 0.5)=[(0, 1)~»(0.5, 0.5)]—(0.5, 0.5); 
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[(0.6, 1)—(0.5, 0.5)]~»(0.5, 0.5) # (0, 1) # [(0.6, 1)-(0.5, 0.5)] 一 (0.5, 0.5), 并 且 
[(0.6, 1)—(0.5, 0.5)]-^ (0.5, 0.5)#[(0.6, 1)-^ (0.5, 0.5)] 一 (0.5, 0.5). 
WIR, 条 件 (W) 与 以 前 文献 中 出 现 的 相关 条 件 并 不 相同 , 它 是 一 种 新 的 条 件 . 
Bi 7.8.20). i (G; V, ^, +, —, 0) 是 任意 一 个 格 群 , 旦 “1” 是 一 个 不 同 于 G 
中 任何 元 的 符号 . $ G-={z' € Gle’ <0}, 那么 在 Gr={L}uG- 上 可 定义 如 下 代数 
运算 : 
pr z'-y, TY EG-, 
zT 8y = { 其 他 . 


z'eG-,y-1, 


(j-2)^0, x,y EG, 
0, d as i, 


(-z'-y)^0, z,y'€G-, 
z'—y-i4l, s eG, y=1, 

0, etm 
对 任意 z' € Gr, $ L<, WI (Gr; <) 构成 具有 最 大 元 “L” 和 最 小 元 “0” 的 格 . 
可 以 验证 , 代数 结构 (Gr; VL =V, Ar ^ Q, >, =, 0 = L, 1p = 0) 是 一 个 伪 
BL 代数 , 代数 结构 (GL; <L, 6, 6, 一 , 0, 1) 是 一 个 对 偶 伪 BL 代数 , 其 中 , a < b 
当 且 仅 当 b < a, aGb — agb aOb — b— a, a—b— b — a. 进一步 ,能 够 证 明 (Gr; 
<L, 6, O, 一 , 0, L) 是 一 个 具有 (W) 条 件 的 对 偶 伪 BL 代数 . 

定理 7.8.2 Ü (L; <, 6, 6, —, 0, 1) 是 一 个 具有 (W) 条 件 的 对 偶 伪 BLAR 
数 , + 是 由 @ 导出 的 部 分 和 . 那么 (L; <, +, 0, 1) 是 一 个 具有 (Ex) 条 件 的 伪 弱 
MV- 效 应 代数 , 且 由 + 导出 的 全 和 就 是 @. 

证 明 ”首先 , 证 明 由 + 导出 的 全 和 存在 且 就 是 @. 为 了 方便 , 用 @' 表示 由 十 
导出 的 全 和 . Va, b € L. SRE A= {a - |a! <a, b «b Ha +b 有 定义 }. 称 
a@'b 是 有 定义 的 , 如 果 集 合 4 有 最 大 元 存在 . 设 a@b= c, 4 a/ cO (c — a), 
b —c— a. H (DPBL3), A c—a < c-a T c « a6 (c — a), Aii co (c—a) « a. 
因此 , a' < a. 由 于 a@b= c, c«acb, 再 由 (DPBL3) f c-a« b. TAE V « b. 
—Jii, 由 ws < a < c 和 命题 7.8.2 (6) 可 得 WW = c-a < c—a'. 另 一 方面 , 从 
cOb «cov f& c « (cov) eV, AT c- (cot) < V. Hi c-a «v. 所 以 
c—a' = V, 再 由 命题 7.8.3 可 知 a + bW 有 定义 且 等 于 c。 显然, Vo" < a, b" < b, 
a" +b" =a" GU' «aeb— ca! - V. 因此 ,a' +0 是 集合 A 的 最 大 值 . 这 说 明 @/ 
存在 且 就 是 @. 

(PEA1) 由 (DPBL1) 可 直接 得 到 . 
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(PEA2) (a) 设 (a+b) - c 有 定义 . 令 d — ac b, e-(a b) - c. 由 命题 7.8.3 得 
b-d-a,a-dOb,d—-eOc,c-e—d. 于 是 , 由 命题 7.8.2 可 得 


b-(eoc)-a-(e-a)Oc, c—e-— (a--b) 2 e— (ae) = (e— a) - b. 


由 命题 7.8.3 可 知 + c 有 定义 , 从 而 b+c= e— a. 下 面 说 明 a+(b@c) 是 有 定义 
的 . 事实 上 , 由 命题 7.8.2 (2) 可 推出 ee (bo c) = (e6 c) 6b = dob — a. 应 用 命题 
7.8.2 (2), Hi bGc—e—-aflla-eo(bec) 可 推 得 a+(b@c) TOEX HART e. 

假设 5 上 +c 和 ae (b- c) 有 定义 . 现 证 明 a+b 和 (ab) - c AEX. 4 bec d, 
a+d=e. 由 命题 7.8.3 可 得 5= decc=d-bd=e-oaa=eed. 由 此 , 并 应 用 
命题 7.8.2 得 b= dO c-(e—a)Oc— (eO c) - a, a - eod - eo (bec) = (eo c) - b. 
所 以 a 十 b 有 定义 且 等 于 ee c. 于 是 , e—(a65) = (e-a) -b-d-b—c 从 
aGb-eOcÉc-e- (ab) TA (ao b) - c 有 定义 且 等 于 e. 

上 述 结果 表明 , (PEA2) (a) 成 立 . 

(PEA2) (b) 由 (DPBL2) 和 定义 7.8.6 (1) ^l, (PEA2) (b) RIX. 

(PEA2) (c) & a+b =c, WA b—c-aRa-cob 从 而 , b = c- (cob), 
a-cO(c-a). 由 (W) 条 件 得 b=ce(c-b) 且 a=c-(cea). 令 e=c-b, 
d=c0a, W b=coe Ha=c-d. 应 用 命题 7.8.3 即 得 b+e=c=d+a. 

(PEA3) (a) Wt a, b, c € L, a+c 及 b+c 有 定义 , 且 a<b. Hi (DPBLA) 有 
b = bva-(boa)Ga, 从 而 b+c= b@c=((bOa)®a)@c=(bOa)@(a®Be)=(bOa)@(at+o). 
由 此 并 应 用 命题 7.8.2 (5) 得 a+c<b+c. 反之 , 设 a+c<b+c, 则 有 a@c<b@e. 
从 而 , 由 (DPBL3) 得 (a@c)ec<b. 应 用 命题 7.8.3 可 得 (a@c)9c=(a+c)9c=a. 
所 以 ,a < b. 

同 理 可 证 (PEA3) (b) 成 立 . 

(PEA4) 设 a « b. 4 a-bo(b—-a), z—b—a, M] a—boz. 根据 (DPBL3), 
Hib-a&b-a 可 推出 b< ao (b-a), Xi bo(b—a) «a. 于 是 ,a < a. 由 
bo(b-a)«bo(b—a) TẸ b—a-—b—(bo(b-a)&b—a- z. 应 用 命题 7.8.2 
(6) 及 a<a<b 可 得 z=b-a<b-5, 于 是 b-a5=z. 所 以 ,5+z= 对 任意 满 
足 条 件 “a' < a BEE ye LIER a y — V^ Wa, Bi ba b— a! 及 命题 7.8.2 
(6) TÆ à! -bo y - bo (b—a') «bo (b —a) =a. 因此 ,a EMER "a «a BH. 
ücz-U BEC. 

(PEA5) 设 a1, a2 < b, b2. HF L 是 一 个 格 , 故 ai V az 存在 . 令 c= al Vas. 
显然 a1, oz < c < bi, b2- 

(PEA6) Ù a, b, ce L ÑE c« ab. & aj —a^c. RA a «a ai «c. 
4 aj —-cO(c—-aj) Hb —c—aj. 由 上 面 (PEA4^) 的 证 明知 a; c bi = c. 由 
c-a, € c-a, 可 得 c< ai@ (c— a4), 从 而 ce(c 一 o) < ai. 于 是 , al «aj Ka. 由 
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文献 [337] Theorem 3.3 中 RDP 的 证 明 过 程 可 知 bi < b. 当 a< 和 c 时 ,由 oi=aAec 
可 得 at = a. 所 以 , a1 — cO (c— a). 令 d=a+b 应 用 命题 7.8.2 可 得 


a — dO (d—a) = dO ((c- a) (d—c)) = (46 (d—c)) 6 (c^ a) < co (c—a) = a1 € a. 


这 说 明 c= a+ bi 

(PEA7) (a) 对 任意 a, be L, Ẹ az —a—b,a1 =a Oa, bz = b—a, by = bO bz, 
则 由 命题 7.8.2 (3), 根据 a — b < a 可 得 a1 @ az=(ae (a — b))&(a — b) =a. 于 是 ， 
a'a = al 6 a; = a. 从 而 , 由 上 面 的 证 明 过 程 可 知 存在 a, < al 和 a, < a» 使 得 
aj +a, =a H a; — aO (a-b) < b. Xili, FHE bi < bi A b, 1E bi +b, =b. 总 
Ž, ai < a < b, b, < bı < a, H a} Abh < az Aba = (a — b) A (b — a) = 0. 

同 理 可 证 (PEAT) (b) 成 立 . 

定理 7.8.3 WE (L; €, +, 0, 1) 是 一 个 具有 (Ex) 条 件 的 伪 弱 MV- 效 应 代数 ， 
且 @ 是 由 十 导出 的 全 和 . 那么 (L; <, 6, 6, 一, 0, 1) 是 一 个 具有 (W) 条 件 的 对 偶 
fs BL 代数 且 由 @ 导出 的 部 分 和 就 是 +, 其 中 (Ya b € L), 


aOb min(z|r @b=aVb}, a-bmin{zlb@zr=ayVb)}. 


证 明 ”由 命题 7.8.4 (2) 及 下 面 关于 格 的 证 明知 , © 及 — 的 定义 是 恰当 的 . 

(DPBL1) 先 证 明 工 是 一 个 格 . Va, b € L, 由 命题 7.8.4 (4) 可 知 存在 ai, bi, cE L 
AE a = ai Oc, b =b c H a Ab=0. Ho 的 定义 ,c=0+c<sa@c=a 且 
c=0+c<b8c=b. VW za, b 应 用 命题 7.8.4 (3), 从 z<a=al@c 可 得 
z=m@n 且 m < al,n<c. 应 用 命题 7.8.4 (2), Jk n < z 可 知 存在 一 个 最 小 元 
m 使 得 m 6n = z. FE, m < m. 再 由 命题 7.8.4 (2) R n <c TFE reL 
使 得 c =r@n. Ai, n&«z&b-boc-bhoron. 再 应 用 命题 7.8.4 (3), TF 
在 y < bi @r 使 得 z =y@n B m 的 最 小 性 可 得 m «y. Am <y<her 
可 知 , 存在 以 < b Rr & r 使 得 mm =b or. db «b; Tb «m «a "f 
fé b «ai ^b; 20. FÆ, bd -0 HR m'-06r' =r <r. 应 用 命题 7.8.4 (1) 得 
zr—-m'oónron-c. MA, c—-aA^b. 

应 用 命题 7.8.4 (2), H b= b e c 可 知 存在 最 小 元 bi 使 得 b = b, oc. 现 证 明 
aVb=b1 8a 8c. $ d= 9a Gc. Hid-b; 9a c= maxfu +v +t: u <b, 
v <a, t < c} 可 得 b, c«d. Wa b < y. 由 命题 7.8.4 (2) 可 知 存在 se 工 使 得 
y7s0a-sOaji6c Å e«b«soaiecnlAlb—-bocHb «soa. 再 
根据 b, 的 最 小 性 得 责 <b, « sea. Hb; « b K a Abi=0 可 得 页 和 ai=0. 由 
b «soa 知 , FE s'« s Ka «ai ER b; = s'@ai. 于 是 ,由 os 和 ai 及 
a, < by Æ aj < bi ^a1—0. HM b =s 60 — s « s. 从 而 , 由 命题 7.8.4 (1) 可 得 
d-bh6ayGcKc&«soóaiGc-y. MA, avb=d=b 9a ec. 
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上 述 结果 表明 , L 是 一 个 格 . 

(DPBL2) Va, b, c € L. HRA A= {u+ zlu&aeb, z <c, Hu-z AZN, 
集合 B= {z+y+zlz <a,y<b,z<gc, 且 z+y+z 有 定义 }. 由 四 的 定义 , 若 
I<a,y<b 且 z+y 有 定义 , 则 z+y<a@b. 进而 , Ym EB, m=r+y+z. $ 
z+y=u, W] m=u+z Hu<zr+y<a®hb, z<c. 因此 ,me 4, 这 说 明 BC A. 

反之 , Yn e 4 =u+z 满足 u<a@b,z<c, 则 由 @ 的 定义 ,存在 a<a 和 
V <b IER a +b — ace b. 从 而 ,u <a +b. 由 (PEA6) 可 知 存在 cl 和 b, 使 得 
ai&a', b «V Bu-ajbi. FÈ, n=u+z=a +b +z, 从 而 ne B. 这 说 明 
AC B. BiU, A=B. 

同 理 可 证 , B 等 于 C= {z+ulz <a, u < yoz, H r+u AEN). Bt, A = C. 
这 说 明 (aob)ec-aco(boc). : 

同时 , 由 o 的 定义 易 得 260-00 —z. 

(DPBL3) € z«z6y. $ zOy=u. H O fg X nTAn u 是 满足 vBy=yVz 
的 最 小 元 . 4 d-yvz, 则 y < d < zy. 由 命题 7.8.4 (3) RT AU, 存在 z' < z 使 得 
d= z'@y. 再 由 的 最 小 性 得 u <r < zx. FE, 2 Oy < zx. RZ, 如果 zy < x， 
那么 由 命题 7.8.4 (1) 得 u@y < rz @y. 于 是 ,2 SyVz=u@y<zr@y. 

同 理 可 证 , z < ry 当 且 仅 当 2 一 zx <y. 

(DPBL4) th o R — lE X, avb— (a6b) ob Havb-— bo (a-b). 

(DPBL5) Hi (DPBL1) 的 证 明 过 程 知 , a vb = b 6a16c— b 6 a. 从而, 由 
o EX boa «b < b. 类 似 于 (DPBL1), 存在 ài < a 使 得 avb — ai eb. 
于 是 , a ©b < ms 和 ai. 进而 , H a ^b; = 018 (boa) ^(ao b) —0. 同 理 可 证 ， 
(b— a) ^ (a-b) — 0. 

以 下 证 明 (L; <, 6, 6, —, 0, 1) 满足 (W) 条 件 . 

首先 证 明 a 十 b=c HANH cob — a He-a- b. 

WMR a+b= c, 由 (PEA3) ffa«cH b«c. 对 于 任意 zeb=cvb=c 及 
a6y-cVac-c, 由 o 的 定义 可 知 , FE z^ < z, b < ba «a R y « y 使 得 
z'-V-cHa y =c. 再 由 命题 7.8.4 (3) 可 得 ao<z Rb«y. 于 是 ,由 日 和 一 
的 定义 有 a=ceb 且 b=c-a. 

假设 ceb=a 且 c-a= 必 H (DPBL3) 的 证 明 过 程 , M co (c-a) = a 和 
c—-(cob) -bfla«c H b«c. fiti (DPBLA) 的 证 明知 ae b-(cob) 6b — c. 由 
e 的 定义 可 知 , 存在 o < a RU « b 使 得 o + 以 = c. 于 是 ,a @b=c=a@b'. 从 
cOb—-aXc-a-bnUftaxa H.b«V. Bt, a' = a, b' = b, FEL a+b = c. 

现在 证 明 (W) 成 立 . WR a — co(c-a). $ d= c-a, WA a = cOd, d = c-a. 
于 是 , a+d= c. 由 (PEA2) 可 知 , 存在 e 使 e+a=c. Ai, a= c-e, e= c-a. 
进而 , a =c- (coa). 反之 , 用 类 似 的 方法 可 由 a = c- (coa) 得 到 a= co (c— a). 
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总 之 , (W) 条 件 成 立 . 

最 后 证 明 由 o 导出 的 部 分 和 就 是 + 用 +' 表示 由 o 导出 的 部 分 和 . 首先 说 
明 : Va, b € L, 3$ a+b 3E X, 则 a+b 也 有 定义 且 a+b=a+ b. 4actb-c, 
由 @ 的 定义 知 a@b = a+b= c. WR a @b = c, WEE a <a, 5 < b 使 得 
a*-b— c. 由 命题 7.8.1 (3) 有 a< a* < a^. 这 说 明 a E a o b 的 最 小 元 . 类 似 地 ,b 
也 是 a ob 的 最 小 元 . 总 之 , a+b 有 定义 且 等 于 a 十 b. 接 下 来 证 明 : Va, be L, 若 
a 十 5 有 定义 , M a+b 也 有 定义 且 a+b=a+b. 令 a+'b=c. 由 于 + 是 由 @ 导 
出 的 部 分 和 , 故 a 和 6b 是 ac b 的 最 小 元 . 再 由 o 的 定义 知 a +b = c FE, H a 
FI o 的 最 小 性 得 a < ai R b< b. 总 之 , al =a H b =b, REH, a+b 有 定义 
且 等 于 c=a+'b. 由 以 上 证 明 可 见 , + 和 + 是 相同 的 运算 . 

由 定理 7.8.2 和 7.8.3 可 得 到 以 下 结果 . 

EE 7.8.4 Ü (L; <, 6, 6, —,0, 1) 是 一 个 对 偶 伪 BL 代数 , WA (L; <, +, 
0, 1) 是 一 个 具有 (Ex) 条 件 的 伪 弱 MV- 效 应 代数 当 上 且 仅 当 (L; <, @, 6, —, 0, 1) 
满足 (W) 条 件 , 其 中 , + 的 定义 如 同 定义 7.8.6 (1). 反之 , 设 (L; <, +, 0, 1) 是 一 
个 弱 MV- 伪 效应 代数 , WA (L; <, ©, O, —, 0, 1) 是 一 个 具有 (W) 条 件 的 对 偶 伪 
BL 代数 当 且 仅 当 由 + 导出 的 全 和 存在 , 其 中 , o, © 及 -- 的 定义 如 同 定理 7.8.3. 
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为 了 引述 方便 , 这 里 重 述 伪 MV- 代 数 的 定义 . 08 MV- 代 数 是 一 个 (2, 2, 1, 1, 
0, 0) 型 代数 结构 (M; ©, Bj, 7, 7,0, 1), 且 满 足以 下 条 件 (Vr, y, z € M): 

(PM1) z8 (y8 2) = (rz®Yy) ®2z; 

(PM2) rz@1l1=1@z=zi 

(PM3) z@0=0g@z=0; 

(PM4)07- 21,07 — 1; 

(PM5) (27 &y^)* = (z"& y^): ; 

(PM6) £ 8 (27 Ey) = y 8 (y~ B z) = (rBy-) 8y = (y B17) @ z; 

(PM7) zB (17 y) = (£ 8 y") By; 

(PM8) (17)~ = z, 
EH, yE S (rey). 

对 偶 伪 MV- 代 数 是 一 个 (2, 2, 1, 1, 0, 0) 型 代数 结构 (M; @, *, 7, ~, 0,1) 且 
满足 以 下 条 件 (Vr, y, z € M): 

(DPM1) z6(y6z) = (z6y)9 z; 

(DPM2) z60—06r-z; 

(DPM3) z61-216z-1; 

(DPM4) 1~ = 0,1- = 0; 
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(DPM5) (17 6y )" = (x76 y^"); 

(DPM6) ze (1^ +y) = y @ (y^ *z) -(z*y )6y = (y*z)Om 

(DPM7) z*(z- 6y) = (Gy")*y; 

(DPMS) (z7)" = z, 
HH, y +r =S (17 y)“. 

注 7.8.4 ”本 节 中 的 伪 MV- 代 数 和 对 偶 伪 MV- 代 数 , 又 分 别称 为 左 伪 MV- 代 
数 和 右 伪 MV- 代 数 . 

引 理 7.8.3 (1) 设 (M; 6, * 7, ~, 0, 1) 是 一 个 对 偶 伪 MV- 代 数 ， 那 么 
(M; <, 6, O, —, 0, 1) 是 一 个 具有 (W) KERNA BLAR, 其 中 , Vz, y € M, 
YOTIY#T ,y—zrceam"ey 

(2) 设 (M; @, B, 7, ^, 0, 1) 是 一 个 伪 MV- 代 数 . 那么 (Mi <, 8, >, s 
0, 1) 是 一 个 具有 (W) 条 件 的 伪 BL 代数 , 其 中 , Ve, y € M ,z > y yB, 
z~ yS r~ By. 

证 明 ”由 文献 [71] 中 命题 7.7 和 7.8, 仅 需 证 明 (M; <, 6, 6, —, 0, 1) 和 (M; 
€ , 8, >, ~, 0, 1) 满足 (W) 条 件 即 可 . 

Vz, y € M, 从 文献 [71] 中 命题 6.2 (2) 可 推 得 


zO(r-y)-z*(y"*z) —z*(r y) = (yo r™)*r 
—(r*y )'*rz-2z-(rOy) 


因此 , (M; €, &, 一 , ~, 0, 1) 满足 (W) 条 件 . 
Vz, y € M, 从 文献 [71] 中 命题 6.7 可 推 得 


(z >y) ~ y= (yB) By-(z8y")Hy-yB(y @z) 
=yE (z~ By) = (z ~> y) > y. 


因此 , (M; € , 8, 一 , ~, 0, 1) 满足 (W) 条 件 . 

定义 7.8.9599 i (E; <, +, 0, 1) 是 一 个 伪 效应 代数 . 

(a) 称 E 满足 弱 Riesz 分 解 性 质 , 简称 (RDPo), 如 果 Va, bi, bz € E, a < bı +b2, 
存在 di, dz € E 418 di < bi, d2 < b; H a = di + d2. 

(b) 称 E 满足 强 Riesz 分 解 性 质 , 简称 (RDP2), 如 果 Vai, az, bi, b2 € E , 
al +a: = bı + bo, 存在 di, dz, ds, da € E 使 得 (i) di + dz = a1, d3 + da = a5, 
dı + ds = bı, da + da = bo, H (ii)do ^ da = 0. 

AM 7.8.5 H (E; <, +, 0, 1) 是 一 个 伪 效 应 代数 , 那么 

(1) 如 果 E 是 格 序 的 , 那么 E 满足 (PEA5); 

(2) E ÑE RDPo 当 且 仅 当 E 满足 (PEA6); 


-314- 第 7 章 ”BCK/BIKT+ 逻辑 及 相关 代数 结构 研究 


(3) 如 果 E WE RDP, 那么 E 满足 (PEA7). 

证 明 (1) Vai, a2, bi, b2 € E, ai, a2 S bi, b2. Ẹ c= a V a2, WA ai, 
az S c S bı, ba. 

(2) 仅 需 证 明 对 于 任意 a < c < atb, FE b € E ff c=atb H b <b. du 
JR a< c, 则 由 (PEA4) 可 知 存在 bi e E 使 得 c= a-- b. 因此 , a-- b =c<a+b. 
再 由 (PEA3) f b; « b. 

(3) Va, b € E, 存在 m 和 n ff a -- m-1—b-- n. 由 RDPs 可 知 , 存在 di, dz, 
ds, di € E ff a = dı + do, b = dı + d3 H. dz ^ da —0, di < a, d; <b. 

定义 7.8.10 ”一 个 伪 效应 代数 (E; <, +, 0, 1) 称 为 伪 MV- 效 应 代数 , 如 果 它 
满足 (PEA5)~(PEA7). 

据 伪 弱 MV- 效 应 代数 的 定义 知 , 伪 MV- 效 应 代数 必 是 伪 弱 MV- 效 应 代数 . 

定理 7.8.5 H (E; <, +, 0, 1) 是 一 个 具有 (Ex) 条 件 的 伪 MV- 效 应 代数 , © 
是 由 十 导出 的 全 和 . 那么 (E; @, *,-,~, 0, 1) 是 对 偶 伪 MV- 代 数 , 其 中 , Vr, y € E, 
如 果 w+z — 1, 则 定义 zx- S u; 如 果 z+v = 1, 则 定义 z~ S v; M TOBY & z- (z^ ^y), 
y*rz&(z-6y-). 

证 明 ”由 定理 7.8.3 的 证 明 可 知 E. ERF. 由 命题 7.8.5 (2) 得 , RDPo YE E 
中 成 立 . 故 由 文献 [333] 中 定理 3.2 知 (E; @, *, 7, ~, 0, 1) 是 一 个 对 偶 伪 MV- 代 
数 (在 文献 [333] 中 伪 MV- 代 数 的 定义 与 本 节 中 对 偶 伪 MV- 代 数 一 致 ). 

定理 7.86 Ù (Mi 6, *, 7, 7,0, 1) 是 一 个 对 偶 伪 MV- 代 数 , 那么 (M; <, 
+, 0, 1) 是 一 个 具有 (Ex) 条 件 的 伪 MV- 效 应 代数 , 其 中 , + 是 由 @ 导出 的 部 分 和 |. 

证 明 ”首先 由 引 理 7.8.3 可 知 (M; <, @, 6, —, 0, 1) 是 一 个 具有 (W) 条 件 的 
对 偶 BL 代数 , 其 中 , Vz, ye M, yz 衬 y*z-,y 一 z a7 y. 再 由 定理 7.8.2 可 
知 (M; <, +, 0, 1) 是 一 个 具有 (Ex) 条 件 的 伪 弱 MV- 效 应 代数 . 故 只 需 证 明 (M; 
S, +, 0, 1) 满足 (PEA4). 

Va, b € M, a < b, 由 文献 [71] 中 命题 6.2 (2) 可 得 be (b 一 a) = b» (a~ «b)- = 
b*(b- a) —b^a —a. 因此 , 由 定理 7.8.2 (PEA4') 的 证 明 过 程 知 a = o. 于 是 ， 
b—à-z-—a-z. 再 应 用 (PEA2)(c), FE y ME y ca — b. 反之 ,车 a+z=b. 
由 (PEA3) 和 0< z 可 得 a=at0< a +z =b. 

所 以 , (PEA4) 在 (M; <, +, 0, 1) 中 成 立 , 即 (M; <, +, 0, 1) 是 一 个 具有 (Ex) 
条 件 的 伪 MV- 效 应 代数 . 

综 上 所 述 , 通过 限制 全 部 运算 到 部 分 运算 以 及 拓展 部 分 运算 到 全 部 运算 , 建立 
了 伪 BL 代数 和 伪 弱 效应 代数 之 间 的 关系 . 同时 , 给 出 了 从 一 种 代数 结构 到 另 一 种 
代数 结构 的 充分 条 件 . 尤其 是 得 到 了 对 偶 伪 BL 代数 成 为 伪 弱 MV- 效 应 代数 的 充 
要 条 件 . 由 于 每 个 伪 BL 代数 都 是 非 交 换 剩余 格 , 每 个 伪 MV- 效 应 代数 是 伪 效 应 
代数 , 因此 本 节 的 有 关 结 果 可 以 推广 到 非 交 换 剩余 格 和 伪 效应 代数 中 , 相关 结果 请 
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参见 文献 [343]. 另外 , 本 节 中 虽然 引入 了 具有 (W) 条 件 的 伪 BL 代数 的 定义 , 且 给 
出 了 一 些 例子 , 但 是 目前 还 不 清楚 是 否 存在 不 满足 (W) 条 件 的 伪 BL 代数 , 这 是 一 
个 未 解决 的 公开 问题 . 实际 上 , 文献 [76], [293] 中 也 有 类 似 的 公开 问题 : 是 否 存在 
“not good ”的 伪 BL 代数 ? 这 一 问题 到 目前 为 止 还 未 得 到 完满 解答 . 

图 7.20 及 图 7.21 总 结 了 文献 [336], [337] 以 及 本 节 中 的 主要 结果 . 

ik 7.8.5 (1) 在 图 7.20 及 图 7.21 中 ,“ 一 ”表示 蕴含 ,“” 表 示范 畴 等 价 ， 
“一 ” 带 (Ex) 表示 全 和 @ FE. 

(2) 由 图 7.20 及 图 7.21 可 知 , 弱 MV- 效 应 代数 可 以 称 为 BL- 效 应 代数 , 而 伪 
38 MV- 效 应 代数 可 以 称 为 伪 BL 效应 代数 . 


smi 
MT 一 效应 代数 


oj i (ey 


对 偶 BL 一 代数 


图 7.20 ”BL 代数 和 效应 代数 


人 擅 弱 MY 一 效应 代数 


对 偶 MV- 代 数 


ds 


伪 MV- 效 应 代数 


对 偶 伪 MV 一 代数 


ETE ==] mem 


图 7.21 4 BL 代数 和 伪 效 应 代数 


具有 (W) 条 件 的 对 偶 伪 BL 一 代数 


习题 7 


1. 给 出 定理 7.1.2, 定理 7.1.3 及 定理 7.3.16 的 证 明 . 

2. 研究 psBCK- 代 数 的 滤 子 理论 , 包括 滤 子 及 其 商 结构 、Boole 滤 子 、MV- 滤 子 、G- 滤 子 
以 及 素 滤 子 定理 . 

3. 基于 psBCOK- 代 数 、PBIK+- 代 数 建立 具有 完备 性 的 逻辑 形式 系统 . 
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4. 试 建立 基于 伪 Hoop 的 非 可 换 模糊 逻辑 系统 . 

5. 深入 研究 MPE- 代 数 ( 见 定义 7.1.14) 的 性 质 , 讨论 MPE- 代 数 与 BCT- 代 数 在 结构 上 
的 不 同 之 处 . 

6. 进一步 研究 图 7.17 中 涉及 的 各 种 代数 结构 之 间 的 关系 , 深入 探讨 文献 [320] 中 指出 的 公 
开 问 题 . 同时 , 探索 和 研究 文献 [76], [293], [338] 中 提出 的 公开 问题 . 

7T. 查阅 国内 外 最 新 文献 了解 FBCK 逻辑 的 最 新 研究 成 果 ， 探 索 将 这 些 成 果 推 广 到 
FBIK* 逻辑 中 . 

8. 全 面 探索 伪 效应 代数 与 非 可 换 剩 余 格 (包括 各 种 非 可 换 模糊 逻辑 代数 ) 之 间 的 关系 . 

9. 对 本 章 讨论 过 的 伪 Hoop. 剩余 BCC- 代 数 、 蕴 涵 格 的 (正规 ) 素 滤 子 定理 进行 改进 , 使 
其 适用 于 更 广泛 的 情形 .进一步 , 探讨 一 般 逻 辑 代数 (正规 ) 素 滤 子 的 内 在 特征 , 给 出 一 个 GE 
W) 素 滤 子 定理 成 立 的 一 般 化 判别 条 件 . 
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